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本 章 从 理论 和 实际 两 个 方面 来 论述 矩阵 本 征 值 问题 。 其 中 
理论 是 为 了 直接 用 于 后 面 几 章 GARRY, 516, Eh 
细 技 巧 ， 及 后 验 误差 界 ) 的 要 求 来 描述 的 ， 而 关于 大 型 稀疏 阵 
的 方法 ， 是 作为 在 Krylov 子 空 间 上 的 投影 方法 来 分 析 的 。 本 
BAM PREAH: 

(1) 研究 计算 与 微分 算 子 或 积分 算 子 离散 遇 近 有 关 的 定 
阵 本 征 元 问题 的 实用 方法 : 
(2) 首先 就 有 限 维 空间 算 子 的 简单 内 容 来 描述 贯 罕 全 书 
所 使 用 的 理论 工具 ， 以 便 读 者 熟悉 它们 . 
关于 矩阵 本 征 值 问 АЙ 的 主要 参考 书 仍然 是 Wilkinson 
(1965) 。 关 于 对 称 和 矩阵 本 征 值 问 题 的 现代 处 理 ，Parlett 
(1980а) 包含 了 相当 近期 的 资料 ， 关 于 一 般 和 矩阵 计 算 的 基本 
论述 ， 读 者 可 参阅 Stewart (1973a) . 


1. 《CA 中 的 本 征 值 问题 


1.1 125 

SAL Ar HA EE DHE ЛИЙ Ж DB FE RIA ER — Ri ЕМ 
定义 。 SHAE, 的 列 向 量 x 的 复 六 维 空 间 记 为 EN; 2717 
(2,1) бїтїр ас АН, | 

KE C N 中 范 数 的 主要 例子 ， 我 们 将 引入 欧 儿 里 得 范 数 
lxi; 2 CE7.,15 007, fait] = OF, 16 ， 及 最 大 范 数 
|х]. = max <;cw | 上 ;| 。 如 不 加 特殊 说 明 ，| «bh CU 中 一 个 
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任意 的 问 量 范 数 。 

Сл, (х, у) = yFx. MR, у) = 0, ЖА, 
x 与 ?是 正 交 的 . 设 {x;:})? 是 CN* 的 基 ， 即 NN 个 无 关 向 量 的 集 
合 . 基 是 标准 正 交 的 ， 当 且 仅 当 

(Xi, Xi)=0;j;, і, ]=1,-е, N. 
Tok, x 在 标准 正 交 基 下 的 展开 式 是 x = F i. (X, ex. dE 
不 其 标准 正 交 时 ， 展 开 式 x = 了 1i-ieixi 的 系数 E; ABBE; = 
(x, yi), i= 1, "tts NEM, 其 中 (yi Tie CN WE, Hu 
(Xi, yi) 7Ói;, i, j= 1, =, N. (1.1) 

{yi}1 的 存在 性 与 唯一 性 的 证 明 留 给 读者 。 由 (1.1) 所 定义 的 
(у: А (х АТЕВ, Вх, КУ) 构 威 了 EW 中 元 
素 的 一 个 双 正 交 系 。 


习题 
1.1 在 CA 中 考虑 基 | Y 
1 1 
nz( ). a ( 
ТЕ БЕ ЖЛ: 


ETE ET 
Yı 27i ° ya 71 _ 1 А 
2: 2 


计算 展开 式 x = 2,5, EX, В 
2 
2 


WA = (aij )ij-lN 是 复方 KE, АН = (aj i)isj 1g...N 
JEA RRA BBM, ALERE, S4 B X 2AA5= APA, A 
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是 Hermite 阵 ， 当 且 仅 当 A = AB, ЩА R Hermite 阵 时 ， 对 于 
x CON xH Ax sch, Hermite 阵 A 是 正定 的 (或 半 正 定 的 )， 
>“ HRY 
x + 0 >xFAx> 0 (ax Ax> 0). 

HE Q EHE EE, 2S4 AY ОНРО =I. XN, 87"1= QH, H 
[xia = 10х12. 

在 &xv 的 典范 基 下 ， 方 阵 人 4 表示 一 个 线性 算 子 (或 变换 ) 
过 空间 是 KerA={xE CN， 4Ax=0)} 及 值 空间 IMA = {yE € N, 
y =Ax X x € €N), £k C" ЕАО + |, ШАШ 
FT RER 范 数 是 | 


| Ах | 
[А 1: = max IAx| = max Axi. 
охе N EJ х H =1 


长 方形 阵 的 范 数 能 够 相应 地 定义 。 容易 验证 


[A| := max[Ax[,- max У) ja; ; | 


H* Hi” 1 15;9Niz1 


JA = max X al = А". 
А ДАВ |< |А 81. ЕШ Ж AM PF GAR 
iM) КОА): = AAi 


>J 3: 
1.2 证 明 K (CA) 1. 
1.8 对 于 西 人 矩阵 8， 证 明 1051. = lixlla, xc €N, K 
K,(Q)= 1011081, = 1. 
J Hk: PS ЭБ ТЗ DB ЖЕФ. 


co 


OM PERK, S BI E E ЖОНУ. P =P. C EA 
W:=KerP 在 子 空间 M:= ImP 上 (或 平行 于 W 在 M 上 )〉 的 投 
影 ， 它 定义 了 直 和 《N= MO@W。M 与 W 是 互补 子 空间 。 反 之， 
RTE Ç N = MOW 定义 了 沿 W 在 M 上 的 唯一 的 投影 . 

我 们 定义 对 的 正 交 补 M^ 为 

Mt={y CE, (х,у) = 0 对 所 有 的 XEMj. 
Mij M+ 是 互补 子 空间 的 特殊 情况 。 在 这 种 情况 下 ， 对 应 的 直 
和 记 为 @: LY = M@ M+ 是 CN 的 正 交 直 和 分 解 ， 

沿 M+ 在 M 上 的 投影 是 在 M 上 的 正 交 投影 Ры, A, XPT 
x CON, |x - Pyx|j; = min,eulx— yl. 

对 于 任何 方 阵 4 ， 均 B Ker( AB) = (ImA)+ Н Im(AP) = 
(KerA)+. 


习题 
1.4 ij XQ-1-P, uEHQJEIE MÉEW ЕНЕ. 
1.5 CZ MOW., 设 P 是 沿 W 在 M 上 的 投影 。 证 明 P” 是 
沿 W = MEM =W+ 上 的 投影 . 
1.6 ЕВН РЕЛЕ, C BX 23 P = Рн, 
1.2 定义 及 性 质 
设 4 是 六 阶 实 的 或 复 的 方 阵 。 我 们 考虑 本 征 值 问 题 ， 


X ACC, OF MEE, 使 得 4Ap=X |, 


称 入 是 A 的 本 征 值 ，p 是 4 的 本 征 向 量 ， 和 ^ 和 wp 是 A 的 本 征 
元 。 


复数 入 是 4 的 本 征 值 ， 当 且 仅 当 4 一 和 I 是 奇异 的 。 因 此 ， 
A 的 任何 本 征 值 是 本 征 多 项 式 T(X) Ss detA- 4) 的 根 ， 
det(A1l АА-А 的 行列 式 。 | 

如 果 A 一 和 1 是 奇异 的 ， 那 么 ，A# -和 7 也 是 奇异 的 ， 且 和 是 
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A! В REG. НШ, m Ж Аф= Ag. PARE Y Z 0 4849 
Аң = мр: Y 4E 4 的 相关 于 入 的 本 征 向 量 。 类 似 地 ，Vya4= 
AP ER pH A ВНЖ А BY Ae ARE In SR, 

根据 Gauss 一 d'Alembert 定理 ，N 次 本 征 多 项 式 X (A) AN 
个 复 根 ， 其 中 有 些 可 能 是 重复 的 。 这些 根 是 A 的 本 征 值 。 如 果 
一 个 根 入 重复 了 mm 次 ， 屠 么 ， 称 入 古代 数 重 数 为 m Ву 3 A TE 
值 。 如 果 m = 1 ， 则 称 这 个 本 征 值 是 单 的 。 

А, М, c0. М CISA =< N) 是 4 的 相 异 本 征 值 。 由 
A 的 全 部 本 征 值 构成 的 集 o CA): H(A EEA 的 谱 。A 和 的 谱 半 
Желек, (К А):= тах; Ml. 

注 记 在 数值 线性 代数 中 ， 往 往 把 ro(4 ) 记 为 44)， 而 
这 个 记号 可 能 与 矩阵 A 的 预 解 集 发 生 混 消 ，A4 的 预 解 集 是 使 得 
A -z7 为 正则 的 复数 z 的 集合 (参阅 第 二 章 〉. 


习题 

1.7 如 果 入 是 4 的 相应 于 本 征 问 量 9 的 本 征 值 ， 证 明 对 于 
任何 整数 上 > 0， 入 是 4 的 相应 于 本 征 问 量 9 的 本 征 值 . 

1.8 uEHj. 如果 PERSER, ABA, of P)S (0, 1). 

1.9 ШЕУ ТК 0, D: = 0, JRZ M ED E E 
SHY. 证明; 00р) = {0}, Aiftre(D)= 0, 

1.10 证 明 : du QJ Pe B BE НА €0(Q), ЖА |М = 


1.11 HEB; 对 于 任何 一 种 矩阵 范 数 ，ro(4) 答 14 
1.12 设 和 是 4 的 具有 本 征 向 量 9 的 本 征 值 ， 证 明 ， 入 = 
925340Vp2pg。 和 是 4 的 以 9 为 基础 的 Rayleigh р], 
1.13 由 习题 1.12 推 出 :Hermite 阵 的 本 征 值 是 实 的 ， 正 
定 (PEE) EEEIEE GERAR). 
1.14 Фф. ЖА 的 对 应 于 入 1 AEE, yo 是 相应 于 
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MAA MAARTEN EE, 证明， фр, =0 Gam: 计算 如 Aq1). 
推出 ， 如 果 4 是 Hermite 阵 ， 相 应 于 相 异 本 征 值 的 本 征 疝 量 龙 
正 交 的 这 一 结论 。 

相应 于 和 的 本 征 向 量 是 (4 CADx = 0 的 解 。 它们 张 成 零 
ZilaKer(A - А) = {х € €N, CA-AD x = 0}， 称 之 为 本 人 征 
zi], 它 的 维 数 是 入 的 几何 重 数 g ， 即 相应 于 和 的 无 关 的 本 征 
向 量 的 最 大 个 数 。 而 且 ， 能 够 证 明 g < m. 

引 理 1.1 dpi, PrE A ВАУ TARERE nM 
的 本 征 向 量 ， 则 向 量 {9 ;}1 是 无 关 的 ， 

江 明 ”证明 是 关于 K 用 归纳 法 。 对 于 K=1, ф.+ 0 ËR. 
(0,) Ж 无 关 的 。 假定 对 于 K 一 1 个 向 量 ， 定 再 成 立 。 设 X= 
(is, 5 PK-1) ÆN x (K — BIER, C KIDEZ E vi, 
+, фк-1. BE OKELO MH 的 线性 组 合 ， 那 么 ， 存 在 K Ж 
u 0，&ULECE-L 使 得 pk=XU。 T Æ Акфк = Афк = АХи = 
多 Au， 其 中 A 是 对 角 阵 A =diag(A,,-°, Ак-1) Н.0=АкФк— 
ХАи= Х(АкІ 一 A)u. 由 于 和 x 与 其 它 的 本 征 值 相 异 ,所 以 和 kT 一 
A 是 正则 和约，v =(Ак1- A)u= 0, 8 Xu 0. 这 与 向 最 
(p iy ! 的 无 关 性 了 矛盾。 0 

现在 转 入 下 面 的 理论 问题 。 借 助 相似 变换 把 A 化 为 较 简 单 
的 形式 。 

1.3 op AF | 

н, Ha, c, BS 是 4 的 N 个 重 本 征 值 ， 按 照 它们 的 代数 
重 数 来 计数 。 例如, 重 数 为 mi 的 和 1 9 ут: B i= И, 
Shis Шауа =E "Ns, 

1.3.1 4 是 可 对 角 化 的 
4 是 可 对 角 化 的 ， 当 且 仅 当 它 相位 于 对 ЖОЕ. ЖЖП 
rh, BEAL AB BJ. RDM AR D =diag(e,,-, 
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Uy), 

定理 1.2 AHA fü, УНАЖ ЛАБ АЖА 

问 量 40。 这 时 ，4 能 够 被 分 解 为 

A=VDV-1 (1.2) 
其 中 VV 的 第 i 列 (或 V-!1 的 第 i 行 ) 是 相应 于 Ai (或 4;) 的 有 4 
RATE ie р, (或 АН RD). 

证 明 如 果 有 六 个 无 关 的 本 征 向 量 (pil. ARV 是 列 为 
Pis s PŘ EREE., VOV = I ARV 1 的 行 РЕ 
Pi =6;;, 1, i= 1, <=, N. 注意 到 Ap i =u; Qi, i=1, 
Us. N, 可 以 写成 4AV = VD, BE OT HS AA = VDV `1, A 十 
可 对 角 化 的 。AV =VD 等 价 于 V 1A=DV-1, BI A# (V71)? = 
(Y-1)8DH 或 Ань, = u ii, i= 1,…,N: pitt APH eo; 
=0iji(i，j=1，…，N) 规 范 化 的 本 征 向 量 。 并 注 Ж (921 E 
(p ;和 的 伴随 基 ， 其 逆 留 给 读者 证 明 ， 0 
习题 

1.15 证 明 上 有 具有 NN 个 相 异 本 征 值 的 任何 矩阵 是 可 对 角 化 
的 。 

1.16 iE BH. 借助 于 本 相似 变换 A = QDQF, 任何 
Hermite 和 矩阵 是 可 对 角 化 的 ， 本 征 问 量 基 是 标准 正 交 的 。 

1.17 如果 每 个 重 数 为 m; 的 本 征 值 和; 恰好 有 m ;个 无 关 的 
A Ej E, i= 1, tts K, 那么 ， PEM AES im. 证 
明和 是非 亏损 的 ， 当 且 仅 当 4 是 可 对 角 化 的 。 

对 于 i=], 2, °... K, & М; = Кет(дА —-A,D 是 相应 于 
相 异 本 征 信和 ;的 本 征 空间 ,和 ;的 重 数 m;. 由 假设 dimM， =m; Н. 
Хх =@*%„,М{. 考虑 分 解 X =МмМ,®(®;.„;.М;). WAF А: 的 
ARE BB PE CMO). M EREZZE Mi 上 的 投影 。 BA, 
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K 
之 Pi=T，PiPpi=0iiPi 
i=1 


及 
AP =P; ;A=P;AP  =x;P;., i=l, "tt. K. (1.3? 
定理 1.3 н] А] A EE A a R 


K 
А = MP, С1.4> 
i=} . 


证 明 (1.3) 5 (1.4) 的 证 明 留 给 读者 。 谱 分 解 《〈1.4》 
时 唯一 的 : 除了 每 个 本 征 空间 M i 中 基 的 选取 外 ， 分 解 《〈1.2) 
实质 上 是 唯一 的 。 O 
习题 

1.18 WẸ А Негтіѓе , P ;是 正 交 投影 县 |Pi =1， 
证 明 ， Mi-Qi.;Mi. 

1.19 设 和 是 单 的 ， 且 其 相应 的 右 本 征 向 量 9g ， 左 本 征 向 
нф, ШФ 1. == 1, IEBIJA ERE PEREAT SC 
C Nr>P = (YE) 9 的 矩阵 《在 典范 基 下 )。 (提示 H P;E X 
的 M = {Фф} 的 补 子 空间 是 (ot Ra (z€ CN;Wiz =0})。 ВЕН. 
| Pl;-2ivlz-1, ЖЕНЕ Р = фу". 

1.20 设 A 是 可 对 角 化 的 ， 证 明 A" 也 是 可 对 角 化 的 ， 且 
Cap RAE AP = БКА; РЧ. А, ЫА, ВС ЯН ГЈ ВО. 

1.21 再 考虑 右 本 征 向 量 基 (p ЕЕ АЕ a (0. 人 
设 入 是 m 重 本 征 值 ， 其 相应 的 本 征 空间 是 M={9;，i€ I, 
Яг Рт. 并且 考虑 补 子 空间 W= {фаз 1ё[). 
证 明 W = (0, ic I)*-(z€«N, jiz= 0, iC I). FR 

3 


相应 于 和 RATER P P E: P = > ie19 iV. 


81.1 
1 1 
^-(, ，) 


有 本 年 值 和! = 3. A, = ~-1L REA AGE u] а 


(1) (0) 


有 本 征 河 最 


1 1 
_ 1 _ 1 
ең 3 = > _ 1 
2 2 
相应 于 和 :的 本 征 投 影 是 
P,-9i4, р.2= 3 (e +de) Ф. 


ЖИ, TFA, | 
Р, = 9 3; Р,8= 3 (£ -lg) фз - 

最 后 ，4 具有 分 解 A =3P,-P,. 

投影 P, 是 沿 W= {yi} 在 M={q91} 上 的 投影 (参见 图 
1-1). 

因为 对 角形 式 非常 容易 处 理 ， 所 以 分 解 (1.2) 是 有 吸引 
AW. 然而 在 实际 中 ， 虽 然 矩 阵 站 是 非 奇异 的 ， 它 相对 于 求 道 
也 可 能 是 病态 的 ， 从 而 使 V1AV 构 造 起 来 非常 困难 . 因此 ， 我 
们 期 望 把 相似 变换 限制 到 一 类 和 良 态 年 阵 上 上 ， 例 如 西 矩阵 ， 它 在 
等 子 1 的 条 件数 . 


| | 7 у 


1.3.2 ЖИЮ 

定理 1.4 (Schur) АЖЖ (4:37, 以 它们 的 代数 
重 数 计数 . 则 存在 一 个 本 矩阵 @ 使 得 COa4@ 是 上 三 角 的 ， 其 对 
RIRIH, bay ` Hy. 

证 明 证 明 是 关于 使 用 归纳 法 .对 于 N= 1 ， 定 理 成 立 . 
假设 对 于 N - LAK, BHR. 我 们 利用 一 种 压缩 技巧 : 
Ani T Жїн, 及 本 征 疝 量 p1， 引 入 一 个 N ~ 工 阶 和 矩阵， 使 这 
个 和 矩阵 的 本 征 值 除了 ui 外 和 4 的 本 征 值 是 相同 的 ， 

假设 jp :jj =1. 存在 一 个 Nx (N- 1) EEUE, 
U) 是 西 矩 阵 ，U 的 列 与 9 1 正 交 ， 即 UH9 = 0. AN Ap, = 
Bip, Be, 

AC(p,,U) = Hip, AU) 
H. 


H 
(pı, UŽA, U) = (9) (4191, AU) 
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= (^: ФАО | 
0 UHAU 

^H ing ЖЕН) ЖИЕН ЖА ARTE, uk, UF AU 有 本 征 佳 
tos c. Bx. 根据 归纳 法 假设 ，UFADU 西 相似 于 对 角 元 素 是 4,， 
n, yt ЕРЕ. AMBP SHAR. L) 

iid (1) 上 述 证 明 的 是 理论 上 的 存在 性 。 在 第 3 节 中 ， 
对 某 些 英和 矩阵 给 出 构造 性 算法 。 这 算法 称 为 CR 法 . 

C2) 如 果 委 是 实 的 ， 则 我 们 希望 利用 实 的 西 ( 即 正 交 的 ) 
变 揪 。 这 时 ， 能 够 把 A 便 化 为 实 的 块 上 三 角 阵 ， 其 中 对 角 块 最 
多 是 3 x 2 的 ，2 x 2MARA HAE. 


习题 


1.22 证 明 : = ADE ALI Ae. 

1.23 证 明 ， 和 矩阵 A 是 正规 的 ， 当 且 仅 当 存 在 西 矩 渐 @， 
使 得 Qi48 是 对 角 的 ， 

1.24 证 明 ， 对 于 正规 窍 了 泗 ，ro СА) = Al; ` 

1.25 证 明 ， TEMBER RSH, 4AMBAA= 0. 

1.26 对 于 任意 的 矩阵 A， 证 明 : 1А 12 =r. САРА). 

有 可 能 使 用 非 西 变换 化 为 三 角 阵 ， 而 将 一 般 的 矩阵 化 成 较 . 
简章 的 Jordan JE Xxx. 

1.3.3 Jordan 标准 形 

现在 假设 入 ;的 代数 重 数 为 m;， 且 有 少 于 m ;个 无 关 的 本 征 
jt, НЮ, A; 的 几何 重 数 gi. d gicmi. JY REC 
AE. 必须 使 本 征 向 量 集 完全 化 。 这 能 够 按照 如 下 来 作 。 

Xx XM;:-Ker(A-A;D"i, i-1,-,K. 

Wi AMSM， 那么 称 子 空间 M 在 A 下 是 不 变 的 。 例如， 
本 征 空 间 Ker(4 一 ;1) 是 不 变 的 : 每 个 本 征 方向 是 不 变 的。 

定理 1].5 (Jordan) 对 于 i= 1,…,K， 子 空间 M; 在 A 下 
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XR dB, dmM;-m,;H.X-0.,Mi, BA, HM, 中 存 
在 一 个 基 ， 使 得 限制 在 M; 上 的 4 用 相应 于 和 ;的 m; 阶 的 Jordan 
单元 来 表示 : 


Ai ё 0 ^ 
А i ` 
Ji = N т; 
А; ё 
О Ail 1 


其 中 FEEL 1. 

这 个 定理 说 明了 Jordan 基 的 存在 . 证 明 是 一 般 化 的 ， 可 
以 在 任何 一 本 线性 代数 的 教科 书 中 找到 . Jordan 标 准 形 是 块 对 
衣 的 ， 它 有 对 应 于 相 异 本 征 值 的 K 个 对 角 单 元 J;， i= 1 ,…， 
K., 。 每 个 单元 J ;出 一 个 或 几 个 Jordan 块 组 成 ， 而 Jordan 块 则 
HAS у e 来 确定 。Jordan BRT Jordan 块 的 次 序 外 是 唯一 
fn. 

RM: AMT А: 的 不 变 子 空间 (或 广义 本 征 空间 )。M; 
的 基 由 相应 于 入 ; 的 9; 个 无 关 的 本 征 向 量 组 成 ， 用 广义 本 征 向 
Е (或 主 向 量 ) 完备 化 得 到 m; 个 无 关 的 向 量 。 主 回 量 是 整 Ж 
不 变 的 : 它们 在 4 下 仍 在 Mi 中 ， 但 是 方向 改变 了 。 EMR x; 
可 由 前 一 个 向 量 x;-〈 主 向 量 或 本 征 向 量 ) 靠 解 下 述 方程 来 计 
9. | 

CA — ND x, х). 

关于 Jordan 基 结 构 的 全 面 描述 ， 参 阅 Wilkinson (1965). 


定理 1.5 的 证 明 表 明了 
{0} КегА –- А; 1) с Ker(A -NT)? C... 


сКег(А - А; 1)! : = = Ker(A— А; 1)": 
= Mi . 
包含 是 真 包含 ， 直 到 达到 MI. 1-l;xmis 1; 51048 Mi = 
Ker(A 一 入 :1)![ 或 等 价 地 ，(A 一 和 :1)';M .=1{0}] 的 最 小 数 . 
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称 它 是 和 ;的 陡 度 〈 或 指标 、 高 度 ) 。 如 果 1; = 1 ， 那 么 称 入 ; 是 
半 单 的 ; 不 变 子 空间 向 化 为 本 征 子 空间 。 

例 1.2 设 入 是 一 个 本 征 值 ， 它 的 代数 重 数 m = 7 ， 几 何 重 
数 g = 3. Ж Б I = 3。 相 应 于 入 的 Jordan 单元 有 两 种 可 
HE. BA Jordan 单元 由 三 块 组 成 : 


和 


dide. :A 1: 
‚4:0 : 1 0 
pM . = vU "n 

A | jA di 

E A E | 1 A10 

' 0) нии: 
1 4 | 或 | ' ‚ ‘ 
kawi ZEN 
| | :41 | | (0014 1: 
= aa о! 1: 
| : д: 1 
MEME 

і | i 1 T f 
一 | 本 征 向 量 

1 š 
ЖЕ |а) 


4i =4 ЖШ BE kq ЕНЩ, HA, УГ = 383， 所 以 
有 不 多 于 两 个 的 逐次 主 向 量 ， 对 于 不 变 子 空间 中 的 任何 x， 
(A-M)3x= 0。 每 个 本 征 向 量 确定 一 个 块 ， 块 具有 阶 数 1， 
8,392,2,8. 
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318 


1.27 计算 
1 0 0 
|: 0 | 
-1 -1 2 
WATE Jordan Ж, 


1.28 Æ Jordan 单元 Ji 中 ， 在 第 一 个 上 三 角 中 恰好 有 g: 
- 工 个 零 (不 必 相 邻 ) 而 相 令 的 零 不 多 于 1; - 14. 
1.28 EBA: limA* = 0, ЧА [O8 r СА) 1 GS 
利用 Jordan 7%). 
1 
1.80 证 明 ИА" | "=, СА). 


ХТЖ, ЖИБИНИН АЛЕ AB RB: Pink 
ШФ; MiTEA3ET2EBJM :上 的 投影 。 仍 然 有 了 *.1P;=1， 
P Pi =6;,P;, 及 

AP =P ;A=P;AP =А;Р, +р;, 
i=1, 7, K, (1.5) 
其 中 Di 是 使 得 D，= 0 NEFER. 
定理 1.6 — BEF A Aa 
K 
A= У OP; +). (1.6) 
i=j 
习题 

1.31 用 4 的 Jordan 标 准 形 证 明 (1.5)。 给 定 4 的 Jordan 
形式 ， 证 明 (1.6) 是 唯一 的 . 

1.32 ПЕНЯ, 如 果 ise j, 那么 PD; =D;P;=6,;Dj, 
D;D; = 0. 
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1.33 B®.: М; =Im(A-— D)! . 推出 Pi; 是 相应 于 
ЉС N= КегА - A T) 中 Im(4A- 和 DIE 的 投影 这 一 结论 . 

1.84 ТЕН Ан 的 谱 分 解 是 

K — 
АН= > (A P+ DY). 

导出 和 Ai 与 入 ;的 重 数 及 陡 度 相同 的 结论 . 

1.35 设 入 是 单 本 征 值 ， 具 有 相应 的 右 本 征 疝 大 及 左 本 
入 向 量 % ， 证 明 谱 投影 是 沿 {y}!: 在 {9 } 上 的 投影 . 

1.86 (х; ) 16 AR Jordan 基 。 利 用 习题 1.34 说 阴 在 什 


Riv JT ГАН 的 形式 。 例如， 考虑 
1 1 


^-(, DI 


2. 本 征 值 问题 的 稳定 性 


当 用 数值 方法 求解 问题 时 ， 首 要 的 是 ， 知 道 数 据 中 微小 的 
变化 在 解 中 是 否 产生 微小 GK K) 的 变化 。 如 果 是 的 话 ， 那 么 
称 这 个 问题 是 稳定 的 或 良 态 的 (或 不 稳定 的 或 病态 的 ) 。 稳 定 
的 与 不 稳定 的 问题 之 间 通 常 没有 严格 的 界限 。 在 任何 一 种 情况 
下 ， 不 稳定 性 的 某 种 适当 的 度量 将 是 有 用 的 ， 并 且 这 种 度量 将 
进入 大 多 数 的 误差 估计 中 。 这 种 不 稳定 的 度量 通常 称 为 条 件 
Ж. 

作为 一 个 基本 例子 ， 可 以 考虑 K(4) = [AIA], CEE 
MARE 4 相对 于 求 逆 的 条 件数 。 从 数学 观点 看 , 方程 Ax= > 
有 唯一 确定 的 解 x =471?7， 当 且 仅 当 4A 是 正则 的 。 但 在 数值 分 
析 中 ， 人 情况 变 得 更 复杂 了 了。 数值 分 析 者 要 求解 不 仅 是 唯一 的 ， 
而 且 ， 在 某 种 程度 上 ， 对 于 数据 中 的 摄 动 是 不 灵敏 的 。 如 果 使 
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4 摄 动 44，? 摄 动 Ay， 那 么 就 引起 一 个 摄 动 解 x+ Ax di 
得 : 


my АХ < K(A) Ë lA»! 


ТАА ар Tx TTA ААТ. I yl 


Taj 
[ААТ]. 因此 对 于 解 x 的 相对 灵敏 度 ，K(A) JE iet 
量 。 这 说 明了 在 欧 几 里 得 范 数 下 ， 条 件数 为 1 08 ES E PE TEC 
分 析 中 起 着 中 心 的 作用 . 

现在 转 入 本 征 值 问题 的 稳定 性 .我 们 在 第 3 节 中 将 要 介绍 
的 数值 方法 引出 了 A 的 近似 本 征 元 的 集合 ， 这 些 近 似 本 征 元 是 
摄 动 矩阵 A' = 4+ 互 的 精确 本 征 元 。 用 互 表 示 的 A SA’ WIE 
元 之 间 的 差 ， 其 界 在 第 4 节 中 给 出 。 

如 果 本 征 值 是 本 征 多 项 式 的 病态 根 ， 那 么 ， 它 们 可 能 是 病 
态 的 。 众 所 周知 ， 一 个 多 项 式 的 重 根 可 以 是 病态 的 。 例 如 ， 和 X: 
– 23+ 0—1079) 有 根 1 土 10-*。 如 果 把 常数 项 变 为 1 ， 那 么 
两 个 根 全 都 变 为 1 ， 因 此 ， 系 数 改 变 了 10-*， 在 根 中 引起 的 改 
变 是 104 倍 。 但 是 分 离 好 的 根 也 可 以 是 病态 的 。 对 于 本 征 值 说 
来 ， 这 可 以 对 应 于 本 征 向 量 的 一 个 几乎 退化 基 。 在 Wilkinson 
(1965，P.90 一 91》 中 可 以 看 到 一 个 非常 明了 的 例子 ， 这 个 例 
子 是 20 阶 矩阵 
20 20 O 

19. 

я: 

1 

借助 于 摄 动 技 巧 ,在 此 ,我 们 研究 摄 动 对 单 本 征 值 入 及 其 本 
征 向 量 9 的 影响 RAAT RR, AAA REO 
及 左 本 征 向 量 ， 使 得 [plo o euo 1. WREE P = ov", 

把 限制 到 不 变 子 空间 {四 1 上 的 算 子 和 A 一 和 1 记 为 Ai: Aa 
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: = (А-А) у, 因为 ^ 是 4 的 单 本 征 值 ,所 以 A4 是 双 射 。 


把 表示 算 子 A71(1 - P) 的 矩阵 记 为 S。8$ 是 (А-А) 相对 
TERE P AJP Жой, 
SCA—- AI) = (A-AMDS =I- P. 
设 给 定 摄 动 互 :4 :=A4+BE 及 8 :=||H|,, 假设 & 很 小 ， 
入 与 9 是 4 的 近似 本 征 元 ; 4 的 相应 剩余 癌 量 是 
А'р-—-Ар=(А'”-А)р=Нф, 
We’: = |нНф|,, e’<e. 
定理 1.7 ”借助 上 述 定 义 ， 如 果 e LBL, PBA, HEA’ 
HARME A. AAH yp’ = +i 规范 化 的 本 征 向 量 pg ,使 得 
A =A +4 Hp +O(e?), (1.7) 
9-9-SHg-Ot(e?). (1.8) 
iW] SEX L= -ü(1/e)H, |L|,= 1. A’ =A-eL Ağ 
征 元 和 ”及 9 ， 对 于 足够 小 的 s ， 这 些 本 征 元 可 以 表示 为 的 
WARE. А: = Б.у‘ ф':= E NE 在 形式 伍 
(А - 21) (> ne) = (> vei)( > mel) 
Po 的 问 次 医 相 等 ， 能 够 累 次 地 计算 出 系数 vi т. ШЕ 
1182545 HAN = Too; 选取 解 Yo = А, =p. 
4 的 系数 相等 ， 给 出 方程 
(A -ADN =y p++ Lo., 
HIER, 448 
QHCA —А1)т = 0 =v; + VUL, 
Al ita 
у, = —9"Lq. 
方程 
(A - Am -vip t Lg 
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By RB ТЕҢ} =U- P)CN 内 。 定 义 9i 为 这 个 方程 在 {y}+L 内 的 
唯一 解 ; BU 

1.= S(yig - Lp), Рт = 0. 
iR So =S(I-ü Руф = ОЙТ = 51. 

使 ?的 系数 相等 给 出 方程 

CA — AD); vio + Ll; T+ vii, 
由 此 得 出 7 = — E LR, K 1, = S[v;Ti;i + LNI. PAHE 的 系数 
相等 得 到 : 对 于 102, 

vi = —y"LmT;-:, 
Бы, | 
| Svati-nt+Li-1 |, P9; 0. 
| а=: J 


对 于 足够 小 的 s ， 容 易 证 明 这 两 个 级 数 几 何 收 敛 : 


入 /一 > ver = О (ei*!), 
i k=0 | 


7; = S 


=0(ei*!), 


ме 


2 


这 个 结果 也 是 引 理 3.30 的 一 种 特殊 情形 。 因 为 і 187, Рт, 
= 0 ， 所 以 9 使 得 Pp = Pq = o, RÆ, унф’ = 1. 
因为 


Vo +€ = А -rUUH9, 1, +ёп, = 9 — SHE, 
BiU. TEEXxRZ SER i= 1 ， 得 到 (1.7) 和 1.9 . 0 
>] 
1.37 r EIMA -AD 上 的 正 交 投影 。A 一 和 AI 的 
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Moore-Penrose (А – Ау = ЦА - А) уг, cas 21] T. 
x+ CA —\1)*БЖ | 
(A - М)х= b 

的 具有 最 小 欧 几 里 得 范 数 的 最 小 二 乘 解 (参阅 3tewart,19733) . 
汪 表 S = (А -AT)+， 当 且 仅 当 4 是 Hermit EE, 

在 第 3.5 节 中 ， 这 种 摄 动 技巧 将 作为 计算 本 征 元 的 近代 加 
细 过 程 来 研究 . 
2.1 入 的 条 件数 

由 (1.7) 839] | 

IHH |<" iyl: Z IA- X | «e'lvlla +0(е?). 
HPL, HI П КАО, ARRAS. WE Y Hyo = ol; 
130845, BA, lvl ABT XG PIU. 


E 


图 1.2 


TEE 4b (9) JE H A Bj Jordan Ж АН 〈 除 9 外 ) УКА 
WN- 1 维 子 空间 (参见 习题 1.35) 。 设 6 是 9 5-F XQ 
之 间 的 锐角 (参见 图 1.2) +š 

dist(9, (y) 32 = minlg —u|; =sin0, 
"EFIE 
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性 质 (01, = Pil: = 1/disi(go,(0)1)= 1/sing, 

证 明 第 一 个 等 式 是 显然 的 〈 人 参见 习题 1.19) . W 
:= BA, 

1/|l¥ll, = | 9 pj =sing=dist(@, (9) D. [i 
由 此 得 出 ， 如 果 和 的 谱 投 影 的 范 数 是 大 的 ， 或 等 价 地 ， 如 
Жө 是 小 的 ， 则 入 是 病态 的 。 这 时 9 与 由 几乎 正 交 ， 且 A 的 
Jordan 基 接 近 退 化 ; Bp 几乎 是 Jordan 基 中 其 它 向 量 的 一 个 
线性 组 合 。 
з й 1 10* 
^ (, E 
工 是 单 本 征 值 ， 具 有 右 及 左 本 征 回 量 
1 


6 r C ш): 


1 104 
||. 22103, A + H = ( ) 
—10^? 11 


APEE 1.01. HEAP, 107 SRY Ba, ТЕ А 50.01 
阶 的 摄 动 ; 即 ， 在 入 中 变化 是 在 4 中 变化 的 104 倍 。 


<> 


习题 
1.38 考虑 4 = A - eL. 在 定理 1.7 的 假设 下 ， ЕАС? 
=A. WH 
d . Аа) ~ À 
de (0) = а = -V"Lg. 


1.89 ЖЕЛАЕ EE 0 лн 101. = 工 规 范 化 的 . uE BB 
1/|фНф 1 是 入 的 条 件数 。 如 果 没 有 施加 规范 化 条 件 ， 证 明和 的 . 
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Kell, ll: 工 
|08 | sing” 
1.40 证 明和 = à + yEHo -WHSHo9+ О (23), 4p He 
= 0 时 ， 给 出 | 入 — ALAR. 
上 面 的 分 析 中 有 一 个 不 能 令 人 满意 的 特点 ， 就 是 | 如 ;不 是 


对 角 相 似 变 换 的 不 变量 . 
例 1.4 在 Cw 中 考虑 Hermite 阵 
2 1 


A = . 
(, .) 
相应 于 = 3 的 A 的 右 与 左 本 征 向 量 是 相等 的 : 


ied) mesa, 


7 TIBI 
V 2 


AEG, A = 5 ERAR. 然而， 如 果 


0 a 
我 们 有 有 
2 a 
D-'AD= ) 
l/a 2 
而 现在 
1 (f = Itay! ) | 
Фф = 7 Yee? ( | ) N р =. ^38 mum ( , , H 


lyla = H, AERA а, MIE 10], HE ЖОШ. 


HP, жаху. NP |D 'AD]|»l|Al; 所 以 这 个 例子 有 

LIDAR. ERME, lol: WAKE D^! AD 的 有 关 值 ， 

这 里 的 DD 是 这 样 选择 的 ， 使 得 ID AD], 接近 于 它 的 最 小 值 。 
21 


这 是 矩阵 的 平衡 (参阅 Parlett 和 Reinsch，1969) . 

当 上 ys 大 时 ， 用 下 面 的 注 记 可 以 解释 单 本 征 值 对 摄 动 的 高 
灵敏 度 。 如 果 | 如 ;大 ,那么 A 必然 相当 地 接近 一 个 具有 重 本 征 
值 的 矩阵 (参阅 Ruhe，1970; Golub#lWilkinson, 1976) . 
2.2 mp 的 条 件数 

设 P+= xx 是 {xz} 上 的 正 交 投影 ， BAL = (IT РУСА - 
和 XI) ,to 上， 且 用 也 + 表示 矩阵 双人 -GT 一 P+); 它 是 A 一 A1 在 {x!) 
中 的 广义 着 类似 于 定理 1.7， 存 在 一 个 由 x"e" = 1 规范 化 的 
ASHE fa) р”, (i 


p/-g- > Hp *O(e?), | (ж) 


мв: 151, o:= ар, H (ж) 和 (1.8) 得 到 
le" pls =080<02/ +OCe?), 
Io! - el, se! + O(e2). 


С, 1.3) 


性 质 з 2021/40). 
i5] Ёйз>о, Ңо>1/40%). D 
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如 果 和 接近 A 的 另 一 个 本 征 值 ， 那 么 它 的 本 征 向 量 将 是 病 


asi. 
例 1.5 Ж 
1 0 
al SEDE 
AIR e 50. 那么 1 是 一 个 具有 本 征 向 量 
— 1. 
6-01) 


的 单 本 征 值 . Hs = 1/16. MUR e XM. BA0RS А: 3%. 
态 的 。 事 实 上 ， 


A +H = ( 


有 对 应 于 入 = 1 — 


= 


WR 小 ， 那 么 gp 显著 地 与 9 不 同 . 
注意 ， 对 于 非 正 规矩 阵 ， 有 即使 入 与 谱 的 剩余 分 离 得 好 ， 5 
世 可 能 大 CAjgWilkinson, 1965, pp. 90—91). 


1.41 根据 定理 1.7 的 定义 ， 对 于 可 对 角 化 的 矩阵 A , ut 


HH 
sce ETT HI? o, coc |D, 


HPU, Prs №. PUS SI А, o. VBIABJEUSHASTEIBB. A 
ЖЕЕ УЛИ ЫЕ, Нину, Шр, = lo. 1, = 工 而 规范 
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化 的 。 
1.42 考虑 矩阵 


/ 0 Ü 
“| 0 1 1 | 
0 0 1-107!? 


ib 算 三 个 条 件数 |ó il, р 02 Ж lo | > FEF pi JEH vio, 一 
[ф:12= 1, i21, 2, 3, ЖИВЕЕ, 

关于 本 征 值 的 条 件 ， 你 得 出 什么 结论 ? SET AREE ERE IR 
一 问题 . 

1.45 说 明 在 关于 和 矩阵 A 的 西 相 似 变 换 下 ，A 的 条 件数 s 
Б 1р1, 213889. 

尽管 相应 于 一 组 本 征 值 中 的 每 个 个 别 的 本 征 向 量 是 病态 
的 ， 但 是 由 所 有 这 些 本 征 向 量 张 成 的 子 空间 却 可 能 对 息 阵 的 摄 
动 是 不 敏感 的 ， 如 例 2.27 所 示 。. 如 果 P GRP 是 相应 于 该 组 
中 4A( 或 4) 的 全 部 本 征 值 的 投影 的 直 和 ,那么 ， 当 14 Al 一 
0 时 , P- Pio ane 

上 述 研 究 不 适 于 重 本 征 值 。 BATRA Т 5221 BETO Wu 
CARRERA TATE. KHETH LE, LEME 
[В] B] ME A2 ЖАҢЫ SE, КЕЕ MAREE ST AK AER] Br, ШШ 
本 征 值 的 陡 度 ! 将 起 着 一 个 重要 的 作用 (参阅 Wilkinson, 
1966, 55 227 Kato, 1976, As d) 

11.6 在 X= CPS, X860, 

i 1 ` /1 l 


1 1l« | | 1 ds 
A= Sy — —A= `1 Í. 
1. 2—0) EN 
B N1 J `1 


A(e) 的 本 征 值 是 和 (2) =1 е1 "Ne? i /5,]A, (6) — 1| set, 
к 0,7, N- 1 。 注意 到 算术 平均 入 使 得 
24 


1X 1 


NEMO 1. 


T 


和 A 的 本 征 值 是 1 并且 代 数 重 数 与 其 陡 度 相等 ( 即 1 = NOR 
Jordan i. 

至 于 与 MoE)=1+eElN 相应 的 本 征 回 量 QoC&). 
gp o (8) TO: ei 是 和 A 相应 于 1 的 本 征 向量 ， 且 得 到 


lgo(e) -eil2 2OCet ^»), 

2.3 4 是 Hermite 阵 或 是 正规 阵 

* A 是 Hermite 阵 或 是 正规 阵 的 时 候 ， 由 于 以 下 两 个 理由 
上 面 的 研究 被 简化 了 : 

(10 o-^*Hloel:-lvl;-15 Ж 

(2) 5 -1/dOO. ` 

因此 对 于 具有 单 本 征 值 的 Hermite (正规 的 ) ЖЕЕ, ЖЭЙ 
态 的 原因 只 有 一 个 : 存在 相近 的 本 征 值 。1/d(A) 是 具有 单 本 征 
值 的 Hermite 〈 正 规 的 ) 和 矩阵 的 本 征 向 量 的 条 件数 ， 而 前 者 是 
良 态 的 且 条 件数 是 1 .， 


3. 一 些 数 值 方法 


我 们 不 打算 介绍 ， 对 于 计算 阶 数 NN 适度 的 ， 满 阵 和 A 之 本 征 
元 的 一 切 有 效 方法 ， 主要 介绍 : ME 相似 变换 ， 把 一 般 (或 
Hermite) 的 矩阵 化 为 上 三 角 RUA 形式 的 一 类 方法 。 其 
中 最 重要 的 是 求全 部 本 征 值 的 QR 算法 与 计算 某 些 本 征 值 的 同 
时 迭代 法 。 其 中 后 一 种 方法 是 老 的 昨 法 的 一 种 推广 。 老 的 宪法 
是 以 《向 量 ) Krylov 序列 x ,Ax，A?x,… 的 变化 性 态 为 基础 
的 . 给 出 r 个 独立 的 初始 向 量 x1:，…，x,;， 它 们 张 成 子 空间 U 
= {x1，…，Xx,}， 我 们 考虑 (FZE Krylov 序列 U, AU, 
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ee 由 bic 


AU, ++, 首先 研究 这 个 序列 的 收敛 性 .。 
设 A 的 N 个 重 本 征 值 按 模 减 小 的 次 序 排列 ，|k1i| 宇 14, > 
这 ln|。 对 应 的 Jordan 基 是 {9 YY. 
3.1 Krylov 序 列 A*U (k 20,1,2,--2 Ice 
我 们 假设 1 < r 过 NN 在 整个 这 一 节 中 我 们 将 假定 
[oa | Se] by fe Sh, | lb |e > us]. (1.9) 

前 + 个 本 征 信和 号 ?个 主 本 征 值 。 相 应 的 不 变 子 空间 M = 
(9;::-9,) 是 不 变 主子 空间 ; dimM r 且 根 据 假定 (1.9 ， 
M 是 歇 一 的 。M 是 相应 于 相 异 本 征 值 的 那些 不 变 子 空间 的 育 
设 P 是 相应 的 谱 投 影 。P 是 党 W:=(IT - P)CA 在 M 上 的 
一 个 投影 ， 且 CN= МФУ. ü 

在 假定 (1.9) F, Ef125818 АТРО 的 充分 必要 条 
件 ， 使 得 当 k> B|, AU 收敛 到 主 不 变 子 空间 M。 为 此 只 
的 ， 我 们 定义 子 空间 序列 X; 守 C$ 到 子 空间 YC CX MAE, 
并 且 引 入 下 面 的 记号 ， 

给 出 一 个 子 空间 Y C € N, dimY=r。Y 是 N x r  , 
MM M HEZEEN- r SUEY BJ X 3 56 0r ИЕ 
之 成 为 CN 的 基 。 定 C4 的 子 空间 X,, dimx,<r, X,JÉN 
X r 矩阵 ， nian Xie 

EX RIX SA CIT 2 IBIBSI T), dimX,=< r . 4 k- 
сей, X, Y, dimy=r, ERN X, = YC, + Z D,, X 
中 Ci 是 r x гж, РЕКЕ К, СЕЕ, Хр, Ж 
4 k ооу, EDC OM (N - rox r FF. 

两 个 子 空间 之 间 的 距离 不 需 定义 ;而 有 限 维 空间 中 矩阵 范 
数 的 下 述 基 本 性 质 则 需 用 到 ， 一 个 有 固定 的 有 限 阶 的 复 垂 阵 序 
ALA, } 收敛 于 零 矩 阵 ， 当 且 仅 当 每 个 元 素 列 ali) PAM 
= 


~~ Ф 
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1.44 证 明 ; 在 和 中 上 述 定义 与 基 的 选择 无 关 . 

1.45 EH: 对 于 足够 大 的 天， 有 dimXe =dimY= r. 

1.46 证 明 : WR X, >Y, X1 >Y’, PAX, + Xi, Y + 
Y”. 

1.47 证明 ， 给 定 序列 {X,}， 其 极限 子 空间 Y EEH. 

我 们 现在 转 入 定理 1.8 的 证 明 ， 这 个 定理 是 所 考虑 的 数值 
法 收敛 性 理论 的 核心 . 一 般 的 叙述 取 自 Parlett 和 了 Poole 
(1973) , 

定理 1.8 在 假定 (1.9) TF, коо, A*U— M, 4 
且 仅 当 { Px;}1 PRK. RARER, de Sx 3E XR DJ 


| Ertl bay юз 
H, ° 


证 明 设 (M,W) 对 应 于 Ex 的 一 个 基 , 其 中 M GXWO 对 
应 于 M CRW) 的 基 。 设 U 是 其 列 为 的 基 x1,…,x, 的 矩阵 . 
显然 U = MC +WD, 其 中 C 是 正则 的 ， 当 且 (У зч {Pxi}i 是 无 
RE. WA. (Ау) 是 r (或 N —- r) MER, CER R H 
于 M 上 的 算 子 A，Arx; 在 已 选择 的 M (或 W) 的 基 P, M 
M (EX Arg:W-^W) 。 由 假定 (1.9), HARA Ap 的 本 征 
值 可 能 是 零 ， 所 以 Ам 显然 是 正则 的 。 从 而 ， 对 于 k= 1 ,2， 
e, ПАЮ = + ， 且 对 于 X,: = A*U, 

X,7A*U = МАС +МАЁр , 
lA;DC^* Ay* | < [43| TA; рст: |. 

利用 lim; .441 = rg CAD) 这 个 事实 ， 我 们 推导 出 ， 对 
于 s>>0， 存 在 Ko， 使 得 对 于 K >Ko 有 


人 al a: SE REE NR A EE i OT re A 


+E. 


AA |ы, > bail, WARRE с, HB u, /u,| +e 
<1, MiMiE@ |AagDC-O-1A 31-0. Dj 

当 假定 (1.9) 不 满足 时 ， 不 存在 唯一 的 + 维 的 不 变 子 空 
la}, Æ Parlett 和 Poole(1973) 中 ， 对 于 这 种 情况 ， 作 了 全 面 
B) AE. 

设 {e;}3 是 Cx 的 典范 基 ， 巨 ,是 由 eli,…,e, 张 成 的 。 现 在 
证 明 对 于 一 类 特殊 矩阵 ， 不 可 约 上 Hessenberg Ж, tae F 
空间 满足 定理 1.8 的 条 件 . 

定义 ЖЕН = (h; 1) 是 上 Hessenberg 阵 ， 当 且 仅 当 对 于 
i>j+1, hi; 0。 它 是 不 可 约 的 ， 当 且 仅 当 对 于 i= 2,…， 
N,hi,i-, 0. 

H Givens zy, Householder 算法 (参阅 Wilkinson,1965)， 
任何 矩阵 西 相似 于 上 Hessenberg #6, JR gm h,,,-,=0, 
那么 ， 这 个 问题 就 被 简化 为 关于 不 可 约 Hessenberg 和 矩阵 的 一 
系列 子 问题 ， 


(JAS ПАС [1 го (Ар) ro(Az*) +e = k 


习题 

1.48 如 果 瑟 是 不 可 约 Hessenberg Hie, 证 明 # H > 
N-1. 。 推 出 带 有 重 本 征 值 的 不 可 约 Hessenberg 和 矩阵 是 亏损 
的 . 特别 是 ， 有 非 零 的 对 角 元 素 的 Hermite = ABRAM 
本 征 值 。 

引 理 1.9 在 假定 (1.9) F, {Pei}! 是 无 关 的 ,其 中 PP 
是 对 应 于 一 个 不 可 约 上 Hessenberg ЖЕН Bj Fj FEF, 

证 明 设 XEE,, 但 X44E,-1:， 那 么 ,HxEE,+11, 但 Hx¢ 
E.. 通过 重复 前 面 的 论证 ，x ,Hx,…,HN-'x 是 无 关 的 :任何 
e x 的 不 变 子 空间 必定 有 大 于 N - r 的 维 数 。 这 表明 了 巨 ,与 E 
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数 小 于 或 等 于 六 -7 的 任何 子 空间 ， 例 如 像 N — r 3k EZ K W 
=KerP, ЖАНА. 因此 G N= Е,ФКегр, PG€GN= PE, 
-ImPH dimPE, =。 这 证 明了 > 个 向 量 {Pei} 是 无 关 的 .局 

推论 1.10 在 假设 (1.9) 下 ， 当 天 一 co 时 ， 刀 4 ,一 M， 其 
Ни] gi rBessenberg4p E 

证 明 由 引 理 1.9 和 定理 1.8， 显 然 成 立 。 O 

M du, = |ш,,,| B, FF20H E, 5 W Pe (CB Parlett 
和 了 Pool，1973) . 
3.2 F € l8] iR AX 

FS BBGEIEYETGPEGAEAVAXGHHA'U, HUB at 
空间 。 我 们 把 r = 在 ,二 工 讨论 分 开 ， 

3.2.1 r=1, Ж 
| 假设 pi] > deu] ,相应 于 单 的 主 本 征 值 4 = 和 :的 右 ( 或 左 ) 
本 征 回 量 是 Qp i (HK yi) 9 #ilik|o, l = уф, = 1, HBA, Px 
= (фух)Ф,. RH RE 


X AQ,-1 
Goi = .——. 9, = —— — К=1,2,+е 
x ||” " Ad- ° ? 


其 中 由 是 ECX 上 的 任意 一 种 范 数 。 
ШЖ Pxs0, Вр, уха 0, BAH 1.8 知 序列 {a，} 


趋向 于 {91}， 数 量 p。: = gh Aq,/44d. BF u,. Ur Sx ЖЖ 
的 ， 其 收敛 速率 是 ju,/u,| 。 为 了 改善 这 个 速率 ， 可 以 考虑 5| 
入 原点 的 移动 (参阅 Wilkinson，1965， 第 9 章 ) 。 一 个 类 似 
的 想法 已 被 用 来 计算 相应 于 近似 本 征 值 和 的 本 征 向 量 。 
假设 入 接近 4&;， 而 不 接近 任何 一 个 其 它 的 本 征 值 4;， 

1=2,-,N3 ВАСА - мМ) 有 本 征 值 (&; 307! H1/18. 一 入 | 
比 1/ lp; 一 逢 (i 守 2) 大 得 多 ， 这 是 计算 相应 于 一 个 单 本 征 值 的 
本 征 回 量 的 逆 和 挝 代 法 的 基础 ， 对 这 个 单 本 征 值 我 们 已 知 它 的 逼 
А, H: 
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x Z; 
Dt x Te Teel’ 
AE Z, HE 
(A~AD)z, #=q,-,, К=1,2, + (1.10) 
的 解 。 这 是 关于 (4 一 A1) -1 RRE. 
Bd pi’ MEHA 越 接 近 41， 系 统 (1.10) 就 越 是 病态 : 
的 . 然而， 如 果 pi: 是 良 态 的 ， 那 么 解 (1.10) 时 ， 大 部 分 误差 
将 在 9p :的 方 回 上 上。 故而 我 们 仅仅 对 方 回 (p. 感 兴 趣 。 有 兴趣 
的 读者 在 Parlett (1980a, P.65) 中 可 以 找到 关于 这 种 想法 
(4 是 Hermite 阵 ) 的 一 个 优美 的 几何 拓展 。 重 本 征 值 及 病态 
本 征 秽 量 的 处 理 是 更 细致 的 问题 ( 参阅 Wilkinson, 1965, 
第 9 章 ) . 
逆 迁 代 法 的 一 个 重要 的 变形 是 Rayleigh WER: 


Яо = xT Dot = А, 
H 
q, = Z ， p : = 26424 k 1,2, , 
(zall 282, 


Hertz, di (А-р,-11)2, = 4;-1 的 解 ， 
如 果 是 4 的 半 单 本 征 值 上 的 一 个 逼近 且 E px 一 上， 那么 收敛 - 
速率 是 二 次 的 : 
ц к 一 cc 时 ， H -pı =O[(u — p,)2]. 
DRA ATER, Wika X. 
ш-р, +1 = O[ (ü — рь)? ]. 
(参阅 Ostrowski, 1957—1959; Parlett, 1974) , 
3.2.2 r>1, RARE 
BU Hi r pp HELE AE ja) ER (x12 KM, Qo 是 Nxr MS Ово: 
= (xi1,…),X). 这 一 算法 按 下 面 的 途径 引入 矩阵 @. 的 序列 ，@x 
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ВАХ, = A*UD 的 标准 正 交 基 ; 
Xk. 
(1) WAN xr REY, =AQs-1, Ж 
(2) Æ Y, 的 列 向 量 标准 正 交 化 ， 引 入 
Qr: = Y,R,, 
其 中 R, dik rx r b= FAR. 
这 里 所 引入 的 第 i Ан, Ail > leis], WAI 
列 向 量 的 收敛 速率 (Р.Г) 证 明 的 附注 ) е /u | 阶 的 ， 就 
这 个 和 敛 速 来 说 ， 并 未 对 宪法 做 出 改进 。 
通过 考虑 原先 的 初始 本 征 值 问题 Ap = 和 Aqg 在 子 空间 X; 上 的 
正 交 投影 ， 就 能 得 到 改善 。 由 此 引出 问题 : 
Ж 入 EC OFMMER,, 
使 得 Ag (k) — A (k) qp (k) 与 X, EX, 
设 ф (8) = 00,200; EM By 
QICAQ, -А (О, )2 (h) = 0 
的 解 ; Вр, 
B,ë (8) =A CECA), 
其 中 В,: =QUAQ, Æ rx r RE. 于是， 当下 一 BF, B,— B 
: = QAQ, М ЖОК, Ж ЛШ Ам. Ж 1 SAGER ES”, 
(Coi? SUPR, (91) ; 在 第 5 节 ， 我 们 将 看 到 ,如 果 Н Ж 
PAB. REKER 是 ee  /u | BW, 1=1, 2 ,…，r GE £8 
1.32) 。 
3.3 ORE | 
基本 QR 算法 ， 按 照 下 面 的 方法 | 
Ai: =A, Ak: =QIR,, Acer? = RQ, K-1,2,:5,5|]iH 
EAER А, 的 序列 ， 其 中 Q, ERER, R, 是 上 三 角 阵 . 
Акы = ОТА.О, =Q7A:Q,. 我 们 定义 Q,: =Q,Q,-Q,,.R, 
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cm cem ena cm ces opos ll di Dict = AR: i e A B SO HERUM л ИРЕНЕН} REM KE eam Co ARR PREND at OP чины с: muni. aQ w 


: = Re Ri Ri; 那么 ， А* = Q.R.. 在 假设 中 没有 A 是 正则 
的 限制 . | 

引 理 1.11 对 于 7 =1,2,--,N ,Q , 的 前 +r 列 张 成 子 空间 
X, =AFE,. | 

证 明 证 明 由 A*= QR; 得 出 ， 其 中 R; 是 上 三 角 正 则 和 矩 
FE. O 

这 样 ，QR 法 就 是 具有 初始 子 空间 套 El1CE,C'…CEy= 
Cxw 的 六 个 子 空间 迭代 法 的 总 体 。 

如 果 对 于 7 =1,2,--,N-1, Re (1.9) E, WA, H 
推论 1.10 就 会 立即 得 出 关于 Hessenberg 矩阵 的 GR 算法 的 收 
伍 人 性。 从 而 我 们 可 假设 本 征 值 是 单 的 : Hi HAG, і Hl, №. 

定理 1.12 设 互 是 不 可 约 正 则 上 Hessenberg 矩阵。 如 Ж 
单 本 征 值 是 这 样 的 , [Aa] > [Ag] 0 lAs [>0,ҖЖ А, 应 用 于 
五 的 QR 算法 收敛 于 上 三 角 和 拖 阵 ， 其 本 征 值 { 和 ii 依次 在 对 角 
Zt. 

证 明 对 于 7 =1,2,…,N， 应 用 推论 1.10 ; 由 此 得 出 政 
AE. XFT r =N, BAE =M= CN 日 对 于 任何 一 个 天 ， 
AH" EN = Mx. WT r =1,2,-°,N,H, тох кр] ES SRAM 
于 五 在 7 维 不 变 子 空间 上 的 限制 表示 ， 由 这 个 事实 得 出 三 角 极 
限 形 式 。 Ll 

对 于 重 本 征 值 或 等 模 本 征 值 情况 下 的 Hessenberg ж pE W 
ЖОКЕ, ТЕ Parlett(1968) 中 作 了 全 面 的 研究 . 这 时 ， 极 限 E 
阵 可 能 是 块 三 角 的 。 

注 记 定理 1.12 表明 了 用 矩阵 的 Hessenberg 形式 所 起 的 
理论 上 的 作用 。 由 于 在 算法 中 这 种 形式 保持 不 变 ， 故 而 在 实际 
中 ， 这 种 形式 也 是 极其 重要 的 。 对 这 样 的 矩阵 进行 运算 时 ， 需 
要 的 计算 量 比 满 阵 少 得 多 . 

基本 QR 法 的 收敛 速率 如 第 法 一 样 ， 还 是 пах, 1 in 
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is 人 Ai 阶 的 。 然 而 ,利用 原点 的 适当 移动 (осал), APA 
项 a 到 Aw 的 收敛 至 少 能 成 为 二 次 的 。 移 动 的 算法 确定 为 
А, -Ol -Q,R,, Ar = К,О, +01, 
对 非 正 规 Hessenberg Hi, KTERE QR 法 的 整体 
We PEI Be ТЕЛЕҢ. 


习题 
1.49 对 于 基本 QR Bik, A HK RQ, = АО, Ri! = 


AR, ЕН (ей QD = (e Q2 ,A71) = (CegA^ *). 并 用 关于 
CAP) 1 的 算法 ,从 问 量 ex 开始 计算 Q, MBNA. | 
1.50 Же so, =ahh WJ ORY. ЖА, –-0,1 = 


Q,R,, ЕВ Qsen CAT O41) les Н. Kalk 到 Aw 的 


一 次 收敛 可 能 性 作出 断言 。 (提示 : ce =a) = енде, 把 
这 种 计算 解释 为 由 ew 开始 的 一 种 Rayleigh BIRR, enti Aki 
ЖАИ SERI IR. ) 
3.4 AZAHermite[ 
假设 4 是 Hermite Ee. 对 于 子 空间 迭代 法 ， 本 征 介 的 收敛 
BRIERE SOR RAED 〈 参 阅 第 5 节 ) 。 至 于 QR 算 
法 ， 它 收敛 于 一 个 对 角 符 阵 。 对 某 些 移动 的 技巧 ， Wilkinson 
(1968) 和 Parlett (1980a) 已 经 证 明了 关于 三 对 角 拢 阵 的 移动 
CR 法 的 整体 收敛 性 。 这 时 ， 收 敛 是 三 次 的 或 比 三 次 更 HE. dm 
R AREER, 可 以 利用 基于 Cholesky 分 解 的 QR 法 的 一 种 
变形 : 
A,=RER,, RsRi=Air, k=0,1,2, 

除了 上 述 算 法 外 ， 还 有 Jacobi(1846) 法 ， 它 利用 平面 旋 
转 依次 将 非 对 角 元 素 化 为 零 。 借 助 适当 的 技巧 ， 最 后 ， 和 矩阵 二 
CUE Mt ДИБ. STE BRA SMU A EAR BAA 
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在 的 影响 ， 
3.5 i RAE A 89 ik AX Da dn | 

Ti Je pl TL ph ВЕ У TRE ULP WJ S FO IG 

3.5.1 Xr Bg n2 

我 们 想 求 4x = b 的 精确 解 ， 但 代 之 以 解 一 个 邻近 方程 
A'/x' = b， 其 中 A = А 五。 由 和 矩阵 4A’ 确定 的 方程 组 的 解 是 
向 量 x;， 而 把 x 作为 向 量 序 列 xs 的 极限 。 

命题 1.13 Н аА], BA, x dim, 
其 中 

хо: = x'=A”- lb, xy: x! cA'  1Hx 1, k> 1. 

证 明 因为 144-18B8< 1, MA 

(A= Н): = (1- А' ҰН) !A'^1 


= (> (aps yar. 


khao 


于 是 X= €, CA 1H ID*x'. хо s yo =x’, yi = AMY, 


iml, Hj ko, x= > jayi x. TER RESET k l, 
有 Xn = хь. Ty В A^ ys = Нуку =b- Ахь-1. [ | 
SABES РКЕ, MAR F 《参见 
习题 1.52) ， 可 以 应 用 这 种 技巧 。 或 者 ， 可 以 把 它 用 于 提高 数 
值 解 的 精度 ， 可 以 认为 4Ax = b 的 数值 解 x 是 A x = b 的 精确 
解 ， 这 种 过 程 以 下 述 方程 序列 
A’ (x, - х) = Hx, 1, kel | 
RENER. "R, MIE A 不 应当 是 过 于 病态 的 ， 及 剩余 
Hx, 应 以 双 精 度 来 计算 (参阅 Wilkinson 和 Reinsch, 1971% 
Kulisch #1 Мігапкег, 1981; 并 且 参 阅 Bjsrck，1967b， 关 于 
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Hh 3851968) . 
习题 
1.51 WEBB. x ЕРА ALA | AL a Se B 
ix х1 СІН] 1, k > 0. 
1.52 用 三 次 逐次 迭代 ， 计 算 方 程 组 
f x +0.1ly+0.01z+0.001t=1, 
0.1x--y--0.01z--0.0012— 1, 
0.1х+0.01у+ z +0.001#= 1, 
0.1x--0.01y -0.001z - t = 1, 
的 捞 似 解 。 证 明 最 太 范 数 意 义 下 的 误差 小 于 2 x 1074” 
3.5.2 ”近似 本 征 元 的 迭代 加 细 
为 了 求解 4p = 和 9 ， 我 们 考虑 邻近 问题 4 =X p, А = 
A'— Н, IRA AW, PRA’ 的 与 相应 的 左 本 征 癌 量 ， 
p 由 fo’ = |ф/ 1, = 1 规范 化 。P EERE YPES Ey 
(А-А) 11-Р") = А7101 P^), 
命题 1.14 ”对 于 足够 小 的 | 五 1 ， 存 在 4 的 单 本 征 值 和 六， 入 
具有 由 加 #9 = 工 规范 化 的 本 征 向 量 p， 便 得 (1.11) 中 的 序 . 
Sik, (或 ps) KAFA (或 9) 
ho =A, Ar = WPAqs.1, k 21, 
(1.11) 
Фо= То= Фф’, Q4 79^ 
А i - 
+S! | Hos: +> > Ур; | ‚ к>1, 
i=1 у=] I 
AB. WT k > 18ç MW£ IA = 和 id 及 9 =Q,-i F Me. 
证 明 ТЕ BL. TERA, Н =e L, 得 到 公式 (1.11) . 


35 


”关于 e =]HI; 的 充分 条 件 将 在 第 8 节 中 ， 就 Banach 空间 的 团 
算 子 摄 动 的 更 一 般 内 容 来 给 出 。 Di 
公式 (1.11》 需 要 解 下 列 方程 序列 
(A =A I)e 20 - P^)bi, 8, =p, — Q’, 
k= 1, 
P'e,= 0. (1.12) 


习题 


1.53 证 明 方 程 组 
(A’ -A'I^ )x 2 (1 — P^)b, 


pix = 0 
的 唯一 解 是 x =S'b=S'(I-P')b. 证 上 明 这 个 方程 组 的 条 件 
是 依赖 于 1 S AYP UA. 

1.54 提出 一 种 解 (1.13) 的 数值 算法 ， 并 给 出 评论 ， 

1.55 ”如果 A 是 Hermite 阵 ， 验 证 《1.13)〉 的 解 是 

| (A^! —MlI)x=b 
的 最 小 欧 几 里 得 范 数 的 最 小 二 乘 解 。 

如 果 谱 投影 P = p “43 是 病态 的 ， 那 么 方程 组 序列 (1.12) 
也 症 病 态 的 《〈 习 题 1.53) 。 这 样 , 考虑 由 与 不 同 且 使 得 六 9 
== 0 的 向 量 > 所 确定 的 另 一 个 投影 @ 可 是 合理 的 .假定 ?9 “= 

; FE, WRO = 2 ?92, ЖАО | = jyl;. 一 种 可 能 的 选择 
" =p; 这 时 O-9'p'/P dE (9^) НЕВА, BIO]. 
= 1, 

MMA ELUA- - A/D unt. AG EE B; 
今后 把 表示 (1 - 8) A 17 (1 - 8》 的 矩阵 记 为 了 了“， 


现在 设 9 是 A 的 由 QP = g /规范 化 的 本 征 向 量 ， 对 于 足够 
BIHI KARETE. BEMP: 为 
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(1.13) 


ho 5A’, А =уНАФк( + УНА’,  К221, 
(1.14) 


7 


“om р ^^“ = 
po= =p, ф„=ф'+ E^ EDS 
k i ^ 
+ > Уут. |, k= 1, 
i=] j=1 
HRA, SAri Ve Ж Q =p i-i +1, KEL, FEAM ZE 
AN 
EJA, De ROPER. 


习题 
1.56 用 定理 1.7 证 明 中 所 使 用 的 方法 建立 公式 《1.14) 。 
1.57 比较 公式 (1.11) 与 (1.14) 的 复杂 人 性。 
1.58 SiR 4 x 4 ЖЕ 
‘1 0.2 0.1 0.2 
[0.1 2 0.1 0.1 
10.1 0.2 8 0.5 
0.1 0.2 0.1 4 
BAA EDIT ЖАЛАК ЖЛЕ A 的 本 征 值 问题 。 
1.59 BPR = fi ДЛЕ{Ҥ ARI Re BU RV. 


Bm D= А 
2 0 2 


М.О УЖ ЇИЕЖА = 1, op =P =e, BRE A 的 本 征 值 和 = 


> (1-1/5). 


H. 
1.60 考虑 


ел 


1 
А=|1 
2 


Ye 


ЖОКЕ ERED, AL. 


⁄ Ü 5 ` 
А — D “~ 一 1 
{о — 0 ; 
25 | 


Ж ДМ ЛЫК. FATT. ATTIC RRR. 286 
第 8 节 中 将 对 这 一 事实 进行 解释 。 

为 了 清晰 起 见 ， 我 们 已 经 假定 了 和 是 单 的 。 关 于 近似 不 变 
9 ERE RI, WEE Ses. 

BRAT SP ZR BS XE OUAIS TIE Л ВУ С ti E SP BT 
НТ Ау, ER ROME AL, НОА РЯ 
67. ОАЭ ТЕ RPA. JWA 等 价 (Ste- 
wart, 1973a) 。 利 用 在 Kulisch 和 Miranker (1981) Н 
义 的 最 大 精度 数量 积 ， 能 够 把 加 细 技 巧 应 用 平 任 奶 的 病态 
hit (£ ËJ Kaucher 1 Rump, 1982; Rump 和 Bo6hm ， 
1982) 。 

在 第 三 章 第 7 和 第 8 节 中 ， 将 把 这 - -方法 推广 到 Banach 
空间 中 闭 线 性 算 子 T 与 T' 的 摄 动 HH=T TE. 关于 T ЖТ 
的 数值 逼近 这 一 情形 在 第 五 和 第 七 章 忠 分 绍 。 

3.6 文献 注释 

LR 法 (Rutishauser, 1958) , ОКУ; (Francis, 1961— 
1962) , ERENER (Bauer, 1957) , Rayleigh ў} 
代 COstrowski, 1957—1959) 及 子 空间 迭代 法 实质 上 是 相同 
8j. Bauer (1958) 指出 了 其 中 一 些 可 以 被 看 作 了 Bernoulli ji 
在 ， 它 们 产生 相同 的 不 变 子 空间 ， 区 列 在 于 构成 不 变 子 空间 的 
基 不 后 。 这 些 方法 的 完整 的 几何 研究 是 在 Patrlett 和 Poole 

(1973) 的 基本 论文 中 关于 正规 Hessenberg 怎 阵 , 也 可 参阅 
Buurema (1970) 。 对 于 三 对 角 Hermite Hey OR 法 的 各 种 
移动 策略 之 间 的 比较 连同 精辟 的 证 朋 在 Parlett (1980a》 中 给 
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«B. : 关于 Jacobi 法 ， е н Bly Forsythe#] Henrici (1960), 
Wilkinson (1962) , Van Kempen(1966) 及 Ciarlet(1982)., 
ERREF, rxr Ke B, 为 对 称 请 形 时 本 征 值 的 计 
算 ， 见 Rutishauser (1970)。 在 Clint 和 Jennings (1971) 、 及 
Stewart (1976a) p, ТЕГ ЗЕКЕ. XJ 
УЉА Ах = Bx (ч B jk ENER, BEB L S gi 
qB''!Ax-Ax) , 0215 (Moler#lStewart, 1973) 是 QR 算法 
的 一 种 扩充 ， 它 避免 了 使 用 B r. | 
实施 这 些 方法 ， 可 用 ALGOL (Wilkinson 和 Reinsch, 
1971) 及 FORTRAN (Smith et al., 1976) 中 的 标准 程序 ， 
也 可 参考 Harwell 或 NAG 程 序 库 以 及 IMSL 软 件 包 ， 


4 ія 
4.1 AARAA | 

A 有 本 征 信 入， 其 代数 (或 几何 ) Bm Gia). BË 
EWI, 1<1<т. WA'-CA-CH,., Ша е = |Н |А, 
那么 ， 在 和 的 一 个 邻 城内 ， A ' 有 m 个 本 征 值 {4;};es CI BJ 3 
Zm) ， 以 它们 的 代数 重 数 计 数 ， 使 得 


max |u! -àj =0(e1/!), 
гє] 


min [g — А = O(e8/"), 
i €f 


|= (Ew) ) -a| = O(e), 


ic! 
BA’ FARE AL eax”, |x |= 1 ， 使 得 
dist(x/, Ker(A—AI)) = O(e!'!!). 
i 是 相应 于 入 的 最 大 Jordan 抉 的 阶 数 . Ag 个 这 样 的 块 .。 
Ф т. xti, Mplordanie A MMR, ABA 1/1< 
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= 5. E o] ri nil a ERA RIA PURI MGR ALORS RE hs bein Hir viui 
| РН тр Rn UN - a e Dom hore ame тиннин} m AURA EROS sy TENOR re E 


g/m. 在 例 1.2 з, m = T, а= i= Š 9 Hic. 


设 M 是 相应 于 入 的 不 变 子 空间 ，M “是 相应 于 A“ BHAL 
介 本 征 值 的 不 变 子 空间 的 直 和 。 于 是 
max[sup dist(x, M”), 
Hx пж i 
sup dist(x , M) ] 9. 

在 Wilkinson (1965, 5-7) K Kato (1976, FE) 
宁可 以 找到 它们 的 证 明 。 在 Banach 空间 内 的 闭 线 性 算 子 的 一 
般 种 架 中 ， 类 似 的 误差 界 ， 在 第 六 章 中 已 得 到 证 明 . 

ASHE ERS ERATES., Raa 2 Hr 
4.2 后 验 误差 分 析 

在 整个 这 一 节 中 ， 把 C* 中 的 范 数 | | 看 作 是 单调 的 ， 即 ， 
对 于 任意 对 角 和 矩阵 DP = diag (А, з, An) ， 对 应 的 算 子 范 数 
WE ||D |= maxi-i,...,w |А. EXJU HL AS AE 1 E 5 K H 
Ti || АШЧЫ). 

上 面 的 定义 等 价 于 下 面 的 特性 (Householder, 1964) , 
CN 上 的 范 数 |*] 是 单调 的 ， 当 且 仅 当 对 于 i= 1, N, 154 
< m AA lrs [y], Ж x = (S), у= (T). 

4.2.1 ЖЖ 

在 后 验 误 差分 析 中 ， 利用 关于 给 定 的 近似 本 征 元 的 知识 来 
导出 误差 界 . 这 些 误差 界 应 当 是 容易 由 已 知 的 李 征 元 来 计算 的 . 

НИАЕТ Ах, |х| = 1 。 为 了 考虑 作为 A 的 近似 本 
征 元 的 这 些 数 据 的 精度 、 很 自然 地 ， 要 考虑 剩余 回 量 ” = Ax 
~ 和 zx。 下 面 的 结果 成 立 ， 

命题 1.15 设 4 是 可 对 角 化 的 : A=VDV', KO R D = 
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diag(ui u) 。 给 定 入 和 x，, 使得 r+ =Ах-АХхҢ|х|= 1, 


”部 么 存在 A 的 本 征 值 x; ， 使 得 


I =: «УУ rj. (1.15) 
证 明 如果 r+ = 0 ， 则 无 须 讨 论 。 于 是 假设 D 一 和 IT 是 正则 
的 .这 时 rr =Ax-ax=V(D-ADV 1x, H. 
1 = |х| = JVD- 1V trJ уу ?i 
Ir o o 
min; li; —À| * 
IVV = КУА У BIER oK h HEX. ШЖ A 是 正规 
的 ， 那 么 Kop(V)= 1, Н [А-1 < |1. L| 
511.7 iZ 


«2C 


10! 
fi Ax-Ax|.-10 39. 但 是 1 不 是 A 的 本 征 值 ，A 仪 有 一 
个 双重 本 征 值 2 。 验 算 

сө, 


T 


Me > 0 是 一 个 病态 的 本 征 值 问题 。 

我 们 看 到 ， 在 命题 1.15 中 ， 没 有 假设 lzrj 是 小 的 。 相 反 地 ， 
我 们 现在 去 掉 4 是 可 对 角 化 的 假设 ， 考 虑 x 和 ?使 得 jx:= 
унх= 1 ， 其 中 x 是 4 的 一 个 近似 本 征 向 量 , 而 》 可 以 是 也 可 
以 不 是 4a 的 本 征 向 量 。 注 意 lyj >1。 _ 

C: = 二 yiAx 是 A 的 以 x 和 3 为 基础 的 广义 Rayleigh 高 。 相 应 
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d+ dien 1. 


rim sp pt d PUPS ">: AIP re 5 


于 5 与 x GREC Y) HAURIRE и: = Ax— Cx GR u: = Ану 
- Су). у =у/ у S30 3846 T B HB ç : = оу] Act B8 
Ж. 
ВО =хун& {у} 7Е{х} LMR. 2 £ 不 是 
CU-QAli ‚ИЕ, Du) 
А::=Т0- е) (А - б) ) ур 
是 正则 的 。 我 们 定义 
|. E: S (1I- Q)QCA- G1) ?(1— QD 
-(1-Q) Az'(I-Q), 
Hà 0:= |51. 
ЕЗТНЕ О е : = juj ;和 e*: = о J, ë 
出 上 的 精度 的 界 。 这 里 的 上 E 是 4 的 近似 本 征 值 ， 为 此 ， 考 虑 人 
的 分 解 ， 
А= ОАО + (1- О)А(І- О) + (1- О) АО 
+QA(I-Q) 
=6Q + U-Q)AC - 9) + (А- 70 +Q(A – zb 


ч" fa 


A H 
jt A RREME A RHES H J fn. 


习题 


1.61 验证 [(1 - QKXA-£D1i {у= CA -£D ui. 
1.62 证 明 如 果 E 是 入 的 单 本 征 值 ， WA, CRANS 
AMBRE 8 的 本 征 值 。 然 后 ,证 明 CA -EI)H=z(A-El) 
21-Q, ERA - ELTISET QUI 30S. 
1.63 ЕНДШ RE H ER ET 
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E HE = (Dus (USE)Y， 对 于 三 ECY。 
ЖБ (1.16) Ж V WE RRR E, -oV ME а-о 
vo= Ё, v, = УНН, i. k = 1 


No = X, T = — Z H x, 


p k 
п, = > | - ят... + Dim: | kz:2. (1.16) 


і = 1 


引 理 1.16 ”如 果 上 述 级 数 是 收敛 的 且 满 足 
k=O i= 0 


> v, = А, 2,7,7 9. S (Erim: ) sap, 
k=0 k=0 


那么 ， 入 和 mp 当 yap = 了 工时 有 Ap = XO. 
uS] WFeS 2, f 


~ k 
(А - ё) +ух= – (I-Q)HTu. i + Ў Vifli-i. 
i=1 
Ary 
m Pf k 
At, + (1—Q)HT,- 1 - V,X— > Vifh-is 
i= 0 
HA _ 
Vax = ОНт,_1. 
于 是 
^ч" й k 
A7, + Hl, 17 2 Vifli-i. 
i=0 


$F k > IAM, 83) 
А (Ф - хә +Нф = Аф – x, 
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сапе зъл лн аро аьлин ар р: а АА АРЧАР РЫ ДИНЕ Re e e Else 


也 就 是 说 ， 由 于 ?ap = 1, #Ag=A0. 90. O 
4 r :=max(g|uË# Zul, |l xul;[EPvl;. W To =< < 
90) 


i. Re 是 一 个 函数 


o i7 l-A4r 
2r 
1=<g(r)<2, Уг» 0 
时 ， g(r)— 1, 如 图 1.4 所 
m. 


对 于 0 过 r < 地 ,9 (7) 
有 级 数 展开 式 


s = Холт, 其 中 v。 C}, = 5». Vai 


Ar gi(r):7 E gai Mer’. 
定理 1.17 (Redont) MRE 是 和 的 单 本 征 值 ， 且 如 果 
r <}, 那么 就 存在 4 的 单 本 征 值 入 及 相应 的 由 ?9 = 1 规范 


化 的 本 征 向 量 p ， 使 得 
| |А -Elgin |+ Zul, 
Ie -xll,<g(r) | Eulz. 

AE A RIZED z Є © 3 |z-6| 和 1/2o 内 的 仅 有 的 一 个 本 征 
f&. 

证 明 我们 通过 对 k > 1 3E HB |у 1217,12 MAA UES] 
理 1.16 的 形式 级 数 收敛 。 首 先 ， 用 归纳 法 可 以 证 明 ， 对 于 kk > 
1, 
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a RO a ae ar eme omoes IE oo m ciem 


(1) Tp = 0, K 

(2) Tl + i= EM, и, 
其 中 MM。 是 使 得 |M |, <lo” Zulvir*o! f ry — TRS .检验 
归纳 (m = — Z Hno) ， 留 给 读者 去 做 。 容 易 推导 出 ， 对 于 
>22, Т | 5ш, 5н, < Fk =1，7 = 0 及 |у, | 
= уо |0 Euh, ИВ 


Y248-17 0, [у | =]y'H E M,., Fu| 
<lu# Eulv,.,r^^!, 


类 似 地 ， 有 
|a. | Savar, EH a: =Z loul, 

| k >i. 

于 是 ， 对 于 上 <j, BETA у, | E sso Iu 1 是 收敛 的 。 

Bb. HIA ELS. феа, MA АФ = 


E,-.9(Ei-gVifh-i;?, E.5|281.16385 8. 
关于 之 1 相 加 ， 由 上 面 确定 的 界 容易 得 到 


u 
і 


| 2i | x 2i41 
a Vp = | 入 一 > v, |<gi(r)ə|əFE Ful, i > 0 
R = 0 | | h = 0 
| i 
| 2i-1 | | 2i | 
| l. | 
Фф 一 Mmi 219 — У mil <g (r)a, i>i, 
| k=0 | Í &-0 | 
2 . 12 


所 以 , 对 于 i = 0, |A-El<g(r)lu¥ Zul, 及 对 于 i=1， 
lo = х т: |10. (аз; MÄ 
io — x|, 117.112 fg: (r)ya< (1+g(r)- Dl Z ull; 
= (ғ) Eulz, 
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DC CIE ten анас: 7T OS CEPI Е: ЧР en 


асараг -Rrgl ott t -HM a PY . RR EMNEPE Da Rca REO GWS S C Il en sa 


现在 证 明 和 是 在 圆 盘 


D := {гє @,|:—б| «aryl 


中 olA) 的 唯一 的 点 .首先 ，^ 属 于 D， 这 因为 当 r < 天时， 


g(r) |09 Zu| c2]vP Dul x2r/o «1/20 х. 
Xx z ED， 求解 方程 4E - 22= b。 我 们 分 解 
£ = (yBEOx-(I-Q0»5£, 


Rat =CU-Q)(A-21) Jy aay 
wee d- QA UI- 0) HEG, ЖН E x (ë = 
三 。 我 们 形式 地 得 到 | 
x y8EL(E —z) - uB E (2u] = yFQb - vH E (2) (1 — 
-Q)b, (1- Q) = E (z2)[ (I — QDb — Уни], 
Bro = DH, БТЗ FE 88]z-¿1<1/1] 5 i, 的 z， 
5 (z) 也 存在 ,尤其 是 对 于 z = 和 A; D(z) = 2 Z- [(z-— Ë) > I 
F. ЯА iF BH, 对 于 z CD- (M), |2—-ё+юфуН Б Gu] > 0 © 
情形 。 因 为 入 是 A 的 一 个 本 征 值 ， 所 以 CA- AD! 不 存在 ， 
从 而 和 -Et+v8BZ(N)U= 0 FE 
2-б+оЪНУ (2) и= 2 № +0Н[Е (2) – £ (А) u 
= (2 M)[1+ uH E (z) X (А)и], 
而 由 
| Zull; | Z vll; 
1- là- 6l zl; 1-1z- eli E | 


<4] Dull, ZPvil;, 
推 知 
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эл. T———— SQ 


- 一 - 一- H 
(ESCE)8 E Mu= ( BEG = Z ЕНД pno) ) 


h = 0 


У (А-6) LI Еи 
h = 0 


是 按 模 有 界 的 .这 就 证 明了 对 于 除 z = 入 外 的 刀 中 的 所 有 的 2z , 
(A -z1)-: 是 存在 的 。 沿 着 围绕 和 的 一 条 Jordan 曲线 来 积分 
CA —21) 1 (参见 第 二 章 ， 第 7 节 ) ， 我 们 得 到 相应 于 入 的 

谱 投 影 忆 对 于 EEESw， 


BE 一 五 (入 )E ,  _ 
Рё = утуу 0% У (А)и). 
显然 正二 秩 为 工 的 投影 ， 而 且 入 是 4 的 单 本 征 值 。 Lj 
例 1.8 考虑 如 同 定理 1.17 证 明 中 所 定义 的 p91 =x+TTli , 
pÈ p Wke x Beye CMR 5и. AD, mi lvl, 是 小 


[р el; «gi Coa S357 oly Eu] | Zul|, < 


= ( 333.) r| Zul;, 
其 中 gi (Cr)/Vr 当 了 一 0 时 趋向 于 1 。 注 意 到 ，pl (A-I)! 
ха. ЖИЕ, = - F Hx, H 
(I- QA-EI) EHx= (1- 0)(A- EDx 
可 证 (1 -Q)(A- E109, =0, Br) CA- 6D 9,  QCA- CD, 
是 与 x = CQx 共 线 的 。 以 上 作为 入 的 逼近 ，x 作为 g 的 有 逼近， WH 
向量 Ф.Я РАУ НРА ВО ИК ВЈ Р. 


A^ 


Ed 


= Ze An = Уу; “YEAP, 1， 
i= i-0 
我 们 可 以 把 递 推 公 式 (1.16〉 考 虑 为 由 5 与 x 来 计算 和 与 9 的 
数值 方法 。 这 种 方法 与 Rayleigh 商 迭 代 之 间 的 差别 是 ， 在 这 
里 我 们 有 一 个 包含 某 个 固定 矩阵 4- 61 的 方程 序列 。 试 将 Ray- 
leigh $$ IN JA — p 1 相 比 较 ( 见 第 3.2 节 )。 另 一 方面 ， 这 里 
在 广义 Rayleigh 商 和 A 中 仅 有 右 向 量 p -1 被 校正 . 
习题 | 
1.64 把 (1.16) Жу ЖП 7ТЕ, WA H BE AJ 
五 的 特殊 结构 而 得 出 的 这 种 方法 的 特征 . 

1.65 比较 (1.16) a Rayleigh RU AHI UR 

下 面 的 推论 是 直接 可 得 的 ， 


推论 1.18 WRC MAW PME, Hr’: = ce* |у, 
а cl, ЖА, 


in—E|<gcr’) |v? Zu| <20|у|.88*, 
lo = xla gc] Eull <2oe. 
证 明 rr 万 r 及 g 是 单调 增加 的 。 D) 
推论 1.18 仅 要 求 e 或 e* 是 小 的 ， 如果 e e*t ism). 3B 
AJ X Rayleigh fj б Ж АЮНА а ес". ХВЕ 
WE, x=qp Kyzx j; TÆ, Q =xyFx P =p} K X 5, 
因此 1?j ^2 iyl Н. ож s. У КВН SBR! VI 
S. |v :与 c 提供 了 这 些 条 件数 的 一 种 后 验 估计 。 然 而 在 实际 
PREF o 的 上 界 问 题 却 是 一 件 琐碎 的 工作 。 
因为 
|-ё+офб# Zu| <9, (7) |v? Eu] =O(r2), 
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所 以 在 误差 入 ~ Ci, -v Би 是 主要 的 项 。 它 可 以 比 e 与 8* 
小 得 多 ， 其 至 己 s* 不 小 ， 它 却 可 以 很 人 小。 以 后 ,这 将 用 于 拟 
ZAER. 

就 数据 x ，y 和 6 =yHAx 说 来 ， 定理 1.17 的 界 是 最 优 的 . 
lin, ER? 中 考虑 


0 —a | 
А = ‚ЖФ х= y =e; É = 0, 
( pw 
0 是 {ei:} 上 的 正 交 投影 ， 


ee eM 


-qa 
因此 =e*= |а|. 
,0 0 
E= o IE, =0=]b]. 
(°°) 
vi Zuw- — ab, H #zZul,=1ab]. 


A 的 本 征 值 是 入 = (1/200 (1 E /1- 4a*b?), d 6 是 本 征 向 ht 
与 6 或 与 e6: 之 间 的 锐角 。tang = [A]/a, 如 果 r: = (ab)? <, 
那么 定理 1.17 中 的 界 是 精确 的 ，| 和 | = g((ab)?)]b |а? Н tano 
=g((ab)2)l|ab]. 

Redont (1979а) 在 更 一 般 情 况 下 ， 对 Banach 空 闻 中 的 闭 
算 子 证 明了 定理 1.17。 当 了 有 界 时 ， 在 Fiedler 和 了 Ptak (1964) 
及 Ptak (1976) 中 给 出 了 定理 1.18 关 于 本 征 值 的 界 。 
习题 


u С | 
应 用 推论 1.18， 其 中 a CC, we C71, CHE(N-1) x (N- D 
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Boa TAS. HI a NRRL! ibo sm.. та aio al CHORO NO ua err i RES Roms ELS A >: Rm е чл ийик ERR eA Sg АРИР. HONO |a se. >: 


阶 的 ， 且 jd 及 jl: 足够 小 。 

1.67 MFA Hermite 阵 的 情形 ,给 出 定理 1.17 的 相应 

1.68 对 于 CN 上 的 任意 一 种 范 数 |:， 建 立 一 个 类 似 于 定 
理 i .17 的 结果 ， 

正如 在 第 3 节 中 我 们 已 经 看 到 的 ， 计算 一 个 矩阵 的 全 部 本 
征 值 的 数值 方法 ， 是 用 相似 变 洗 最 终 把 这 个 矩阵 化 为 上 三 角 或 
HAREA. Pl 2 d ERR ZG BERE, ixi 24 E FARBE JUPE YET TR 
ЕЕ ЕЕ ВТ, Olla eE FT E. 设 AE fey SL ЗК АЈ Е, EK AG 
ESS, SHEA = A + 万 是 本 征 值 未 知 的 达 代 上 矩阵， 对 
于 这 个 矩阵 ， 其 本 征 值 是 原始 问题 的 精确 本 征 值 。 因 为 我 们 现 
在 感 兴趣 的 芋 方 法 本 身 的 误差 ,不 考虑 在 原始 算 阵 A 的 计算 中 
Re n. neuen 两 种 情形 是 有 趣 的 ， 4 

Ji OT ЯНЕ k= ВРЕ, BOLE TTR fco ABE A ШУН du 

"m ШАЛЫ АРЫШЫН, 其 所 有 石 的 及 左 的 近似 本 征 
国生 也 是 已 知 的 。 

4.2.2 A 是 拟 对 角 阵 

研究 以 关于 任意 和 上任 阵 4 的 下 述 定理 为 基础 : 

定理 1.19 A-(ai;) 的 任意 一 个 本 征 值 至 少 在 N 个 Ger- 
shgorin ({2ЄС; |z-ai:|< D> i.ilaiil) (i=1,.,N) 
的 一 个 之 内 。 

证 明 我 们 写 出 A =D+H, HD =diagta;;) 是 A 的 
对 和 角 部 分 ， 昌 是 和 A 的 非 对 角 部 分 。 设 入 是 A 的 本 征 值 。 对 于 某 
Si, WA =aii ， 则 定理 是 平凡 的 。 于 是 假设 Аза, :, 
i-z1,-,N,. М- DREK, В. 

AI-AZSAI-D-Hz(I-D)EI — OI- D)! H], 

容易 看 到 |(М1— D) ||н||< 135 A 一 A 为 正则 的 一 个 充分 条 
镍 .对 于 4 的 任意 本 征 值 和 ， 得 到 


o0 


ICZ — D-1)|. [iB]. 


= max (la-aiil > laii |) = 1 


推论 1.20 MW N 4 Gershgorin MAKES, BAR pH 
个 贺 盘 包含 一 个 且 仅 有 一 个 本 征 值 ， 从 而 这 个 计 征 值 是 单 的 。 
证 明 RBE p, WHR Ae) = р+ен, о < 
eval, aye = 0 ，N 个 贺 盘 就 是 点 aii。 由 连续 性 ， 当 
增 大 时 ， 只 要 加 盘 沪 然 送 不 相交 的 每 个 圆 盘 仍 只 包含 一 个 本 征 
ін. gG 
Gershgorin а ИН FRM, “SMT XJ ke 
HEAR, GR Tee: 和 的 非 对 角 部 分 是 小 的 ， 而 且 


> ivilaiiil 也 间作 是 小 的 。 当 圆 盘 不 重 示 时， 这 提供 了 确定 
А-а; :| 的 界 的 一 各 方法。 在 菜 些 重 公 情况 下 ， 对 A 可 应 用 对 
i Wasi (Bw) Wilkinson, 1965; Varga, 1965). 
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1.69 ixi а ЕУ. uEBH 
VACOGCAD, J i. 


Lis а:|<——> la.ilxi. 
1.70 对 于 
( 1 10* 2x10" 
W 2 1.1%*107*), 
1.2х107# —10-4 3 


利用 对 角 相似 变换 与 Gershgorin 圆 把 接近 1 ,2 , 8 的 本 征 Ë 
Bo SY B EE JE. MAEL. 7S 22 R1.40 P A = D+ H 
上 上 上， 其 中 eXHe;=0.i=1,2,383， 对 上 述 结 论 加 以 解释 . 


r: 
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"аз! E. OST SS UR onn COCOA SECURUM ЧАДАН TAR cpu A rc ИИ ар ВАННА. reer dU Mie “a. CCN ALE mE HH RUBIO Cn АРРАН РАНЫ. ae ere 


1.71 证 明 下 述 命 题 (Ky Fan), CED XY A dm dp. m 
Gershgorin 圆 说 明 局 部 化 的 最 优 性 . WEB = (bii) 是 一 个 不 可 
HEERE, BEALL, = 0, 6,220, ї,ј= 1," N. 对 于 
任 一 N 个 正 数 的 集 {p; 贱 ， 及 对 于 任意 一 个 矩阵 A 满足 

Ci) laii|=b;,;, ij, 

(11) A 的 任意 一 个 本 征 值 至 少 落 在 下 列 圆 盘 

(2: |2:—-а,,|&р,}, i= 1,+, N 
之 一 内 ， 那 么 存在 六 个 正 数 {x, 并 ， 使 得 
— 3p, {Х;<р,, i= 1, N. 


1 j =Í 


1.72 XB SOBRE AE: la. | > 22 iss lai jl, i= 


1,--,N. 证 明 它 是 正则 的 (Hadamard). 
1.73 证 明 具 有 正 对 角 元 素 的 对 角 优 势 Hermite 阵 是 正定 
ËJ. 
1.74 当 4 是 拟 对 角 阵 时 ， 比 较 推 论 1.18 及 1.20 所 给 出 的 
4.2.3 АЛШ Е 
如 果 仅 有 关于 摄 动 理 大 小 的 某 些 信息 ， 那 么 ， 对 于 任意 可 
对 角 化 的 矩阵 A ， 下 述 定 理 成 立 ， 
定理 1.21 (Bauer-Fike) RA JE nf MATE: А = 
VDV^!, D=diag(#,, ++, ру). BA, WET OA = A + HIE 
АКБАН А, FPE AR A CREDO, BEE 
|А =e | <|V 1HV| <j V IV lal. 
证 明 如 果 对 某 些 1， 入 = 由 ， 那 么 定理 显然 成 立 。 于 是 . 
ЖА =н, i= 1, +, N. M — DJE IE ШАВ. 
I-A-~H= V(CAI- D-V 1HV)V 1, 
对 于 么 的 任何 一 个 本 年 值 入 ， 


52 


IAZ- D) V-!HV|smax|A -#,| [V AVI >]. [1 


习题 


1.75 说 明定 理 1.21 是 命题 1.15 的 一 个 推论 . 

命题 1.15 和 定理 1.21 中 的 不 等 式 两 者 都 表明 了 KK(Y) = 
VY- 囊 对 于 可 对 角 化 矩阵 A 的 所 有 本 征 值 是 一 个 整体 条 件 
Ж. 如 果 和 A 是 Hermite 阵 或 是 正规 的 ， 则 有 |V]; = IV a1. 
但 是 ， 一 般 说 来 ， 要 知道 K(V ) 和 需要 先知 道 A 的 全 部 本 征 疝 
量 。 而 在 另 一 方面 ， 推 论 1.18 在 仅 需 知道 4 的 一 个 近似 本 征 向 
量 的 情况 下 给 出 了 误差 界 ， 

在 实际 中 ， 往 往 人 4 是 拟 三 角 阵 就 够 了 ， 例如 QR 法 中 的 4. 
设 A:=R+H, 其 中 R=(a;i;) Ci & j) BAN LEAR 
分 ，H 是 和 A 的 严格 下 三 角 部 分 ， 并 且 是 小 的 。 BAe, Chew) 
是 A (QE AU) 的 一 个 近似 本 征 向 量 。 定理 1.17 或 1.19 给 
出 | 入 -ai 及 | 和 -axwl СА COCA)) WR. ЖИА 的 其 它 
本 征 值 的 界 需 要 知道 RR 的 其 它 本 征 向 量 ， 且 这 种 计算 可 能 是 病 
态 的 ， 尤 其 当 本 征 值 相近 的 时 候 . 在 这 方面 ， Lemordant 
(1977) 及 \Chatelin(1983) 给 出 了 拟 三 角 阵 一 组 本 征 值 的 后 验 误 
差 界 。 这 种 不 需要 计算 近似 本 征 向 量 而 给 出 后 验 误 差 界 的 方法 
是 有 价值 的 。 这 些 界 基于 下 述 定理 ， 其 中 采用 了 定理 1.17 中 用 
到 的 记号 | 外. 中 ， 它 现在 是 《上 的 任意 一 种 范 数 ，a 是 一 个 数 
量 ， 满 足 o 三 121。 引 入 下 述 条 件 ， 存 在 8 ， 使 得 对 于 天 1 
£: _ 

он ZPu| < at |Q* lle. 01.17) 

又 令 r:=azlole. 

定理 1.22 (Lemordant) 设 5 症 A 的 一 个 单 本 征 值 旦 满 


ER а.а . FE, MRT < 地， 那么 ， 存 在 A 的 一 个 单 本 
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ni 


征 值 A 使 得 人 -引入 g Cr) jot Cul, A ЖА ТЕ € C: 
|z — 6] «1/2a) НЕ — ВЕН. ИЖ ?PPx 关 0 ， 其 中 己 是 
HEF A RATER, IRA, dYEdE— 4 H УНФ = 1 的 规范 化 的 
AEM HO, Alle —xi<gCr)|Eul. 

证 明 这 个 定理 将 在 第 六 章 〈 定 理 6.27 中 ) Ë Banach 2 
间 中 闭 算 子 的 更 一 般 内 容 进行 证 明 。 证 明基 于 泛 函 分 析 的 摄 动 


技巧 。 如 果 了 < 二 ， 命 题 6.28 证 明 条 件 ?2Px 关 0 成 立 。 O 


习题 ”. | 
1.76 借助 Cw 上 的 欧 几 里 得 范 数 与 c =|Б|,= а, ШЕН] 
选取 е = eg* 得 出 推论 1.18, 选 取 е = r/azly 用 得 出 定理 1.17. 

现在 证 明 适 用 于 4 是 拟 三 角 阵 的 情形 ， 存 在 满足 式 (1.17) 
的 e 的 一 种 选择 ， 其 中 。 ，e* 及 r 都 不 是 小 的 。 在 CN 上 选取 
范 数 | l HO =eieT 是 在 {e;} 上 的 正 交 投影 。& =eTAe, - 
aii。 对 于 iZ 1 或 IFN, е DEAR АН 的 近似 本 征 向 量 。 

但 是 当 和 是 拟 三 角 阵 时 ， 三 也 是 第 i 行 第 i 列 为 零 的 拟 三 
МИ. АЖР > 1 ， 不 仅 v3 Би H v" Z tu 也 同样 是 
小 的 。 更 确切 地 ， 有 下 述 引 理 。 

引 理 1.25 (Lemordant) 假设 A 没有 两 个 对 角 元 素 等 于 
a,,， 当 入 足够 接近 于 三 角 和 矩阵 时 ， 则 对 于 

х=у=е,, Q=e,e} 

及 对 于 范 数 | WERE (1.17) 。 

证 明 设 A=R-H， 其 中 R 是 A4 的 上 三 角 部 分 ,我们 定 
X, ҒО =е,е1, Aant SLA- Q)XA-a,, D li e 117 


Z:=(I-Q)À i, I - Q). 
WE =: =H, BBL, BHEBAK Ta, ЖА, 
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A 。, ;是 正则 的 且 工 是 有 意义 的 。 从 而 定义 
Ra;; :z[(I- Q)(R -a,,I)])rte; rl, 
H:=[(I- Q)H]: (е2. 


如 果 Ri!; 存 在 ， 即 如 果 没有 两 个 对 角 元 素 等 于 a; ,， 那 么 ， 对 
于 k 宇 1， 5*=(01- 9)А:1.0-0), 且 在 {e, 六 上 有 


ск =((R,,,-H)7*- КЕК J+Ri*,. 


定义 si:= ЕС, lge: = || Hl, BA sets < 1; 注意 到 £, 
<e., AHEZA 


h-1 
(R-H)*-R^*- YV(R-H)^i[(R-H)^! 
i=0 


~ R-1]R (*-i71) | 


k—1 
= > XR-H)'i 1HR t+; 
і = 0 
K 
(R-H)-RO(1-HR^!!)'!-R! Y (НЕТ) і, 
i-0 
得 到 


° kh M | P Si h 
(HY MULA ki. 
Kid Bu 和 vw 为 如 下 形式 


и = Ае, -а,,е,, v = APe,—a,,e; 


ii ie 


它们 的 范 数 分 别 是 
1-1 ON 
ш, = È led 5 lail, ol =maxlail. 
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ri 


定义 gyi E airi la; ,| 9 €,: = Шах; <; la, ;| ° 及 


u:=[(I- Q) U] v=[(1- OQ) VJ qe, 1: 
注意 到 max(ev， ёє,) < ё. 于 是 


нск, = Н) Е5* lu] 
si \* 
< кез (1 4) lel lolis 
IR z* и] si ие, + lv]. e». 


又 注意 到 对 于 k 之 1，( 子 ) >к, врн 


_ 3 _ Sı 8 
а= 5 1-e,s, 9781251». (5,2, < 1) 
K 
€ = $1 [и |, 101.2, + lulli E+ vle «се 
d 
|V? E tu] = ju HA и| sate, OD 
32] 题 


1.77 ЖЕТЕУ 81.239, а> |5 |,. WT ESE е, 
验证 ed9 关 0 ， 其 中 9 是 A 的 相应 于 接近 a; ;的 本 征 值 的 本 征 


[n] Е. 
1.78 利用 与 定理 1.17 相 同 的 例子 ， 证 明定 理 1.22 中 所 给 
出 的 界 对 于 数据 x 和 ?是 最 优 的 。 


NUR = 使 得 7 = az 8 < 二 及 sisi<< 工 及 如 果 ef9 六 0 CË 
0927 1.77) ， 那 么 ， 由 定理 1.22 给 出 的 局 部 化 结果 要 求 拟 三 
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ce Aa ы. e een eee eo cE) ie С me 


角 和 矩阵 满足 引 理 1.23 中 的 假定 。 注 意 到 ， 由 命题 6.28， 如 果 了 


1 I (2 
<> #eip= 0 Hg +) <1.2. 


例 1.9 WER? h, $ 


1 1 1.6 
A= 0 5 1 |. 
1073 1073 9 


为 了 限于 在 靠近 5 的 本 征 值 上 ， 选 取 x = y =e,. 那么 


推导 出 

s, = | Rz! =0.35， e, = |H |, =1073, £15, = 35х10 * 
<1; 因此 a -0.53& e =1.4x103, [Q|], = 1E r =ate 
-3.9x 10-42; TA, g(r)21.0004. 通过 解 


( 4 E =" 
“计算 出 wu = Zw。 我 们 得 出 这 样 的 结论 ， 存 在 和 4 的 一 个 本 征 值 
AB |А 5l < g (r )|u# Ful <3.13х10-*, AJ& A B8 ZE El 
#(zc q, |z-5|«1/1.0620.94) 内 的 唯一 的 本 征 值 。 精 
确 值 =4.9996875， 从 而 入 - 5 —3.125 x10" *, 

对 应 于 入 , Helo = 1 规范 化 的 精确 本 征 向 量 是 mp = 
(0.24989, 1, ~0.00031)7, BM, 与 相 比 ，9 - ez 不 是 小 
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— 4 1.6 


nn ыптар PR 


的 。 通 过 计算 x =e,+u:u =(—0.24987, 0, 0.000307 
p —x=(1.953x 1075, 0, —0.002x 1075)7 

来 校正 ez。 所 以 1j9 -xli =0.20х 1074, HIZAR Me.41 
中 给 出 的 它 的 界 而 得 到 | 

lo х < [осту 11|uwl«0.25x3.9x107* = 

= 0.96 x 107 *, 
例 1.10 在 区 H, + 

1 0.850 0.662 0.231 0.933 
0 3-6 0.726 0.216 0.214 | 
0 


B(6)= 0 з 0.663 -0.247 | 
o 0 0 4 -0.481] 
‘0 0 0 0 5 
及 
0 0 0 0 о 
[0.318 0 о 0 0: 
H =| 0.092 0.101 O 0 0. 


0.032 0.030 0.092 0 0, 
0.129 0.030 -0.034 -0.067 0 
我 们 感 兴趣 的 是 B (0) + eH 接近 于 3 的 精确 本 征 值  。 用 引 理 . 
1.23, i= 3 的 情形 中 的 记号 ， 对 于 0 与 є 的 不 同 的 值 来 比较 
БИЙШ ЖЕЛП = - 8 与 它 的 界 ?3 = 210нри. RNA |H = 
0.219。 其 结果 总 结 于 下 表 中 


€ 6 1] 1] 

1 1 0.034 0.071 

1 0.5 0.085 0.218 

1 | 0.1 0.190 1.726 
103 0 7.4x 1074 1.29x1073 
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这 个 蜀 子 表明 了 随 着 比 0/| H |, 的 减 小 ， 界 的 精确 程度 降低 。 
也 说 明了 尽管 条 件 r < 二 不 满足 ， 但 仍然 是 的 一 个 可 靠 信 
i. 
习题 u 

1.79 当 利 用 QR 算法 计算 和 4 的 本 征 值 的 时 候 ， 在 第 kk 步 
停止 ， 其 中 4。 = R;+H。 提 出 一 个 计算 H; 的 方法 (参阅 
Wilkinson, 1965) 。 

至 此 ， 已 经 讨论 了 单 本 征 值 。 重 或 相近 本 征 值 的 情形 需要 
更 复杂 的 技巧 ， 我 们 将 在 第 六 章 中 进行 研究 .。 

对 于 拟 三 角 矩 阵 的 这 些 界 的 实际 利用 ， 要 求 估 计 s:， 即 估 
计 一 个 已 知 三 角 算 阵 之 逆 的 范 数 。 这 需要 一 定 的 计算 量 。 严 格 
说 来 ， 要 求 S:! 只 需要 知道 4 是 否 充分 接近 于 一 个 三 角 和 矩阵 。 因 
为 g(r )<2 ， 所 以 ， 在 定理 1.22 中 所 给 出 的 界 的 实际 计算 仅 
包含 有 向量 w = Fu 的 计算 ， 即 求解 方程 

(1- ОСА – iDO- Q)>u = (I— Qu, 
Qu = 0, 

4.3 A &Неттїїе& | 

4 AJ Hermite 阵 时 ， 因 为 它 的 本 征 值 是 实 的 这 就 使 得 该 
理论 得 以 简化 ， 并 存在 由 正 交 本 征 向 量 组 成 的 基 ， 且 41, = 
maxieo(4) |]. А -QDQP, D =diagcu,, «+, by), FRA 
НИЙ РЕН, «а =н 排列 ，{q ;是 标准 正 交 本 征 向 量 
的 集合 。 

假设 给 定 А Ех, jz], = 1. ARB D x 335 n А 
Rayleigh 商 是 xz4x。 正 如 后 面 将 看 到 的 ，Rayleigh 商 的 性 质 
ТЕ Hermite 矩阵 理论 中 起 了 重要 的 作用 。 

定理 1.24  〈Courant 一 Fischer 最 小 一 最 大 表示 ) W A E: 
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BA AME (HH <. <р HermitejgEE, ЖА, Mk =1, 2, 
s, №, #, =miny max(xHAx; xcVi,, |lxl2=1), HPV, 
是 CN 中 一 个 任意 的 维 子 空间 。 

ЕЗ] RMHP: Pn, dimM,=N-k+1, 
因此 dimV = КМ, ГУ, {0}. 于 是 存在 x C M, ПУ, 
gilxl;-1Hx-2zi..£ie:. 

从 而 xFAx- УШ, |: | Su, Е |5,12 - ua. AAV. BIE 
意 的 ， 所 以 miny,max(x#Ax, xcV,, |х|= 1028. 

üt VEHO, ce. Q КАВУ, dimVi=k, Hi xcVi, 


lx]; =1, Hm x = X. n p i, Y Exü"Ax- Lie; Uu]? m, 
K 
max(xHAx;y xC Vr, |х|, = 1 )=<u,, O 
应 当 注 意 ， 实 际 上 这 一 结果 回 到 了 Poincare 的 结论 (参阅 
Weinstein 和 Stenger,1972). 
推论 1.25 当 xHx= Lit, ш, xHAx«Hy. 
证 明 结论 可 以 容易 地 由 定理 1.24 得 到 。 0 
如 果 x (jxl;=1) 是 和 A 的 近似 本 征 向 量 ，Rayleigh go: = 
xaA4x 可 以 用 作 后 验 误差 分 析 。 在 4 = Ан 的 情形 下 ，pP =xHAx 
的 选择 (RE 5 = унАх) 是 必然 的 ， 它 完全 利用 了 x 是 4 及 
Af 的 一 个 近似 本 征 值 这 一 事实 . 
在 Hilbert 空 间 的 自 伴 算 子 的 一 般 内 容 中 ,我 们 给 出 的 两 个 
主要 结果 ( 引 理 1.26 和 定理 1.28) 是 正确 的 ;参阅 lord Rayleigh 
(1899) 和 Temple (1928) 。 通 常 认为 引 理 1.26 是 由 Krylov 
和 Weinstein 提 出 来 的 。 念 s : = [Ах-рх],. | 
51881.26 ”对 于 满足 lxjls = 1 的 任意 一 个 向 量 x , FEA 
的 一 个 本 征 值 M. olse. 
证 明 它 是 命题 1.15 的 一 个 简单 的 应 用 ， 其 中 取 和 是 2 = 
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= xHAx, РЖ, = [Ах- ох. = e. LJ 


正如 在 证 明了 下 述 预 备 引 理 以 后 将 要 看 到 的 ， 如 果 我 们 有 


关于 和 与 4 的 其 它 本 征 值 的 距离 的 信息 ， 上 述 不 等 式 就 可 以 被 
改进 。(a,b) 表 示 开 区 间 


{x ER; а<х<ь}. 
引 理 1.27 


(katodika, b 是 两 个 实数 ,使 得 a <p < b 
Ha, DABS AREE; ABA, (Ф—р)(р-а)<е?, 


证 明 A-QDQP, $ y:=Q0"x, |21, =x = 1, BA, 
У 一 E? .£,9,, 从 而 


(CAx -bx)F(Ax— ax) = (Dy - by)PF(Dy- ay) 
N 


= > (#,-a)(H, —b) |ë, |? 


il 


是 非 负 的 。 为 一 方面 ， 


(Ax—bx)H(Ax— ах) = (Ах- px + (p —b)x)HCAx — DX 
(p -a)x)H 


=€? +(p-b)(p-a)> 0, C] 
设 6 =0(x，M) 是 x 与 相应 于 入 的 本 征 空 间 M 之 则 的 锐 
" | 


定理 1.28 — (Kato—Temple) 假设 存在 一 个 区 间 (CA, А) 
-不 包含 除 X 外 的 4 的 本 征 值 ， 且 使 得 和 < p <А, ЖА, 


-= [L À =< p + 
pp SSP 


£2 
一 À ` 


p 
2 1 
о0о ihnen 
证 明 它 是 推论 1.27 的 直接 应 用 (参阅 定理 6.21 的 证 
жә. O | 
t ekt, À — p 与 bp — 入 越 大 ， 与 Krylov 一 Weinstein 
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“ne SAHI 


a i cac нз! s 


不 等 式 比 较 ， 其 Kato 一 Temple 界 越 好 。 定 义 


0(p): = min |р— u| =dist(p, aCAD - (ADD, 
BED (A) – СА? 


推论 1.29 |А-р| <e7/d(p) Н siné<e/d(p). 
证 明 选取 入 = p -6(p) 及 和 = о +д(р), O 
注 记 (1) e/i, MZAA, H ARMES. 

(2) Иже <6(p)， 推 论 1.29 便 改进 了 引 理 1.26。 

(8) 对 于 一 个 单 本 征 值 及 一 个 非 Hermite 阵 ， 推 论 1.18 
作为 推论 1.29 的 一 个 自然 推广 ， 其 中 x = y, Ixl; 21, ё = 
p, е =е*, 431.295 H |à- p| <20е? Hilo — xl; =tane< 
202, Heo з =1/4();, ЖШ, 1.5. 

(4) 对 于 计算 定理 1.28 所 定义 的 入 及 ,Krylov-Wein- 
stein 不 等 式 是 有 用 的 。 . . 

pp S 


例 1.11 对 于 
1 1075 10 一 
A-[105 2 105, 
" 105 8 / -一 一 * 

H Krylov-Weinstein 不 等 
Xx, 3 x-26;,,1-1,2, 8 图 1.5 
Bj. [JA,.-il</2x10°5. Җ 
后 应 用 定理 1.28 得 到 


2x107!? 
1 ~ -一 -一 一 一 一 一 -一 一 一 入 人 < 1 
1 — 2x105 М > 


Vx A, = 1 


2x10 !? 


2| 
а -2| x 10-8 


2x10^1? 


«A. T 一 一 一 一 -一 一 
3ShaS3 1-4/2 x1075 
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1.80 kx 是 固定 的 ， |х|. =.2, 证明 ， 对 于 入 =xH Ax, 
可 达到 minie Ç |Ax— Xl: 。 | 
1.81 BAILA HE ЖИЙ, <и, <e 过 4w 的 Hermite 矩阵 ， 
А Anis 征 去 掉 A 的 最 后 一 行 及 最 后 一 列 所 得 到 N- 1; Е 
fE. ШЖ <и С нр рд An, 的 重 本 征 值 ， 证 明 4a < 
кА Shy y ТА 
现 将 天 于 后 验 误差 分 析 的 这 一 节 总 绪 如 下 。 这些 结果 或 者 
十 对 于 无 论 什 么 剩余 范 数 都 有 效 的 局 部 化 结果 ， 或 者 是 仅 当 竹 
余 范 数 足够 小 时 才 有 效 的 加 细 深 差 界 ， 
我 们 给 出 下 面 的 一 些 注 
记 来 结束 本 节 . 关 于 Hermite 
矩阵 的 菜 些 方法 是 基于 这 
样 的 事实 ， 即 4 的 本 征 值 是 
Rayleigh 商 p(x): = хНАх 
的 唯一 的 稳定 值 Pr bl W | 图 1.6 
讨 ， 可 以 认为 这 些 方 法 是 使 
ф(х) 优化 的 方法 。 在 这 方面 ，2(x) 的 下 述 性 质 是 有 趣 的 ， 
Ci) p(x) 的 梯度 是 剩余 的 一 个 倍数 
g(x): =p'(x) = 2ГАх- p(x)xJ; 
(11) p(x) 的 Hesse ЭВ Ж 
H(x):=p" (x) =2[ A —p(x)1I ~ g(x) x8 — xgP (x) ]. 
因而 x4g(x)= 0, H. H(x)x= 一 g(x)， 人 参见 图 1.6。 本 征 fee, 
是 p(x) 的 稳定 值 ， 假设 


Hi =u ,= "e Uy, 
MAH, =max, cN p(x), Hit BA ESC Hi 0, 2 005 


代 最 优 算法 的 收敛 速率 依赖 于 在 p Abt p 的 Hesse 阵 求 逆 的 条 
件数 。 假 设 避 是 单 的 ; 
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Н\Ф,)=2(А=н{1), 
АН: =H(Pi) copes 


^ ^ ^ КА 
K(H) = |H [| H = ts. 
i~ Е. 


类 似 地 ， 对 于 1 <i<N, н, = max G"Ax:xC[g,, +, 
9 i-iJlHxEx= 1). 如果 4; 是 单 的 ， 对 应 的 条 件数 就 是 (4; 一 
Ky)/ (4 一 i+1)。 这 些 数 将 在 Lanczos 法 的 分 析 中 起 作用 (第 
5.3%). 


5. 大 型 矩阵 的 本 征 值 问题 


在 自然 界 、 工 程 与 社会 科学 中 ， 各 种 各 样 的 问题 要 求解 大 . 
型 本 征 值 问题 ， 大 型 本 征 值 问题 或 是 4Ap =X9 ， 或 更 经 常 地 是 
Аф = 和 DB ， 其 中 4 与 了 是 稀疏 的 。 有 确定 结构 的 ， 而 且 往 往 
是 对 称 窍 阵 ， 通 常 来 自 于 连续 问题 的 有 限 差 分 与 有 限 元 的 离散 
化 ， 而 无 确定 结构 的 ， 非 对 称 人 矩阵 来 自 于 社会 科学 。 例 如 。 引 
用 排队 系统 的 一 个 Markov 链 模 型 (Carhard (1981)) SRY. 
围 经 济 模 型 的 动态 稳定 性 (d'Almeida, 1980). 

当 4 是 大 型 、 非 结构 的 且 一 般 是 非 对 称 和 矩阵 的 时 候 ， 我 们 
Fit Аф = 和 ep 的 某 些 本 征 值 的 流行 的 迭代 数值 方法 作 一 综 ， 
述 .通常 ,这 些 方法 只 需要 进行 形 如 Ax 型 的 矩阵 乘 向 量 的 计算 . 
”在 Duff (1977) 中 给 出 了 关于 处 理 大 型 稀疏 阵 的 大 批文 
献 目 录 。 更 近代 的 资料 是 Reid (19800 5jDuff (1981). 
5.1 方法 原理 

我 们 的 想法 是 用 那些 阶 数 v 比 N 小 得 多 的 矩阵 的 本 征 元 来 
ЖУ N 的 矩阵 的 本 征 元 ,而 这 是 通过 X= CE у —4- 
v 维 子 空间 X。 上 的 正 交 投影 得 到 的 . gr х јх, 上 的 正 交 
投影 的 矩阵 . 
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Exp, ШЖ 
„ЄСЄ, OF MLCX, 满足 


‚ л„(АфФ„-М„Ф„)= 0, (1.19› 
来 逼近 本 征 值 问题 ， 
EC，0 关 pEC 满足 
Аф =AQ, | (1.18) 


(1.19) 是 (1.18) Hj Galerkin 逼近 (参阅 第 4 章 )。 计算 的 
方法 在 于 产生 X, 的 一 组 标准 正 交 基 ， 且 在 这 组 基 下 解 (1.19). 
i Q, 是 N x vE, CAREX. УЛУ HEIE Ж qu at. + 
Dnt = О„&,, En C € N, E, | 

QiCAQs—1,Q,)5, = 0 


的 解 .由 v x v ЖЕЕ B.: = ОЧАО,, FÆ, (1.19) 等 价 于 CY 
中 的 本 征 值 问题 ， 
ЖА. СС, 0 +2, С 《CY 使 得 BnEr = Ann, (1.20) 


习题 


1.82 BV, EN x vv 和 矩阵 ， 它 的 列 是 X, 的 一 组 任意 的 基 
(不 必 标 准 正 交 ) 。 写 出 在 此 基 下 的 本 征 值 问 题 (1.19) . 

1.83 WEE X.: WHO. Е, ЖИ B, R M Tian. ` 
Ах: Xo Xs. 

1.84 ЕВА, = л,А, А.л. = л.Ал., ALEXA, x, 
有 相同 的 非 零 本 征 值 X, 和 相应 本 征 向 量 s. 

1.85 证 明 如 果 4 是 Hermite 阵 ， 那 么 ，. 必 与 B。, 也 征 ， 
且 证 明 ， 由 fp, = 1， 有 =95A9 = PaAGn. 

“1.86 提出 一 个 类 似 的 方法 来 逼近 大 型 方程 组 4x= b 的 

# x 。 写 出 在 和 7 中 求解 的 相应 的 方程 组 . | 

在 实际 中 ， 子 空间 X, 是 由 给 定 的 初始 向 量 x 所 得 到 的 
Krylov fy 8 zk r 个 线性 无 关 的 向 量 的 集合 {x;}1 产 生 的 。 设 UU 
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A "eps PT HP ABE Fee IG саре а ТИЙЕЛИ: hats WINE E ML Men se Ide MBs есе Bhp inn ta i I. Te ee 


Exis Ху, c0, x, (lor <N) 所 张 成 的 。 HP T X, 
的 选择 导出 了 两 类 主要 的 方法 。 

(a) 整个 迭代 过 程 中 ， 对 于 n= 1,2,…，X.=A"U, 
dimX, = r 是 常量 。 这 种 选择 ， 当 r > 1FF, iH FJ BJ AK 
ik; 4r = 工时 ， 得 出 大法 。 | 

(b) 对 于 n= 1,2, N, Х, =(U,AU,-., A" 1U}, 
在 全 部 迭代 过 程 中 ，dimX,。 =mr 增 加 。 这 种 选择 对 应 于 三 又 块 
. Lanczos 法 。 它 适用 于 一 般 (E Hermite) 矩阵 ， 当 4 是 Her- 
mite 阵 时 ， 这 种 方法 简化 为 块 Lanczos 法 (r = 1 时 为 Lanc- 
zos 法 )。 实 际 上 ， 这 个 方法 意味 着 使 n 比 NN 小 得 多 ， 所 以 它 是 
不 完善 的 。 

给 出 本 HA, AMMEN, ell, = 1 ， 我 们 项 
望 知道 是 否 存在 = zx,4Ar。 (BRA, = nA) RE E Eh, 
9.850, HRA NAN, 分别 迅速 地 收 化 于 hme. 

PBT LMR BIE. PTDL, WH disto, X.) 
-]-7.09l;-sin0(9,X.0, REER 22 |, — А. 1 5 |e 
一 9 sz 的 界 是 合理 的 (参阅 第 四 章 ， 第 六 章 )， 其 中 ,60(9， 
Xs) 是 9 与 子 空间 X" 之 间 的 锐角 ， HM, хе Ж o 
. 分 析 可 分 成 两 步 ， 

(1 证 明 对 于 所 考虑 的 XX, 的 选择 ， 存在 一 个 或 多 个 本 
АЕ Еф, fifa: XII x,)09li NIS. 

(2) 根据 a Е А-А, Уф-ф. 1. EX. 

所 以 将 由 对 起 关键 作用 的 wx, 的 估计 得 出 这 些 方法 的 收敛 速率 。 
一 般 地 ， 假 定 入 是 单 的 。 如 果 入 是 重 的 ， 则 分 析 更 复杂 而 且 出 
现 指数 1/1 CLE X RU BERD). 
5.2 + 8/1 Ж | | 
(RELA HIN PIRATE E |a |e je, |> bee |e 
=|us|. Сф: EMM Jordan Ж. 
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设 M 是 + 维 (1<r <N) 不 变 主子 空间 。P 是 相应 的 谱 
投影 . W:=(1-P)X, 其 中 X= MW. 

5.2.1 ЖЭТ 

根据 定理 1.8， 一 种 方法 收敛 ， 当 且 仅 当 {Px;}1 是 无 关 
的 .于 是 借助 第 3.2 节 中 的 记号 ，X,。 AFM, KA. BAT 
al £ viking 的 本 征 元 : ABW DEEE 

5.2.2 id= r.o 的 估计 
-WPH o b WEE p’ p, REFER, RE 
义 本 征 向 量 。 假 设 pg; 是 4 的 一 个 本 征 向 量 . 

3381.50 如 果 r 个 向 量 {Px。}! 是 无 关 的 ,那么 ,对 于 
A 的 任意 一 个 本 征 向 量 pg; (1< i=< r), FE HE и C 
U， 使 得 Pu; =ф,Н\(1—хжх„)ф@ф;|,&|ф,—М,||,(]Н,,,/Е; |+ 
92^, Hh, щи эо, є„— 0. 

证 明 任意 一 个 & ED ,可 以 写成 & = У.х. F A: 
Pu = > L.GUPx,. 5 Фф: ЄМ, HFIP ji RR, HOF 
在 唯一 的 4 CU, 使 得 Pu; =p ;， 从 而 Wi; 可 写成 4; = pi +v, 
其 中 vi = (I— Pu, Cw, Avo BAM н WARES, БЛ 
以 由 定义 有 


[0 - m.)@ ll; = min lo;-xlaxlei- X ils. 


НХ, = (1/1 )А"и 29; +(1/u")A"u,. ША HJ xT At 
4m. ЭБА. 
| 1 А"; 
| fi 
RARE BÍ f I. BJ, Z< B: = (1/u;)A w. FHA 
r. (B)= |u,,. /u 。 而 且 有 
|B" v lom IB le. = B"H!" lvi |1, 


10:12, о: EW. 


EE 
2 


67 


WE me pm op pi rt pm et et apos + е аа MU к ы: жы CRIAM RA. it Pi- ft PE i i +: 


< (7, (В) +е,)" |0; 1, , ` 

其 中 ,， 当 ?一 c W, е. 0. |01, lp: -ul = IC(P- D 
Mila. [] 

и о, bllu,.,/ 
Hi RER, dist(@;, Xa) 
— 0. 
常量 jp ; — 22 表示 了 
初始 子 空间 口 关于 pi 有 多 


好 的 程度 ， 参见 图 1.7 中 r Px 2= Pu 
=1Ю ja E . MRA JE 图 1.7 


Hermite [£, MÆ |o; i, -tan0;, HAO: =0(p;,u;) ÆRE 
hig ;与 其 在 U 中 的 对 应 问 量 w; 之 间 的 锐角 ， 

5.2.3 WW xE > 

PRA GEO) GEA GEA,=x,A) 的 相应 于 本 征 向 量 g 

(pl = 1) (或 pg， lip: = 1) 的 单 本 征 值 . 入 是 在 4 的 
r 个 主 本 征 值 中 选取 的 ，“ 是 一 般 的 常数 。 

引 理 1.31 BEA. 9, Ж АЯТЕ КЮ п, HE, 
Pn EIA- А, | <can, |P- Palla<ca,. WR AE Hermite В, 
BB A |М—^„|=саң. 

证 明 < x =Q, у =y PARRA MHP = 11. = 1 
规范 化 的 右 ， 左 本 征 辣 量 ， 对 A，, 应 用 定理 1.17. 设 9: 是 A， 
Hie? „= 1 规范 化 的 本 征 向 量 。 广义 Rayleigh WJEC. = y” 
A4,9p， 剩 余 向 量 是 4.gp -上 ep。 首先 根据 c, 确定 它 的 界 : 

As9 —6s49 = (А, - М) 9 + (A —6542Q 
= (A, - А) Фф - [VF CA ~ А.) 9 1o 
= Ал, - фл =- 2,0919. 
因此 ， 当 1 一 co 时 | 
А.ф – 6,Ф |1. <la] A + 101,26, 
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趋 于 0 。 类 伏地 ， 当 天->co 时 ，| 和 -co 和 |Xjlblza, 趋 于 0。 
О = Фр BARA У FAM BRS. MC. КЕ ГО ~ О) 
A, yap t 的 一 个 本 征 值 ,那么 由 定义 ZZ,: = (01-0) (А, – 
Et) 'dU-Q). 剩 下 的 是 要 证 明 15.1, 一 致 有 界 。 由 于 AU 
->M， 所 以 在 A"U 上 的 正 交 投影 z, 趋 回 于 在 M 上 的 正 交 投影 
л, MEI A, = S.A A':— xA. A 的 非 零 本 征 值 是 和 4 的 r 个 
主 本 征 值 ， 因 为 入 是 和 4 的 单 本 征 值 ， 所 以 它 不 再 是 A’(I О) 
ЖАА. ци оов, 5, > А, ВЛЮБВА + 0. 
故 对 于 足够 大 的 n ， 互 ,是 有 意义 的 ， 且 

.> QA AD 10-9. 
然后 可 应 用 定理 1.17， 得 到 

[An — С. | caa, Пф e. саһ. 


А-А, = pHAg -фнА, Dn 
pHA — A 9 HYRA- Ф.) 
ЖАЗА | — А» Cln. 

& фе: = 9/19... УФ «1.21, 所 以 容易 证 得 
le — «leas. 

Ш А Hermite, BA, HFA. =@aAge, MA, |А 
—Àslzc ICA ~ An) Pali. Hy (А-А„)ф=А(1-х„)р+(1 
— л„)А(рф„—ф) 得 出 | 入 一 入 ; | <са?, 入 可 能 是 重 的 。 [Г] 

定理 1.32 (Chatelin-Saad) ји, |l, ,,, НАРХ}; 
BRAG, MART? TARA MM BREE. НӘТ, 
如 果 第 i 个 主 本 征 值 是 单 的 ， 则 第 i(i = 1, se, r) 个 本 征 
对 的 收敛 速度 就 是 |&,41 /н TR. 如 果 4 是 Hermite 阵 ， 则 
第 i 个 本 征 值 的 收敛 速率 为 |4,,1/4;1?. 
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”证 明 直接 应 用 引 理 1.30 和 1.31。 注 意 当 4 是 Hetmite 阵 
时 ， 可 以 去 掉 第 i 个 本 征 值 是 单 的 假定 。 O 
JE 
1.87 *4A# Hermite 阵 且 At 是 4。 的 主 本 征 值 时 ， 证 
BH O xu, - ui"? «Os, ~) |6, uini? tan? opu). 
5.3 X f Hermitejg & &j Lanczos 法 
5.3.1 算法 
假设 A 是 Hermite E£, 25% x 5 0, WEH Xr = (x, Ax, 
ex A™ Ix} (n = 1,2,:, v «ND 定义 序列 {[X:}。Lanczos 
法 提出 了 实现 A 在 X, 上 的 Ritz 投影 的 一 条 简单 的 途径 。 如 果 
进行 精确 的 计算 ， 那 么 ，Lanczos ЯЕ AR EX. Ae 
正 交 基 {v;}?， 在 这 组 基 下 ，.Y, 可 用 三 对 角 阵 T. KRM: 
(1) vi:=X/lxl,, ay: =v] Au, b,:=0, 
(2) OF j21,2,-,n-1, fr 
хуу = Ар —ауор-Буйу-1, bisi? mx islas 
Uj+1° =ху+1/# +1» й|+1\? =V + Ашу. 
T. 是 nxn 的 三 对 角 Hermite 和 矩阵 ， 其 对 角 元 素 是 a; G 
=], nn》〉 及 非 对 角 元 素 是 b; G= 2,…,n). | 
Lanczos 把 这 种 算法 作为 一 种 通过 执行 六 步 (X, = X) 以 
(i Hermite 矩阵 三 对 角 化 的 方法 提出 来 的 。 但 由 于 正 交 化 的 数 
值 损失 导致 抛弃 Householder 法 。 然 而 对 于 大 型 矩阵 ， 上 述 不 
完全 的 三 对 角 化 的 使 用 (Cv do ， 又 使 这 种 古老 的 方法 得 以 复 
活 。 
如 果 对 于 je 2，… mn，xi 关 0， 那 么 这 种 算法 是 司 行 
i. ORDA x KBE MKS MAMAS n ， 即 如 果 
对 于 任意 一 个 次 数 小 于 n 的 多 项 式 P ，p(4)x 关 0 时， 就 完成 
了 算法 。 这 时 ，T， 是 一 个 不 可 约 的 三 对 角 和 矩阵 ， 且 其 结果 ， 
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它 的 全 部 本 征 值 是 单 的 《习题 1.48) GE, ARRETA 
的 Ritiz 值 与 Ritz 和 疝 量 ， 
(A TEAR КАЛУ (可 能 为 多 重 ) 的 本 征 dir. 对 于 


1 人 no 万 n 之 N， 我 们 感 兴 趣 的 是 A 的 no 个 最 大 本 征 值 . 
A GET.) 的 本 征 值 按 化 减 大 小 排列 : | 
MH he > nes 
Amini А. 对 于 i= 1 ,…, Kk，Pi; 是 相应 于 和 ; 的 正 交 本 征 . 
HB. pin) 是 A жит ВЛЕЕ, PIU 是 其 对 应 的 
EERE, i=l, 

( а NRSA n (或 一 个 向 AE) 之 间 
BR. H ї!апӨ(Ф,Х„) WA, WAR IO T a,l = 
sing(9;,X, АТГ. 

5.3.2 tan8(9; , X, ИНИ 
MD, ,是 次 数 少 于 或 等 于 n - 1 的 多 项 式 的 集 . RW P x 
о, R< 
P {x 


' |P ;x|, 


ШЖ (I- Pi XEO, 则 xi: = (I- Ра) POxl; #0, 
x; = 0. | - | | 
TW R (I— P ,)x> 0, Wx;:-(O-P;»I"IG-Poxl; Tr), 


X .:= 0. 
引 理 ]. 33 
tang(g;, Х;) = | : тіп PCA) х; l: | tan(@;,%). 
n= 4 
| ?N Y= 1 


1 正明 КУХ, = {х, Ах, ©, ML ие € X, 
=р,х+ Ё;.{РХ, и = 4(А;)р;х+ У, Арх, WRI- 
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nn 
Ee me rt et i = 


P ,)x>: 0&8 

tan20(p x, u) (24:9? (VD ip;xlii/a* (A; ) lpixlis 
那么 ， 

Z0; YIP ,х|2 = JaCA» x Gre P ух, | x slat. 
ШЖ x =р;х, 5х 1-0: 0(р,х,х) -0. Е p(t) = 90?) /9(А;) : 
pcP.aHpG;-1: 
tanü(p;x, Xn) =min tanð (p;x, и) 


Ia -P.0xl; 


= min [|P(A)x |: Ур уу. 


"Pai 
pP (xM i)=1 
[= P )x|,/lP ix]? =tan@(P ix, z). L] 

现在 ， 对 于 i<no, 定义 | 


Ki:=1, Ki: = jT Amin, i > 1, 
jaa Ni ki 
№. 
№. ÀN; | 
у:=1+2 t tints min IPCA) X , la. 
Miti Ага Pami 
P )=1 


W “| 21, С.С) = гау )" 4 G-/12— 1)" 


是 关于 上 的 m 次 第 一 类 Chebyshev 多 项 式 ， | 
定理 1.34 (Saad) 如 果 pPixs0, 那 么 ， 作 9i = Pix/iipixja* 


tang(9;, Ka)< tang(9;, x), 1<п„, 


vo 
-iQO1) 


十 明 希望 确定 ti。 ЫЯ. EXB =jP Zilo Bie 0. 
因此 了 ivi83=1。 — 
(a) i= 1 BRE 
12 


1 

tin = min [Z8] fi 
Hews 39] 
P(^,1)71 


(G^ ip! Qu») < (Zo, D Ма max роо), 


i*1 i*1 mi n ‚^2 
min max Ip(t)| = — 
eR, 1 te [А in х 4] Cn-1 (Yı) 
P(*^4)-71 , 


Hoy, = 1 +20, -А,) (А-А) (参阅 Cheney，1966) . 


(b) i> 18 

> В?р? (А; )<max [P(A ;)| 2 

i*%i 

min max |р(^;)| < min max | P(A, )| 
Pe F, 14 i*i «7, 1 i^i 
p(s; ) 1 PCA pI mH PCA. _у)=б 


这 样 一 个 了 可 以 被 分 解 为 


i-1 
t 一 入 | q(t) 
P(t) = (HI NA ) Gaz)’ 


其 中 4q € 四 ,- ie 于 是 


оаа А-А. d) 
max IPAG)! =max (П М 一 入 а(А;) 


iuj 
Ai Аі qhi) 
«(ns А-А; max qi) 
因此 ， 
t K, min max q(t)| = Ki 
is дар; te lain 24,41 Ca-iC(Yi) 。 Ш 
9 (2 ,) 1 , 
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EX, = К; Ca- iy.) ding. Е ZE1.34 X BH Y 90(9;， 
Xn) BNA E> ыт a —ÉB у> ВОТ ВА: А. 
定义 ri:=?i+w? 1>1. РА Куи, C,- (у) ж 


FTI HOC? 1,X,) 的 训 减 速率 是 /ri ро 16205 Aga) 


/ (isi — Ani D ER EXE. 

这 个 定理 也 指出 了 对 于 任何 一 个 本 征 值 M;，i no， 在 
xX, 中 至 少 存在 一 个 接近 于 本 征 向 量 9 ;= pix/1P ;x|; 的 回 量 。 
现在 证 明 仅 存在 一 个 ， 这 意味 着 一 个 重 本 征 值 X; 最 多 能 用 一 
个 单 本 征 AS" SEGRE. BEE JE AK TR AERE ВЛАГЕ (р, х): 
的 不 变 子 空间 。 非 零 的 Pix 是 相应 于 相 蜡 本 征 值 的 本 征 问 量 ， 
因此 是 无 关 的 , 且 dimE = К, ЖАЖА, Е Е 的 标准 正 交 基 下 
对 应 的 到 阶 矩阵 . 

命题 1.35 ”Lanczos 过 程 等 价 于 逼近 4/ 的 本 征 元 ， 其 中 A/ 
的 本 征 值 是 单 的 . 

证 明 ex = Xi. Pix, A 是 Hermite fk, ЖА, А = 
Xi-iKiDi, 进而 得 BAe = F il. KIP ix, k=l, +е,п— 1, 
Bub. ЯТАН п, X, E. FE. MA RA’ MW Гапсто5;Ё 
жарна Е, УТ,, A'P x =AP x=) P x; 入 ; RA’ 
的 对 应 于 本 征 向 量 p.x(P x= 0 ) 的 一 个 本 征 值 ， 所 以 K 阶 Ж 
MA 有 天 个 相 异 本 征 值 ， 这 些 本 征 值 必须 是 单 的 。 口 

5.3.3 “We SU EE 

因为 n 取 一 个 有 限 数值 ， 所 以 严格 说 来 ， 是 不 能 谈论 这 种 
方法 的 收敛 性 的 . 但 是 ， 在 1.37 中 借助 于 Bi,: =tan(pi，x) 
ti 和 Ni 一 入 人) 与 ip 一 9 人 1 将 被 tan(9;，X,) 的 界 所 确 
定 。 这 就 给 出 了 Lanezos 法 的 精度 ， 它 是 x 的 函数 ， 


令 
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i 。 . 
Ki,:7 1, Kin:=1 Gm zy » 1i mnm. 
i 1 


j=l 


(让 果 和 人 过 Ni， 则 有 意义 )》 ，di,:=miniwi А-А. 
3181.36 ”如果 Pix<s 0, ЖА, HF i<m, A 
Ki, 2 
0 <А; - A < (Ni aii) (=) Bi ns 


H-a, p:i l < Id- Pi") 9; la^ 1 *1lAli/di.8;.. 
证 明 ”证 明基 于 本 征 值 的 最 小 一 最 大 原 (B Saad, 
19803) . C] 
命题 1.37 MRP x= 0, 那么 ，0 <А, - А" <kB:,, 
B. 
|(I—- pi) » o |: kB; 
Je rH k ¿t К. 
证 明 如果 Bi, 足 够 小 ， 那 么 ， 引 理 1.36 中 的 常数 可 以 与 
п 无 关 地 被 界定 。 对 于 这 些 本 征 值 ， 对 i 用 归纳 法 可 以 得 到 : 
对 于 i= 1，Ki,=Ki= i， 于 是 入 ("一 > 和 1。 现 在 假设 对 于 
j= 1,9, 1-1, AULA, АРА, Kin Ki 
MO >... BP REM, MMP Pel, 9, 1+1, ale 
—A;. BA, didi: = тіп, |А: -Ale Li 
TEX 接近 于 Xi:i 的 情形 下 ， 上 述 的 界 可 以 是 弱 的 。 通 过 利 
由 谱 结 构 的 优 后 ， 即 更 合适 地 选择 用 于 定理 1.34 证 明 中 的 多 项 
式 ， 界 可 以 加 强 〈 参 阅 Saad，1980a). 
п 比 N 小 得 多 时 ， 少 数 几 个 最 大 的 本 征 值 就 能 以 较 高 的 
FAR. SAH. WRIA, BA. We 
看 到 ， 最 小 本 征 值 也 能 以 较 高 的 精度 来 和 逼近。 因此 Lanczos}: 
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非常 适合 于 计算 谱 的 几 个 极端 的 本 征 值 。 为 了 如 下 目的 设计 了 
这 种 方法 的 几 种 变形 . 
(1) 避免 全 部 重 正 交 化 (Kahan 和 了 Patrlett ,1976; Parlett 
和 Scott，1979) ; 
(2) 通过 进行 n > NBR, HHA HAE (Cullum 
FWilloughby, 19784, 1979а, b, Parlett#IReid, 1981) . 
本 征 问 量 的 计算 通常 需要 我 们 存 贮 全 部 问 量 4vi7i。 TE 
Saad (1979а) 中 给 出 一 种 变形 仅 用 存 贮 五 个 向 量 来 代替 nn 
个 。 . 
处 理 一 组 主 本 征 值 或 一 个 重 本 征 值 的 另 一 条 途径 是 利用 块 
Lanczos 法 . 
5.4 ie Lanczos 法 
ВАЕ т 个 标准 正 交 向 量 {xi71 的 集合 ， 设 U0 是 U = 4X1,… 
xX: 所 张 成 的 且 z, = 4DU，AU,…,A"-1U0)}。 按 下 面 的 途径 ， 块 
Lanczos 算法 获得 在 X, 上 的 一 个 投影 . 设 8。 是 N xr 和 矩阵 Q6: = 
(xj, c, X). 这 种 算法 引入 N x 了 阶 标准 正 交 和 矩阵 Qj;(j= 
1,…，n 一 1) 的 序列 ， 使 得 Qo, Qi ，…，Q,-1 RAE X. ES 
一 组 标准 正 交 基 ， 其 中 心 ,是 用 一 个 r x r RAMET, RER 
ВЈ: 


(1) Ait =Q#AQo, В,:=0, 

(2) HF i-12,-,n-L4£D;: =AQ;-1-0)-1A; 
一 О;-› 81, | 
实行 也 ;的 标准 正 交 化 ，Di:=@iRi， 其 中 Ri 是 一 个 r x r JE 
y] — f RE EE, H Bi: S= Ri, Ajit = ОЗАО;. 

T ,是 带宽 为 + + 1 的 nr x nr ЖЕШ. 

如 果 dimX, =nr， 这 种 算法 是 可 行 的 《对 于 j= 1，…， 
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n 一 1，R; 是 正则 的 )。 如 果 初 始 向 量 {x:}! 使 得 对 于 所 有 的 Pp。 
EP,-1, k=1, s T, BPil(A)xr = 0。 那么 这 一 条 件 就 
能 满足 。 可 以 证 明 一 个 类 似 于 命题 1.35 的 结果 块 三 角 和 矩阵 有 
重 数 不 大 于 r 的 本 征 值 ， 进 而 ,不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 A 的 本 
征 值 的 重 数 不 大 于 。 

Be (и: STE A WAGER. A BUS AE 5] EE CA ERB) HE 
(m JT RIP OD 。 注 意 与 5.3 节 的 记号 的 区 别 。 假 设 

hii et Big eee 
设 工 是 指标 集 {i，i+*1，…，i+r 一 1Iy，P:= > ;. P;. 

Hjtang(p,, X,), 1 ET 的 估计 还 可 以 再 来 研究 收 S XE 
Ж. MPIC 1 ‚ ЖУ 

Bias 


y = 
i: 1*2; ET 


H Tu i-: >u, Н, seems з 中 所 引入 的 天 ;也 就 确定 了 . 

51381.38 如 困 r 个 向 BE Pr RICK, BA, 2⁄ = 
Qi, LC I, ЖЮ Ји CU, Bru, = qi. 

证 明 WED 可 以 写成 4= D рах, PU= Dd parte Рхь. 
wi 的 存在 性 与 唯一 性 由 {pxs}1 的 无 关 性 得 出 . 令 01:= (I-P)u, + 
ui -zpitvi Ag м, |. -tanü(g,, U1). Ü) 

5EJE 1.89 (Saad) 假设 {Px )i 是 无 关 的 ， 且 对 于 1E 工 = 
(i, itl, s+, i+r-1F Bici B Hier, BA, 


К; 
iang(g;, X,)-————z—tang(gi;, Us), » 1 EI. 
C,- i(y i) | 


证 明 Hue RATS =o + Z e Pun. FBX E 


Н и =qCA)u,(q € P ,- 1) би. Fu =q) + 
У ier Puy. 
(a) i= 1 Е 


С TARAHA sto cess ON CHI E KITE ФИИ" КЧ Per Se mam At к ылу Cc 


ras UL > qa pip itis i 
pena poate q? (Hı) 


TiBübBac 中 , -1 时 ， 右 端的 最 小 值 在 PE D. . :处 达到 。 令 


2 „лан TUN 


w= PAM: ЄХ, аз: mu Bim д 
f Tr 


ЖА, ЖР j> 1 
HN) —0;, 
EUG 10, 4.001] x 1. 


I- Р;)и | 
їап?29(ф.,Х,) < N= Pada ia = 
T1 [ru ^.^, рф) 


zz Ca Q1; - B1) EP u l. 


从 


`> — 


OM ogpPyalisia-Pulisle:-uii. 
y>1 + r + : 


== 


(b) i> 18083. 


现在 令 
| Win. thy 


jy B,:= 
Big oy? 55 70 Шу 


* 


ЖА, @:#:-Bi = yi. SE X. 
i-1 
pi(t):= pm C,-;(a;t—B;), 
j=1 


Hu =pi(4)U €X,, р; (ш;) = 0， 其 中 j=1, 2, 
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ee ec аас а анса е 


Bls 1, EU #E[—- 1,11 E IC,- (t) <1, 


AP iMate _ 


2 E 0 
Са. (а: 5:0 ji>1+r | Cl .( yj) 


T',0,M;—DB1—-1—2((H.,., - B) / (и, – 


РД 


pop; l3 


, 


1—1, 


(I— p) ul p; Gr Pu |: 
їап?ө(Фф;, х,)<1Ч-рои < istic j 152 
Pi [pi u l 之 ， pii) 


(n ou) ) ( > {рш ) / ctio 
=1 im i+r 


| Кф -u ii. [] 
Ci; iCy iD 

如 果 ” = 1， 上 述 的 界 就 简化 为 定 BB 1.34 WR. OCG, 
Х„) 至 少 减 小 得 像 I/C。-; (7 ,) 那 样 快 。 这 个 量 依赖 于 间 БЕ 
Ar -Airr。 在 许多 方面 ， 由 Lanczos 法 到 分 块 Lanczos 法 的 推 
广 相似 于 由 宪法 到 同时 迭代 法 的 推广 | 

在 Saad (19802) P, {Pr I Æ Arpi} i. ZG 
关 的 等 价 形式 给 出 ， 其 中 本 是 到 U 上 的 正 交 投影 ， 

以 一 个 类 似 于 命题 1.37 的 方法 ， 由 上 Ж tan6(9 ,，X,) 的 
估计 可 以 得 到 | - 0$ | Slp- of |a 的 收敛 速率 (参阅 
Saad, 19804) . 不 同和 的 带 近 可 在 Cullum 和 Donath (1974) = 
underwood (1975) 中 找到 . 

5.5 关于 非 Hermite 4g & 6j Arnoldi 方法 

我 们 现在 讨论 把 Lanczos 法 推广 到 非 Hermite ж 阵 的 一 种 
方法 。Lanczos 法 的 最 简单 的 推广 借助 于 Arnoldi 算法 (参阅 
Wilkinson, 1965) 它 是 由 Saad (19800) 提出 来 09. 

5.5.1 算法 

BROEIBX,-(x, Ax, A'^!x), fj Arnoldi 5:35 LH. 
ИЖ X. RARE Ж (vil. LHR, £, AE 
Hessenberg g H, = (h;)), G>j+ 18 hi; 0 XB 

(1) ui: =<x/] x ||: hii: = Ао, Аз: = |х |, 

(2) WF j=1, «+, п-1, Е 
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Tower = he Ea, аа эса Amis a ER ИЙ: А PHHEP SERS че cis WEB PEP SEIN NSS cr epe с = 


Xj: 7 ÁU; — S hv hiisi: = аа 125 
Uis1* =Xja1/ NX jerle- hi, зз: =vAvja15 ixj +1. 
如 果 对 于 j =], +, п-1, x;,i> 0, 于 对 于 所 有 的 PE 
Р„-1, р(А) х 0， 那么 这 种 算法 是 可 行 的 . 如 果 满 足 这 个 条 “ 
件 ， 互 ,就 是 不 可 约 的 Hessenberg HK : hisi j =0, j =], 
“+, п-1. Bik, WRAEK, BAS, 5H, 也 是 ， 
HH, 有 于 个 单 本 征 值 〈 习 题 1.48) ， 
5.5.2 XTlü-,29;1;B fli 
设 {%;}1 是 4 的 K 个 相 蜡 本 征 值 ，{P;}t 是 其 相应 的 谱 投 


影 。 如 果 4 是 可 对 角 化 的 ， 那 么 , 4 = У iub 县 命题 1.35. 
适用 于 Arnoldi 过 程 。 不 失 一 般 性 ， 在 本 节 其 余部 分 中 可 以 假 
设 A 的 N 个 本 征 值 是 单 的 . 
A( 或 H,) 的 本 征 值 按 递 减 排列 ， 我 们 假设 
| Аз |> Aal >> An) R Ар BÍ] > … > ||), 


pÍ" 是 4,=T,4 的 相应 于 和 1" 的 本 征 向 B. PU 是 谱 投影 . 
我 们 分 解 x = > TP x, OR pix 0, 定义 


Ї‹1-р)х\* 
LAL 


对 于 次 数 小 于 或 等 于 - 1 ， 满 足 p(X;) = 1 的 多 项 式 P, 在 
集合 { 和 ij 上 的 零 函数 的 逼近 次 数 是 : 


ef") =: min max|p(À;)| 
#«рР_, Ф { 
o CA )—1 
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《人 参阅 1orentz(1966) . 
定理 1.40 ”如果 A 是 可 对 角 化 的 且 P;x 志 0， 那么 ， 
对 于 9g ;= P x/] Pix]; AIA- rt p |<С;е{"). 
证 明 ”任意 一 个 4EX, 可 以 写成 ww =q(A)x, qe Pari. 
x = Pix + 2, Р;х, и =а(А;)Р;х+ > 4(А;)Р;х. 
Дый, ji 
对 于 使 得 p(X;) = 1 рЄ P.-1, A 


_— 1 am = у Pix 
[Pitts “7%, = UPA Тр - 


in luce uel Pax ne, 
ren, Iu 21.55 Р: POI, 


«max [pa DI ( Z IP xl, )/ Pul. E 


Ci 
CHR x 相对 于 Ф: 有 多 好 参见 图 1.8。ef") 随 n 增 大 
一 个 难题 。 除 某 些 特殊 形状 的 谱 ， AJ b ST EXPL SC VLA, 建 
立 既 准确 又 简单 的 ef") 的 界 是 不 容易 的 。 例 如 ， 利 用 定理 1.34 
94105, A PAM ae, 
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命题 1.41 假设 A 是 可 对 角 化 的 ， Нян, М> Àz 
> он, BBA, Ee K/C.. iQ. 


证 明 ”证明 类 似 于 定理 1.34 的 证 明 。 如 果 这 谱 位 于 复 平面 
的 一 条 直线 上 ， 那 么 类 似 的 结果 成 立 。 O 


EE 
€ m 


1.88 如 果 主 本 征 值 A. 4 III AI, i> 3, 
БЕНДЕ (Г) А А |71 (提示 ， 考虑 圆 盘 disk O, ||) 与 多 
项 式 p(z) = G/A,)'71). | 

更 一 般 地 ， 可 以 利用 椭圆 或 圆 域 ， 且 可 以 得 到 比 习 题 1.88 . 
更 准确 的 界 。 如 果 谱 是 拟 实 的 ， 那么， 其 结果 就 变 得 接近 于 命 
题 1.41 中 的 界 (参阅 Saad, 1980b) . 

5.5.3 收敛 性 

我 们 想 说 明 对 于 足够 大 的 n ,能够 用 ef" EE [А A17] 


Sid-pi?) 9 上 ;的 界 。 由 于 A 和 4 不 是 Hermite 阵 ， 这 就 使 得 我 
们 不 能 像 在 引 理 1.36 中 那样 利用 本 征 值 的 最 小 一 最 大 属性 。 设 
入 是 和 的 一 个 单 本 征 值 ， 引 用 引 理 1.31 中 的 记号 ， RNR 
ж „=(1— О)(‹А„-—-б,л1)71(1-0). EREA. 
引 理 1.42 ”给 定 和 4 的 本 征 元 入 ，9 ， 和 是 单 的 ,， RRO, 
E AARM, 那么 ， 对 于 足够 大 的 %， 存 在 4 的 本 征 元 hv， 
， 使 得 | 入 一 和 .| «cas, |o -92 «cas. 
WEB) 当 &. 足 够 小 时 ， 引 理 1.31 的 证 明 可 用 。 0 
ХРА а], 381] EG :起 着 条 件数 的 作用 。 只 要 逼近 问 
MRT ORAS, XN А Еф: Фф" 1.5620 И 
f. 
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Te цера EL VC Re Taree Hehe жезл ce EH кє сз кесле e oos 


习题 

1.89 当 4 是 大 型 的 非 对 称 和 矩阵 时 , 基于 Arnoldi 算法 ， 
提出 逼近 Ax = ЬО 07705. E |r Ar DT 一 致 有 界 
的 假设 下 ， PRE AE. 

1.90 设 xo 是 x* = A-ib 的 一 个 初始 估计 。 设 ro: =b- Axo 
及 x*: =X +Zz*, Kr: ={ro, Argo, А" Iro}. Нл. Az €? 
=r W 20" CK Bi z*, 其 中 zz, 是 在 K， 上 的 正 交 投影 。 证 


HHdist(z*, K,) = min |lp( А)2*|. 
Pe?,,P(0)71 


1.91 证 明 zx.(Ax(C)- р) = 0 00х09 CK, W x") 
=% +z("), Brt- =z*—z(n), | 
1.92 假设 4 是 可 对 角 化 的 ， 证 明 | 
dist(z*,K,)<k min max |P(A;)]. 
| T 


Ki 
p (0) 1 


gc) 


1.98 ”如果 和 的 本 征 值 是 实 的 且 是 正 的 ， 没入。 "СА, 
}& DA RRK) 。 证 明 
Алах Алт: п 


(а) _ Amar tAmin AN 
ë < c TE 其 中 7 Алаах 77 Amin ° 


5.5.4 一 个 实用 的 算法 

Saad (1979b, 1980b) 提出 用 不 完全 的 Arnoldi 算法 处 理 
大 型 的 非 Hermite 矩阵 。 当 人 们 用 重 正 交 化 时 ， 这 种 算法 是 稳 
定 的 ， 但 是 它 需 要 大 量 的 存储 。 在 第 二 篇 文章 中 Saad 已 设计 
出 几 个 不 完全 正 交 化 的 变形 ， 这 些 变形 部 分 地 克服 了 这 个 缺 
点 。 CEAR nÑ kit H, 的 右上 角 趋 于 零 为 基础 的 。 

在 相近 或 重 本 征 值 的 情形 下 ， 也 可 以 考虑 块 Arnoldi 算法 
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(r> 1). 
5.6 “和 斜 ” 投 影 法 
在 前 面 几 眉 中 ， 用 正 交 投 影 法 研究 了 (1.18) WER. Ч 
4 不 是 Hermite 阵 时 ， 也 可 以 考虑 非 正 交 的 (或 斜 的 ) 投影 . 
在 如 下 的 抽象 框架 中 可 将 这 个 问题 叙述 为 ， 给 定 两 个 子 空 间 
X. 5Y. РЕЖ], dimx, -dimY,, JH T HAY ll BRIE (1.18): 
求 МСС, 0= ., (1.21) 
使 得 4Ap .一 和 :pr 与 Ys, ЈЕ. 
(1.21》 是 (1.18) ЮРеігоу т (参阅 第 4 章 ) 。 


习题 
1.94 设 工 4 是 在 Y* 上 的 正 交 投影 . VA (1.19) 的 形式 与 
Hi 0.21), ЖФ, Жо, = (л) RRE X ERER 


投影 ， 假 设 : 
вир[|(л„{, )71]|;,<оо, 

1.95 RP, (或 Q， у 是 一 个 N x v ЖЕЕ, “BJ ШУ X. 
(或 Y。) 的 一 个 标准 正 交 基 。 在 这 个 基 下 写 出 (1.21) 。 

例 1.12 最 好 的 例子 是 由 不 完全 的 双 正 交 化 法 提供 的 
(Lanczos，1952) 。 在 这 种 方法 中 ， 给 定 x Sy, Be хну 
0 。 子 空间 是 里。 = {Z，AX， , A x} 5Y a = {y，4HY，…， 
(АН) "137}。 这 种 方法 选 代 地 计算 和 ,与 了 的 双 正 交 基 。 其 中 ， 
相应 (1.21) 中 的 zx"Azn 的 矩阵 具有 三 对 角形 式 。 作 为 三 对 
角 化 一 个 非 Hermite 矩阵 且 计 算 它 的 本 征 值 的 一 种 方法 ， 由 于 
它 的 不 稳定 性 ， 这 种 算法 已 经 被 忽视 了 很 长 时 间 。 尽管 如 此 ， 
这 个 事实 已 经 重新 被 考虑 了 (Parlett 和 Taylor，1981)， 当 结 
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合 预 处 理 技术 来 处 理 大 型 非 对 称 系统 时 ， 这 种 方法 是 有 用 的 。 
ТЕ Saad (1982а) 中 介绍 了 这 类 中 的 其 它 和 名 种 算法 ， 
5.7 X ARIETE 

从 1958 年 起 ， 物 理学 家 与 工程 技术 人 员 已 经 把 这 种 不 完全 
и Lanczos}: Hj FHermite 4p fe Can, Ble] бере Nachamkin, 
1969; Godunov] Propkopov, 1970) . 7: Paige (1971) 中 
首次 艇 了 数学 上 的 分 析 。Lanczos 法 可 分 块 Lanczos 法 的 界 是 
H Saad (1980a) 提出 的 ， 他 推广 了 Kaniel (1966) BYR. 在 
Parlett (1980a) 中 可 以 找到 关于 Lanczos 法 的 详尽 的 研究 ， 
往往 在 实际 中 ， 要 解 广义 本 征 值 问题 4x= 入 Bx， 其 中 4 与 吾 二 
HermiteE. B H|Beoelbu HJ. ӘУ f pH] Lanczos 法 ,需要 用 
Cholesky jj B = КНК, НЛТУ С = (КН) AR 1, XE 
Хх дї, BPE AERA, ИЛИ, Bees (Schwarz, 
1974) ， 逐 次 超 松弛 法 (Ruhe, 1974) , XY p(x) MAHESH 
度 优化 法 (Ruhe, 1977) 。 关 于 一 般 本 征 值 问题 的 Lanczos 法 
的 入 用， 读者 可 参阅 Parlett (1980a, 1981) 与 Scott(1981a). 

关于 非 对 称 问 题 ， 在 Saad (1980b) 中 把 不 完全 的 Arl ¿dl 
法 应 用 于 计算 本 征 元 ， 及 在 Saad (1981) m, MJ XA. 

证 明 的 附注 ， 我们 在 P.23 己 经 看 到 了 在 假定 (1.9) F, 
d ZH AFU 收 伍 ， 当 且 仅 当初 始 向 量 使 得 {Pxi}! 是 无 关 的 . 
让 我 们 进一步 假设 |u,| > jea, >>... ,| > [bea |=. Z= 
|y, Ho s=1, |, r, W Us (或 Ms) 是 由 {xi}i (或 


(9:310 张 成 的 子 空 间 。 显然 ，44Us 一 Ms，S=1 t, 
且 关 于 > 个 向 量 的 同时 迁 代 法 是 一 系列 具有 初始 子 室 间 套 的 
个 子 空间 述 代 法 。 在 M = MS, Ria EH {p:i n NS IE 


启 量 的 集合 。Q; 的 列 记 为 91,…，9r:。 Hilari) (di) Ck 一 co 
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eh ORM I rr 


BD. HEBXEX—TAUEZIUUÉU, Bii") =1 Bz{ ata, 
用 归纳 法 得 到 ， 存 在 一 个 r x r ENAERE. EOZ >Q, 
Herp, О: = (9,, +, 4,). 
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[p mA 泛 轩 分 析 基 础 : 基本 概念 


B| 


本 章 概述 了 泛 函 分 析 中 的 经 典 结 果 ， 这 些 结果 在 有 关 本 课 
程 的 任何 一 本 教科 书 中 都 能 找到 。 当 没有 提供 结果 的 证 明 时 ， 
读者 可 参阅 列 出 的 以 下 参考 书 ; Kato(1976), Yosida(1965), 
Taylor (1958) , 及 Dunford 和 Schwartz (1958, 1963). 

在 本 章 的 A 部 分 ， 我 们 介绍 复 Banach 空间 中 的 有 界线 性 算 
子 及 闭 线 性 算 子 的 某 些 性 质 。 在 B 部分， 我 们 引入 关于 闭 线性 
算 子 工 的 谱 理 论 ， 着 重 介 绍 在 一 个 具有 有 限 代 数 重 数 的 孤立 本 
征 值 的 邻 域内 ， 闭 线性 算 子 了 的 性 态 . 


Dil 


A. 有 界 算 子 及 闭 算 子 


1. | Banach 空间 和 Hilbert 空间 


下 面 的 理论 是 建立 任意 的 实 或 复 的 Banach 空 闻 X ( 即 完 备 
的 赋 范 向 量 空间 ) 。 当 范 数 是 由 内 积 引 出 ( 即 ，lzll: = Сас, х) 2) 
时 ， 就 得 到 一 个 Hilbert 空间 。 通 常 ， 字 母 X，Y 表 示 了 Banach 
空间 ; ФАН, уж Hilbert 空间 。 
1.1 Banach 空间 的 例子 | 

我 们 回忆 一 下 几 个 将 要 用 到 的 泛 函 空间 的 定义 。 

1.1.1 序列 空间 | 

ЯР 1<р< осо, 1 是 实 或 复 序列 x = {х}. es 的 集合 ， 
这 些 序列 使 得 lx := CI, Fa e 10 1 PREY БЫР. 
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Dil e | 为 范 数 ，12 是 Banach Sih], # 1 < p < q < оо, 
WHF x Єх < 101, 401? 是 19 HATZ. 1 
是 以 Yx]: =supi jxi| 为 范 数 的 全 部 有 界 序列 的 空间 。c 是 所 
有 收敛 于 0 的 序列 的 天 的 子 室 间 。e 是 所 有 收敛 序列 的 子 空 
B], cC c cl”, 

1.1.2 函数 空间 

ROE R" 中 的 有 界 开 集 . 

C (28) 是 定义 在 8 中 的 实 的 或 复 的 连续 函数 t >x CO TRES 
间 ， 其 范 数 是 

lxi: = sup Ix(t)]. 
én 


COO, 1)}#[0, 11 EA ESE p ZO RI, C1(0, DÆ, ILE 
具有 连续 导数 x“ 的 函数 x 的 空间 ， 其 范 数 为 
х1 = |z]. +I d. 
Xp 1 < p <оо, Lebesgue ях Ej L^ C Q ) ERRA RBH 
的 空间 ， 其 中 国 数 x 满 足 Wt ea, |x(t)| Lebesgue яу, 
AY 


А А 1 /P 
lx lp: ( | x(t) |'dt) , dt =dty-dtn 
Q 


为 范 数 . L° (Q) 是 本 性 有 界 的 复 或 实 国 数 类 且 以 
|x]. : =esssup|x(t)| =inf Ca; (D| <a, ЖОЛ, 
teo 


X Ab AR MILD. 
TERA еН. 显然 C(Q)CL CO). 
对 于 1 <р, к <оо, Sobolev Zz fi] w'>*(Q) ER Ek 8 
Rx 类 的 空间 ， 使 得 x 及 其 广义 偏 导数 Dix (其 阶 数 |s| : = 
X s Sk) BY L^CQO, 其 范 数 为 


88 


[xia pi = ( E Jive у”, 


其 中 
ө: 


D': = Srog eo * 


9,200) = 1200), KF Sobolev 包 合 定理 ， 例 如 可 在 
Ciarlet (1978) 中 找到 。 
1.2 Hilbert 空间 的 例子 
在 上 述 定 义 中 设 p = 2 。 对 应 的 范 数 是 由 下 面 的 内 积 引 出 
的 ， Е 
12: (x, у) 2: = E i-4XiNis х y Ci; 


L'(QOs (x, у): | x(DCOdt, x, Y€ LÀ 
O 
H*(Q)-7-W'S?(Q0)0. (X,Y) HR: 


= is .| D°x(t)D°y(t)dt, x, Y EHF. 
2 


2. 伴随 空间 
设 X 是 《上 的 Banach 2 |8], 
2.1 XX 


at X YE X bd ied, WK) ШӘР А OL YE 0, 
SM BO 
flax+By]= a flx]+ 8EY], x,»€x, 
а, BEC. 
f FR A E RAE S 35e ZXTERJ. 
区 的 伴随 空间 X* 是 X 上 的 所 有 有 界 半 线性 形式 的 空间 。 为 
了 同等 对 待 x 和 x*， 把 f[x] 表 示 为 《<f , x>; 这 是 € X* j x 
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| | ces erar othe аз . 
Ce Cr 


EX 的 数 积 ， 并 且 由 定义 可 知 它 对 于 了 是 线性 的 ， 而 对 于 x 则 
是 半 线 性 的 。 义 与 X* 的 范 数 ， 用 同样 的 记号 上 ,表示 之 。 以 
Ac,» _ 


J fit = sup = sup |f, x>] 
orsex [Х| (ВАТЫП 


为 范 数 ，X* 就 是 Banach 空间 。 由 中川 的 定义 即 可 得 出 Schwarz 
不 等 式 
К, «ТАХ. f EX*, x€ X. 
X* 的 伴随 空间 X** 仍 是 Banach 2 [8], XERRA, 24H 
仅 当 在 XX 与 XX** 之 间 通 过 一 个 保持 范 数 且 一 对 一 的 映射 ,使 
能 与 X ** 等 同 。 通 常 ，X 与 X** 的 一 个 子 空间 等 同 使 得 对 于 
Ж). 
例 2.1 X= С" x = (Ei) eon 02 B], X*2R 
+] =(e,),- .的 空间 。 数 积 
fim Уа: Ё = хну, 
і= 1 
这 是 内 积 ( 了 ,x ) (参阅 第 2.4 节 )， 并 且 X = X* 是 Hilbert 裤 间 . 
例 2.2 ЖТ1<р<о Нр! +9471 = 1, (1P)* 与 1 等 
同 ， 其 数 积 <f,x》: = E il fix i, 其 中 x={xziyvEt1e， f = 
[fija €0?, (С)*=С*=11, 
例 2.5 Xppricp-«coHp!rtq'-1,. (L'CQ)* 以 数 


Bagues fixi Ddt 5 L (QO) 4A. 
Q 


例 2.4 (C(a,b))*- BV(a,b) 是 适当 正规 化 的 所 有 有 界 
变 差 函数 空间 (参阅 Yosida, 1965, P. 119 , <f,x>= 


[ ary ww. 
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2.2 性 质 

在 Banach 空间 理论 中 ,基本 重要 的 是 Hahn-Banach 扩张 
XE PH, 

定理 2.1 在 X 中 定义 的 任何 有 界 半 线 性 形式 可 以 扩张 到 定 
义 在 X 上 的 有 界 半 线 性 形式 ， 且 其 范 数 不 增 . 

该 定理 的 证 明 见 Yosida (1965, P.106) 。 

我 们 将 需要 下 面 的 关于 “ 拟 正 交 ” 元 的 Riesz 引 理 . 

引 理 2.2 Мах НИИ], Мех. РЕЖ є. 
O<e<l, PEx. € X(8B|x,] = 1, Н 


dist(x,, M): -inf|x,— m||21— e. 
m e M 


者 dimM<co， 则 能 达到 dist(x.,，M)= 1. 
证 明 设 yEX-M。 Ижма, ЯШ 
dist(y, M) = infly— ml d > 0 
meM 


Mig FFE m, € M Ж |y т, |«d/Q 6). i E x,: = (y— 
m,)/|y-m ($Ñ Elx = 1 ， 且 对 于 m EM ， 


= 1 _m ly- 
lx. m= m, — |y - m, |m) 


|У 


"NE 


I» - т, || 


4; dimM< 一 co， 并 设 了 由 M 与 了 所 张 成 ， 则 我 们 可 应 用 上 面 结 
果 于 了 的 子 空间 M。 对 e =1/n, FE x, € YRS |x, |= 1H 
dist(x,, M) 之 1 一 1/n。 由 于 dimy<cc ， 故 存在 {x,} 的 子 序列 
WAX 1819151 = 1 Hdist(x,M)=1. O 

例 2.5 设 X 是 L0,1] 上 的 所 有 连续 函数 xx 使 得 x(0) = 0 


且 其 范 数 取 为 最 大 范 数 的 空间 。 并 设 M 是 所 有 使 得 | ха: 
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= 0 的 x 冬 X 的 子 集 。 我 们 考虑 和 中 的 单位 球面 上 不 存在 与 M 
距离 为 单位 长 的 点 的 情形 。 设 x1 E x. |5.1= 1, HHF x € 
M. |x,—-x|> 1. 对于》EX-MM, 令 


1 1 
@: = [s coat / | yat. 


则 对 于 每 个 >y CX-M, бх, - сус МА. 
1<[х,- (x -ay) |= lallyl, 


ree el f'n oar] 
对 于 lyli= 1， || yar| 可 以 任意 地 接近 1 。 因 此 ， 


1 
1<|| x (йат. | 
0 


然而 x1 (0) = 0, lxil 2 1, 但 由 x, 的 连续 性 得 到 矛盾 
Icon] 2. 
0 


推论 2.5 设 M 是 和 的 子 空间 ，dimM =m。 则 M 有 一 个 基 
xit. Ble 2 1 且 对 于 i= 1,…,m 及 任意 选取 的 数 @j， 
Alixi- E i. a;ix |> 1. 

”证 明 直接 应 用 引 理 2.2 即 可 得 证 。 Г] 

定理 2.4 设 M 是 X 的 闭 子 空间 ， 且 设 xo EX 而 不 属于 M， 

则 存在 了 EX* 使 得 
<f, xy = 1, (f,x>= 0, x C€ M; 
Ifl = 1/dist(xo, M). 

证 明 BM “由 MM 与 xo 所 张 成 ， 则 每 个 x € MM 具有 形式 x 

=Ëx ty,» CM. 5 由 x 确定 。 定义 在 M EM we f(x] = 


G2 


Ë SEER BEA УКИ: 1611/4, Be d: =dist(xo, М). 
3 £ = OM, 显然 有 界 ， 而 当 & = 0 时 ， 由 下 式 得 出 它 的 界 : 
1671 = (хо +£ lyiz d. 
ЕА. MFR е, 0< е <1, SEM’ 应 用 引 理 2.2，、 
则 存在 x CM’ 使 得 jxi = 1 H dist(x,M)2i-e. 对 这 个 x， 
1 —e<cdist(x,M) =dist(Exo +y, M) 
= {E|dist(x 9, М) = [Elds 
Вр 
ifix] > (1— e) ixl/d. 
Tee (fl=d' 。 这 个 于 可 以 扩张 到 X 且 保 持 范 数 不 变 。 显 然 
Нхо)= 工 且 对 于 7 EM, у= 0. i 
2.3 RUF 

D ME XWJ f ЛӘН. FAT MI: = (f X*; <f,x>= 0, 
对 任何 x € M} 是 X* 的 闭 于 空间 . 

设 M 和 NN 是 上 的 两 个 闭 子 空间 。 它们 蚌 互 补 子 空间 ， 当 
且 仅 当 和 = MON, ， 于 是 X* 有 分 解 X* =N1@M-. 
习题 

2.1 iEMC X, WHM E pum. 

2.2 RMAN JE X WARS H. #F + 28 BI. ub Bj X* = N1L@ 
M:, 

2.5 XX 的 每 个 有 限 维 子 空间 MM 有 补 子 空间 N。 Gea: 
dimM=1; 0 #xC€CM., WJ СХ», 《<f,Xx>=1 有 HN={E€ 
X; <f,y>= 0)). 

引 理 2.5 设 M 是 X 的 有 限 维 子 空间 ， 使 得 和 = MON, 其 
中 六 是 怀 的 财 子 空间 ， 则 六 + 是 伴随 空间 M*。 

证 明 设 {x,}7 是 M 的 基 。 对 于 j= 1,--,m, + 

Nj:= {Xi, Xini Kjai X8)ON, 
JN JERR CRABB WHA) Ez EN; 因此 ， 由 定理 2.4， 


# fE x € X* 使 得 
(xt x= 1, <x¥,x= 0, i=j 
lx] = 1/dist(x;,N;), 
H 
<х*, Уу = 0. YEN, 
BJ, x* CNI, (хў, =6ijs i, ja 1, =, m. 从 而 证 得 了 
{x*}" 是 无 关 的 . 现在 证 明 它 们 上 龙 N+ 的 基 。 对 于 任何 ff EN 


а;: =<f,x;> , J]=1,.,m. 


及 

g=f- Daxi. 

j=1 

pii 

cg, x, =<f, x>) - 2 lf, x; = 0, 

j=1 
1 = 1 ,7U,m, 

H 


Cg, y? = Q ‚ У < N. 

因此 ， 对 于 x C X, <, = 0; BIS = FZ7- a xi B dimN+ 
= m。 把 多 的 伴随 空间 X* 考 虑 为 Banach 空间 ， 由 于 dimM* = 
тН{х* үм} 是 无 关 的 ， 所 以 Nt 可 以 通过 映射 x*EN > 
xt E M*5M* [8], ЗМ = M*. LI 

Hot,axós-0;; i, 1-1, m, ŒX Ме Ж. 
(xt) HORN IBI M ASE {x;}? 的 伴随 基 ( 相 对 于 NN 的 伴随 基 ). 
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在 此 基 下 ，x EM 有 表示 式 x = ET. Š x, É i = Ox i= 
1 , ` Mm, 

例 2.6 WX = C(a,b). HAt., i1,:,m, tí =a, 
t= b 把 [a,b]j 分 成 m 一 1 个 区 间 。 设 M 是 天 的 [a,bJ 上 的 逐 段 
线性 孜 数 组 成 的 子 空 间 ， 而 每 个 函数 在 每 个 子 区 间 Dti, fiui 

(i= 1, =, m—-1) ELERE. Рі 1,1, m, We: 
是 逐 段 线性 函数 ， 它 在 1; 取 值 为 1 MERC At), isi, 
取 什 为 0，{e;}*? 是 M 的 基 。 伴随 基 是 由 {e1}7 组 成 ， 其 中 ei 是 
t SAR K. <x,eT> =x(t;)。 从 而 按照 基 {e:}7?，x EM 
有 表示 式 x = D T. X(ti)e,., 
习题 

2.4 #dimM<oo, Jl] (M*)t+=M. 

ШЖ, (МП X = M, MEME. 

2.4 Hilbert? [5] 49 Pj fx 

НС EW Hilbert 25 н), apf x,» CH, WR (x, 
y) 是 复 值 半 双 线 性 形式 〈 关 于 x 线性 及 关于 y 半 线性 ) 的 ， 
它 是 Hermite BJ, (x, y) = (У, х). ШАК, WF Tx 0, 5 
(х,х)> 0, disi el = (x, ЮЖ. 

在 Hilbert 空 间 理论 中 ， 又 一 个 基本 的 要 点 是 Riesz 表示 定 
H, 

定理 2.6 给 定 定义 在 Hilbert 空间 及 上 的 有 界 尘 线性 形 式 
f 。 存 在 唯一 确定 的 向 量 x; C Н 

<f, y>=(x,,y), WBCS y CH, 
E 
ШЕ ЕЛЕ 
反之 ， 任 何 一 个 向 量 x C H, 在 H 上 定义 了 一 个 有 界 的 半 线 性 
形式 f.: 
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(f.,y)= (х,у), 对 所 有 的 》EH 


Ifi = lad. 

天 于 证 上 明 ， 参 见 Yosida (1965, P.90). 

定理 2.6 建 立 了 于 * 与 昌之 间 的 保 范 的 一 对 一 的 对 应 f < 一 > 
x 。 于 是 H* 可 以 与 五 等 同 GR, H**-H*-H) , НАН 
反 的 。 可 以 认为 内 积 (х,у) 是 x EH* 与》 € H Z Bj Br E S 
的 数 积 的 一 种 特殊 情形 ， 

# (х,У)= 0 ，。， 则 我 们 说 x 与 了》 是 正 交 的 . 

对 于 理 的 每 个 闲 子 空间 M， 闻 空间 M+={y€E H, (х,у) = 
0 ， 对 放 中 的 任何 xj} 使 得 H = M@M*， 称 M+ 是 M 的 正 交 补 ， 
Н (М): = Мм (参阅 Kato, 1976, P.252), 为 了 区 别 任何 一 
^ ET H = MON EJES B H = M@M+， 对 于 后 者 我 们 用 
10250, Bi, H = MOMI. 
S 4idimM = in coo, ЗА SEMI 〈 不 必 是 标准 正 
交 ) 。M* 三 M 中 的 伴随 基 {xi}? 是 用 (Xx7，Xi)=6,; G, j= 
1,5, т) 来 定义 的 。{x;}7 与 {X77 形成 一 个 双 正 交 系 ，x! = 
x, (J= i, =, т), 24H. DOM x ЗЕ КИЕЗ. 

Banach 空间 中 基 的 概念 ， 我 们 未 予定 义 。 而 在 Hilbert Z= 
闻 中 ， 完 备 的 标准 正 交 族 起 到 标准 正 交 基 的 作用 ， 即 当 i Hob 
某 个 集合 时 ，， 族 {x;} 使 得 

(х,,х,)=б,, В x = DEX = Dd Gx,z,)xi . 


MR AEN OH. ДНЕВЕ, BETTE nj op HEI 
交 族 至 多 可 列 。 Aloe, ME ae Hop Ba Be BY HJ), МУ JH Sch -- 
midt 正 交 化 过 程 ， 均 可 构成 完备 的 标准 正 交 族 。 

例 2.7 1,560,1) 是 一 个 可 分 的 Hilbert 空间 。 集 {esjN 是 
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ТИШ ze dE. Hp, e,(t)= 1, e(t) =./2c0s(k-1)at, 
2,8,…， 及 0 去 1 所 1， 


3. Banach 空间 中 的 紧 集 


数值 逼近 法 的 分 析 很 大 程度 上 依赖 于 紧 性 。 由 于 空间 是 完 
备 的 ， 因 而 在 我 们 的 论述 中 可 作 某 些 简 化 ， 
3.1 定义 

iA}: Banach 空 H XAT. 4 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 4 的 
每 个 开 覆 益 有 有 限 子 覆盖 ;4 是 相对 紧 的 ， 当 且 仅 当 4 是 紧 
的 。A 和 A 是 列 紧 的 ， 当 和 且 仅 当中 的 每 个 序列 有 收 合子 序列 且 其 
el 车 对 所 有 的 二 0 ，4 有 直径 小 于 8 的 集合 的 有 
Ш 2, MAER CSS FB) . 

F Bi B= BEES TRY: 

(1) A 是 相对 紧 的 ，; 

(2) А ЈЕ; 

(3) AE IN. 
Hub. А9, CA НИХ A ВЕ И S WJ Y. Pr 
列 ， 且 其 极限 在 4 中 。 
3,2. —* j T 

我 们 将 多 次 利用 下 面 的 两 个 定理 : 

(1) ÆR” +, 5119 Borel-Lebesguesz i. 

АСВ" ЖИ, НАА. А 
限 维 空间 的 特征 ，Banach Zr 间 ХААНА, BARS 
它 的 单位 球 是 紧 的 。 

(2) Cla), Жүн QE RD p JF, A Ascoli 
—ArzelasE ZE, 

A CC(Q) 是 相对 紧 的 , 当 且 仅 当 任何 一 个 有 界 序 列 {x;}r 
C А}; 
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(1) 等 度 连 续 ， 
lim sup Ix, (t)- x (t”)| )= 0; 
8—0 iis ) 


dist(t,t/)«ó 


Gi 等 度 有 界 
sup sup |x,(t)| <, 
im] t eg 
定理 的 证 明 参 阅 Yosida (1965,P.85) . 
关于 Ascoli 一 Arzela 定 理 的 应 用 ， 我 们 引用 两 个 例子 : 
(1) Cl(a,b) 的 单位 球 是 C(a,p) 的 相对 紧 集 。 
(2) 设 Q 是 具有 “光滑 ”边界 的 民 " 的 有 界 开 集 .H*( 2) 
的 单位 球 是 工 2(& ) 的 相对 紧 集 (Rellich 定 理 ) . H°(Q) 的 单 
位 球 是 Ho ( Q ) 的 相对 紧 集 (S'—S) (Aubin, 1972, P.203 
给 出 了 证 明 ) . 
有 兴趣 的 读者 例如 可 在 Natanson (1964, Vol, 2, P.202) 
或 在 Yosida(1965, P.275) 中 找到 对 于 工 委 PP 二 cc PRL Z 
间 中 紧 集 的 特征 ， | 


4. 有 界线 性 算 子 
4.1 XX 
设 T 是 由 XX 到 Y 的 线性 算 子 , 其 中 ，X 与 Y 是 Я Banach 
空间 。 令 
DomT:={xEX; TxXEY} 是 TT 的 定义 域 ， 
ImT:={yEY; 在 DomT 中 存在 x 使 得 》=Tx} 是 DomT 
ET PRR, BARAT Hf, 
KerT: =(x€X; Tx= 0} 称 为 工 的 零 空间 ОЙМО. 
THAR, HHAH Т 1: =sup,,,.cosr] Tx]/ 15] 


< ОО, 
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习题 

2.5 证 明 | 

IT] =sup(|T<x|; xcDomT, Ix|- 1) 
=inf(a>0; |Tx|xa]x|. х ОоюшТн х) . 

@(Х,Ү) JE X #U Y 中 的 有 界线 性 算 子 空间 〈 即 DomT = 
X). BUTI =SUPogsex Tl] WHR, SxCgX,Y) 是 
Banachzgij,. X= YR, <(Х,Ү) id (X). 

TELK). T Нуу НИХ KerT={0}. ЕЈ 
WAT. 

例 2.8 BX=Y=Cla,b),. AZ BET K H (Kx)(s) 


= коз, Dadt 来 定义 ， 其 中 ， 核 K 在 [a,b] x a,b] 上 连续 . 
K 是 2(X) 中 的 有 界线 性 算 子 ， 它 的 范 数 是 


b 
i K | = sup ( max || KG, Dx Godt | / max ix Ct] ) 
a fe[s,b] 


O*xex^5se[a,b] 


*( max IK Gs, t)| ) (b—a)«c. 


5, ге [9,6 
Ne i pe 
~~ 一 


M 
积分 方程 Kx = y, 


b 
| K(s,t)x(t)dt=y(s), a<s<b, 


是 第 一 类 Fredholm 方程 。 积 分 方程 x-Kx= 7 是 第 二 类 的 
Fredholm 方 程 ， | 

例 2.9 如 果 不 引 起 混淆 ， 和 上 的 恒 等 算 子 就 记 为 1E 
儿 (X)。 例 如 ,第 二 类 Fredholm 方 程 可 写 为 Tx-y, HPT = 
l-K. О 
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例 2.10 设 和 = 工 :(0,2r) . BSE mM E Di pk (z; dz 
СЈАЕ У ВК. APT xC X, EM 


T _ 1 f?* x(0) 
x(0) fC) = -7— |, 1250-1590. 


TT 十 从 六 到 以 中 的 有 界线 性 算 子 。 天 征 Im7T 是 困难 的 . 对 于 某 
个 xEX，fE 以 表示 为 上 述 积分 的 一 个 简单 的 充分 条 件 是 ， 对 
于 jz 和 1 ，fE 过 是 连续 的 。 利 用 Cauchy 公式 
ар) | 
faz r T 
其 中 工 是 圆周 {tEC |4 21), St:se'*, 0<0=<2x, HB 


. 1 Í* fce») 
f(z) = on | __10, 


这 个 式 子 给 出 Tx= 了 ， 其 中 x(9)= fle’), 
定理 2.7 ТСХ). 极限 
r CT): -lim[T^]|! /* =їпї|Т* |1 /^ 
he " 


存在 。 称 这 个 极限 是 工 的 谱 半 径 。 

证 明 аһ: =log|T*!|. 必须 证 明 a,/k->b: =inf,a,/k, 
IT "ТАЈА У amir San +as。 对 于 一 个 固定 的 正 
WEN m, 2k:=mq+r, HH, q. r W É 0<r< mie 
Zr. Pot, а, <9а„ +а, В. 

a, /k=< (q/k)as + (1/к)а,. 
ЕЕ уют, Коо, а/һ->1/т. Ш, о ѕир, (а, /К) 
<an/m, т 80. 从而, ѕир,(а,/к) «b. 59—718, 
a,/k>b; 所 以 1jim inf,(a,/k)>b, L|] 

定理 2.7 表 明 ， 对 于 任何 正 整 数 K Р, ODD ТИК, фр 
别 地 ，rv(T) 反 jj 。 相 反 地 ， 可 以 在 X 上 构造 一 个 等 价 于 jj 
县 可 以 任意 地 接近 于 谱 半 径 r,(T) 的 范 数 上 "小 *。 这 个 范 数 依赖 
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TT. 
ewe > 0 。 确 定 Hu 
17% 1/8, (Т) +e. 
MEE xC X, Sr:=r,(T) Н. 
Ix]: = G tere tx +(r +e)h"3j Tx|| + 
vee TES] 


ABA | 

(r +e) THAS рар EGO 6057! - (r e TTi + 

see TET YT lvls 
Bp 

те, Т) |х| jx < M Ce, Т) xl. 
显然 
ИТ | = Cr + 2) TITE] tee + T x]| (ине) х]; 

Bp 


r<|lTie<r+e, 
我 们 称 使 得 rz(T) = 0 BJ KOT TERRES. 
012.11 在 X= C(a,D) 中 考虑 用 


(Kx)(s) =| kc, t)x(t)dt, axsxb, 


定义 的 Volterra 积分 算 子 、 其 中 核 k 是 连续 的 ，a<t，s<b. 
为 了 看 出 是 拟 等 零 的 ， 用 归纳 法 可 以 证 明 


-M Ë (b — a) * 
K*| <—-——=—,‚к>1, 
IIS р kei 


其 中 M =5ир,,,е„,ьу ks, ODl. 
5) 
2.6 证 上 明 ， 例 2.11 中 的 Volterra 算 子 的 定义 可 用 例 2.8 r= 
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: pt mm . 


给 出 的 形式 写 出 ， 其 中 ， RRB Kk 在 三 角形 asstss 和 8D 上 十 连 
ye, BMa<s<t<bityo. 

2.7 HT, UCLCX) 使 得 TU=UT。 证 明 ，ro(CUT) = 
ro(TU)<r,(T)r,U), #%FFUC <U (X,Y), TEL(Y,X), 
ОТТО, üFBjr; (UT) x r,CTU). 

2.8 利用 了 工 的 线 许 证 明 工 在 x = 0 连续 则 工 在 DomT 处 处 
连续 。 本 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 它 是 有 界 的 。 

2.9 uB] T C (X) WSS XMAS [Н]. 

2.10 #T:X->YERMEXLWRESA ST, i XE GER 
9525 a). 证 明 工 是 连续 的 。 

2.11 在 X=C(a,D) ЖЕ xe X >y C Y = TX 定义 的 
TT, TLEMI y Eu 

у= х, y(a)=y(b)= 0, 
А, Жул y ВИТР. 了 是 线性 的 吗 ? 证 明 


s u — b u 
y(s) =Í duf TOT E duf x(t)dt 


b 
y(s) -| k(s,t)x(t)dt, 


其 中 

(s—b)(t—a)/(b—a), axt<s, 

kG, D = Í 
(s—-a)(t—b)/(b—-a), s«txb, 


fd T € %(X). 

2.12 WTCÉ£(O,YO, 其 中 XX 和 Y 具 有 相同 的 有 限 维 
Ж. TU 入 在 ， 当 且 仅 当 ImT = Y. Æi sA, AX, Y 
是 无 限 维 时 虽 有 ImT = ҮТ. 

下 面 的 定理 给 出 了 在 某 种 条 件 下 ， 关 于 递 《1 ~ T) 的 存 
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Tj He WA E ЖАПА. 
定理 2.8 HT € Z (X) BEIT |< 1, WA, Im(1— T) = 


X, (1- T) fff EX LAF, Н 
(1- T)! Z1-T + T? vr t+ T^, (2.1) 


Hage LOX) Pies, HI- TMs- [Т]. 

证 明 AIT <1, SUR X = | TI Sr. AAT | < 
ITI 所 以 级 数 L. T* EL OO н у. JH RR 表示 它 的 极 
限 , RT= TR= 2 -Tt Alt, (1-Т)К=К(1-Т)=1, 
这 就 证 得 了 (2.1) 。 上 

称 等 式 (2.1) 是 (1- Т)! 8) Меитапп 3750. 

Xa xcBÉSERI—4T Y». HE x- T= у ух 可 表示 
为 级 数 

х=у+Ту+ Ty ++ . 
可 以 用 Picard ERIK BiH х, Picard AREA JE 
法 ， 
x =linx,, X = y, x, =TX,1+y, Kel. 


x, A Be Ж] T ЕЛА ЖИТ х. 


- «ATi > 
е = 1 Sari ko 0. 


>] 题 
2.13 证 明 积 分 方程 
1 
z(t) +0.1| e'^x(s)ds-1, 0<t=<1, 
0 


有 唯一 的 连续 解 。 给 出 一 种 在 C00.1) 上 按照 最 大 范 数 精确 到 
0.1 的 计算 逼近 解 的 算式 ， 
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2.14 考虑 例 2.11 中 的 Volterra 算 子 。 利 用 [K*]s M t (b 
—a)*/(k-1)1, WB 5КР (XO hlc y. 捧 导 出 第 二 类 
fy Volterra r£ 


x(s)- | кєз, t)x(t)dt =у($) 


对 于 C(a,b》 中 的 每 个 》， 在 C(a,b) 中 有 唯一 解 x 。 

作为 Hilbert 空 间 五 中 的 另 一 个 有 界 算 子 的 例子 ， 现 在 证 明 
Riesz 表示 定理 的 一 个 变形 ， 这 个 变形 称 A Lax—Milgram 5] 
理 。 在 椭圆 型 线性 偏 微 分 方程 理论 中 ， 它 是 一 个 有 用 的 工 上 县 . 
复数 z 的 实 部 记 为 和 Rez， 

定理 2.9 设 a(x,y) 是 定义 在 乘积 Hilbert 空间 H x HH 上 的 

BREE: 

MFA PHAR x, y, A lax, yl <Blix| 

强制 性 : 

对 于 互 中 的 所 有 的 x Ze a(x,x)z=a|x|2, a> 0. (2.3) 
那么 ， 存 在 唯一 确定 的 有 界 算 子 S:HOH, SHARES, 
wx, y EH 时 ， (х,у) =а(5х,у) Н 15 1=<1/0а, | S 1] 
=< В. ' 

证 明 EDERRA x Ж. 对 这 个 ， 存 在 x*， 
使 得 对 所 有 的 》EH 有 (х,у) =а(х*,у) 因为 0ED, 所 以 DD 
不 空 。 关 为 对 于 所 有 的 y， 若 z 售 得 a(z,y)=0， 则 由 0 = 
a(z, ,z)>a]z| z= 0 ， 所 以 由 x 唯一 地 确定 S xt. xxt 
定义 了 一 个 线性 算 子 S ， 其 定义 域 DomS =D, Sx=x*, X 

allSx)|?<Hea(Sx, Sx) - |(x, SD] < jx] Sx], 


| 
i 


y|; (2.2) 


则 
IS liec t/a, x €D. 
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Doi H BJ B] 子 空 间 . 设 x, € D, x =limx,. (Sx.) 起 一 个 
Cauchy | HARR t =limSx,, 于 是 a (Sx,, У) = (х, 
y)— (x, у), 从 而 又 有 a (Sx,, y)—>a(t,y). Hik, 
(x,y)=a(t,y), Wi Y x CDE Sx= +, 

IE dR D EX. 存在 zo CAPE z| = 0 H z ED}. 
考虑 定义 在 瓦 上 的 半 线 性 形式 了 EL]J= azo, и). lftull = 
la(zo, и) |< В (201101. ff 在 HH 上 是 有 界 的 。 由 定理 2.5， 
存在 z6 C 五 使 得 对 所 有 的 & C Hš Ea(z , и) = flu l]=(z;, 
u), 于 是 zi C DB Szj=zo. (AE 

а |z ?< eal(zo, zo) = 26020, 20) = 0， 
从 而 zo = 0 。 这 与 zo 关 0 矛盾。SXx= OMIM AMY CH, 
4 (х,у)=а($х, у)=0; В, у= 0. MUS EE. 
‘Laas. HFEA x C H, PEx 使 得 对 所 有 的 x CH, 
(x’, y)-ax,2). 因此，x -Sx/. Н S ЖН LAE 

|(S-1x, z) =]a(x,z)1=< Bil x] z || 
118 | S |< 8. Li 
4.2 FRET 

因为 | 

|< y,Tx>| <| у TAAST ix iol, 
ARF Y* PRAY, xey, To 是 在 X 上 有 界 的 半 线 
HEJER., MAMAE EXE у,Тх =‹2,х›, Hz 依赖 
Fy. Ale, REEI yz = T*y 定义 了 从 Y* 到 XX* 中 的 伴 
随 算 子 T*. | 

‹у, Tx»-«T*y, xo, x C X, y CY*. 
Banach 已 经 证 明了 下 面 的 性 质 : 

上 1T*i = [Т]. 

Кет(Т*)=(1тТ)+, REN 
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者 ImT 是 闭 的 ， 则 Im(T*) = (KerT)L( 闭 值 域 定理 ) , 

FXS X** 的 一 个 子 空间 等 同 ， 则 CT*)* 是 工 的 一 个 扩 
张 。 

以 上 这 些 的 证 明 ， 请 参阅 Kato (1976, рр.24, 154, 155 Ж 
234) . 

012.12 设 X= 芝 "具有 内 积 (x,?)=yax。 考 虑 基 {2zi 池 
Aoi. CIPRE (xi, у)=б,;, d, j= 1, +, 
т. {ЕЕЕ Ж Г, THX LWAMAT, НАЖ. K 

aij = (Txi, у)=у Тху, 1,‚] = 1,-5,m. 
ЕВЕ РТУ, EWART, FER SESE ШЭН AE 表示 的 。 
实际 上 ， 

(Т*у,, Xi) = Qj , Tx,) = (Tx,)Hyj = 

=y!Tx, = ai, " 

102.15 Ж Х=1° (а, b), 1=< p<, THE 


b 
(Tx)(s) = | kis, t)x(t)dt 
定义 的 积分 算 子 ， 其 中 Kk(s ，+ ) 使 得 


b 
| Ik(s, tldt<c, s€La,bl, 


b 
| |k(s, t)|ds<c’, t C[a,b] 


FERT T* FE X* = L (а,Ь) (p-1+9-1= 1) 上 是 有 界 的 。 
其 实 T* 是 具有 核 K* 的 积分 算 子 ， 核 K* 是 由 K*(s, t) = 
K(t, 5) CS, t C[a, bJ) 所 确定 的 。 这 可 由 下 式 得 到 ， 


b b 
< T*y, x> = < y, Tx» = | у‹з)аз | K(s,t)x(t) dt 
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b ____ b  ________ 
= | «codi K(s, t) y (s)ds. 
因此 
b b. 
SIDE K*(t,s)y(s)ds = | К (s,t) y(s)ds. 


502.14 《相对 于 一 个 强制 连续 的 半 双 线性 形式 的 伴随 算 
子 ) 设 半 双 线性 形式 a(x,》) 满 足 定理 2.9 的 条 件 (2.2) 及 (2.3)， 
县 设 工 三 区 ( 瓦 ). 用 下 式 定 义 相 对 于 a 的 工 的 伴随 算 子 T 
a(Tx, у) = а(х, Тху), х, YEH, 
现在 设 S 是 由 Lax-Milgram 定义 的 同 构 算 子 。 它 的 伴随 S* 使 
fo H'B BL х, У, A, a*CS*x, у) = (х,у), XX 
E, $ a*(x, Y): = aCy, х). {ШЕ ДТ” = (S-1TS)*= 
S*T+(S-1)*。 一 方面 ， | 
. a(Tx, ¥)=(S7'Ts, y -(x, (S71T)*y) ,. 
而 另 一 方面 
a (x, T*y) = CS^!x, Тху) = (x, (S 1)*T*y). 
Are} (S7*)*T*=(S 1T)*ET*=(S 1TS)*。 显而易见 S* = 
S*. 注意 到 当 伴 随 空 间 H* 按 同 构 1 与 HH 等 同时 ，TYX 是 工 的 伴 . 
EAT, XEFE I: H*— H, HPH a(x, Iy) = y[x], 
x ЄН, Y €CH*, T*=IT* REAK. BTA rj ТИ 
伴随 算 子 。 
习题 
2.15 设 工 EG 双 (X,Y)， 其 中 dimX 与 dimY 是 有 限 的 。 
证 明 ImT = (Ker(T*))+, KerT =(Im(T*))+, H Im(T*) = 
(KerT)+, #dimx=dimy, MImT =Y, Н/У 34 T * 8 W. 
2.16 @#TECLCH), WIT*TI=(TI?. 
107 


^ cet Air pP AIRE, i: mos a ot ente Él Hr E URGERE ai hii cam e cadere Hr hotly n SUR Rn 


ÆHilbert Z HHP, T CSZ(H ERM, 4 E DURS T* T 
=ТТ*; Giese, MEHEGA T*- 工 。 当 工 是 自 伴 的 时 候 ， 
XF CH, (Tx, x) Ж. BMS x CH GR 0 xc 
H), (Tx, x)20 (>20), ТЖЕ (Е) 定 的 . 

命题 2.10 d; T CÓ CHOJEB fEBUIEXIEXRBU, Wr, (Т) = 
ITI. 

证 明 我 们 由 证 明 ET" = 171", n-22", m-21,2,-- 
着 于 。 为 此 ， 首 先 假设 工 是 自 伴 的 。 利 用 iT*T = | TI? (习题 
2.16) , EIT? = 1712, ия, XpT п=2",т= 1,2, 
ST, WRT" |= IT], BRT BRIER, Т"? 


b n 


(CT")*T'l, B(T")*T"=(T*T)"', RP T*T ЖАГ. 
Xf IOEPTn-2"H|T'l-Q]T]'. хи 
r CT) slim T" |t" =lim |T"|1/* Tl. D 
nen t = on 


marj 


4.3 KF 

定义 TC<(X, YOAURIIE EDU X rh BJ fin ARE 
的 象 是 了 中 的 相对 紧 集 。 等 价 地 ，T CS (X, YOJAEKB, М 
且 仅 当头 的 任何 有 界 序列 {xn jn WA (Tx, Y 3E Y Hi 58 W S TE 
列 。 

例 2.15 设 TE2Z(CX,Y) 满 足 dim(ImT)<co. H Borel- 
Jebesgue 定理 ， 了 是 紧 的 。 

例 2.16 根据 Ascoli-Arzela 定 理 ， 具有 例 2.8 所 定义 的 连 
ZU k 的 积分 算 子 是 紧 的 ; 设 B 是 C(a，5b ) 的 单位 球 。 对 于 
x EB, lTx|x M(Cb — а)! х1, 于 是 TB 是 等 度 有 界 的 。 由 
Schwarz 不 等 式 ， 


b 
(Tx) (s1) = (Tx) (s,)|2 < (| [K (81,0) 


_ K(s;,t)|2ds) 。 (| iolra) 
7 是 等 度 连续 的 ; Bn 


lim sup ' |(Tx)(s,)-(Tx)(s,)|= 0 关于 x C B 
079 |si -s| <ó 
л, UAT BAEC Ces HERA ВЮ. 


5582.17. 当 Q 有 一 个 ， Jem "i ДЫ. fEC(a, Б) 
BC (a,b AMUN EH (Q )HR НСО) (G^ s) 的 单 射 
Mic BAF. XXBJIH3.2 8 pr ВУ FP 19 iH 

对 于 紧 算 子 ， 下 面 的 性 质 成 立 : 

C1) £COX,Y YS BS BUE IR CT EB I SE GSC CX , YO 
у pir ss t. 

(2) RFRFSARASHRR AAR, MSRM 
EER. 

(8) 紧 算 子 的 伴随 算 子 仍 是 紧 算 子 。 
其 证 明 可 参阅 Kato (1976, pp.158—159). 


>J Яй 

2.17 证 明 ， 若 X=1: H (а i) Ж-Е, WE 
а: = DP - la, i 12 «oo, WHF 2 |у: 12 «oo, УНУ, = 
21-1003, і= 1 ,2,.…， 定 义 了 X 到 其 自身 的 一 个 紧 线 性 
WET, »-TxHiüTi«e/. (提示 : 考虑 一 个 对 角子 列 ) 
4.4 有 限 秩 的 有 界 算 于 

TCELX, YO 是 有 限 秩 的 ， 当 有 目 仅 当 秩 T: =dim(ImT) 
= m < , 

假设 TE (Хх) B dim(ImT)= m, M = ImT# T FRA 
变 的 ; Bl, TMCM. Rix) T RMA, H(xi JT JE M* н) 
佳 随 基 。 设 Tw 表示 工 在 子 空间 M 上 的 限制 : 
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1 A oore igy тг (al Iu S AO TU MASON p i e Ec o M S p SEA: НАНЕ: CR АДА E Ra 


x cM oS TXEM. 
在 基 {xi YES GTYT TS Тавре 

t,; =<Txj, xi), і, J= 1, c+, m 
表示 。T 的 迹 用 Tvw WOKEN, DRY (i) 的 迹 来 定 
x: 


习题 


2.18 ЕН BTEC LOX, YBRARKH, WER. 
2.19 设 {Tr}n BLOX, YO 中 有 限 秩 算 子 的 序列 ， 满 足 
IT-T. 0. 证 明 T 是 紧 的 而 未 必 是 有 限 秩 的 。〈 提 示 : 考 
BAHATI | 
2.20 X=Y, ACLCX). 证 明 车 T € Z( X): 8 Ë 
秩 的 ， 则 TA4 及 4T 也 是 有 限 秩 的 。 HES trTA=trAT, 
2.21 证 明 trT 与 M 中 的 基 {xT WRX. 
4.5 投影 
有 界 算 子 PE 训 (XX) 是 一 个 投影 ， 当 且 仅 当 P? = 已 。 相 应 
于 P 有 分 解 ， 
X - MON, HHM: =PX=Ker(1—-P), K 
N:=KerP=(1-P)X. | 
一 将 X 沿 N 投 影 到 ME 上 ，1L — P 是 沿 M 在 N 上 的 投影 : 
(1-P)?=1-P-P+P?=1-P. 
M-3NEXH MATAR, HOR E 1 — P Ej P ñj 2 SA. М 
之 ， 分 解 X = MON JW ЧЕНЕ X Y W N # M E W: 5 
UP J y L PEE EBBE, S AR S S Kato (1976, 
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P。167) 。] 此 外 ， 给 定 和 的 财 子 空间 M， 存 在 从 X 到 M 上 的 投 
影 ， 当 且 仅 当 存 在 和 X 上 的 闭 子 空间 六 使 得 和 = MG N. 
习题 
2.22 证 明 投 影 忆 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 dim(ImP)<cc 。 
2.23 证 明 沿 入 在 M 上 的 投影 P 的 伴随 P* 是 X* 中 的 投影 ， 
满足 M*: = P*X*=Ker (1 — P*) -(Im(1- P)):=N+ 及 
N*: =(1 — P*)X* =Ker(P*) =(ImP)+=M?, 
2,24 WEH #202 - 1) + 0, (21— P)! —-C1/2)1 
+[1/z(z-1)]P. 
设 M 是 Hilbert SAN B HTB. OH = MOOM: ж 
义 了 沿 ML 在 M 上 的 正 交 投影 Puwr。 
命题 2.11 正 交 投影 是 自 伴 的 且 非 负 定 的 ， 
证 明 对 于 
x,y CH, (Pyx, y) = CPyx, Рму+ Pu, y) = 
(Pux, Puy)= (Pix + Pysx, Рму) = (х, Puy?) 


H. 
(Pux, x) = (Pyx, Pyx+ Pytx) = (Рух, Pux) 
= 1Рмх22>2 0, x CH. С] 
习题 
2.25 证明 |(1 —-P,0xli-dist( x, MO, RB T EX 
x ЄН, dist(x , M) : =min| x — y |. | 
ye M 


2.26 在 Hilbert 空 间 中 ， 也 可 以 考虑 斜 的 〈 即 非 正 交 的 ) 
投影 。 证 明 对 于 这 样 的 投影 ， 若 P 才 0 ， 则 | 上 Pll 宇 1 县 Pl= 
1 ， 当 且 仅 当 P 了 是 一 个 正 交 投影 . 

例 2.18 《相对 于 强制 连续 的 半 双 线性 形式 的 投影 算 子 》 
设 a(x,y):HxH- 一 >《 是 满足 (2.2) K (2.3) 的 半 双 
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erent еве HR E tp + ЧА «ЭЛИНИН: AB CERE 


REER. W VR HJ 2]. Sw: = (x C H; alx, 
y) = 0 XIPEB»CV). a, OXT Vif sul EE Zh V 
nw-[(0)-Vinwt. MILH = V@W 。 沿 W 在 V 上 的 投影 
m° 是 相对 于 a (G, O 在 V 上 的 投影 ， 也 称 这 个 投影 为 从 瑟 到 
V 上 的 投影 (或 椭圆 投影 ) 。 它 是 用 

a((1—mw°)x,y)= 0， 对 于 所 有 的 EV Kx EH 来 
表征 的 。 

Жолу ЖЇН РН = VOVEV EWER. HTE 
> EH, TED 


a(ci-m )x, (1-л) х) = a ((1 — m° )x, (T — — лү) xX). 
үү — v. ee eee oo), 
因此 a 


a C1 —x°)x|?<Rea((1 —m°)x , (1 — m°) x) 
<|а((1—х°)х,(1-ху)х)|<В8|(1 -х°)ух|||(1- ay) 
х ||. 

这 证 明了 对 于 互 中 的 所 有 的 x， 
IC1-z)x|x(B/a)dist( x , V). 

ж, MEAP, A алх, m°x)= @ (X, л°х), 
JtfEH E RIF (2.22 902.3), EM UEBH I z 1| 8/a RAV AR 
的 常数 。 相 对 于 范 数 a (C, OREERT n 是 使 得 

а(х, (1 —msX)y)= 0， 对 于 所 有 的 x EV 及 CH. 
如 果 a 是 Hermite W, HME, CH, #a¿(x,y)= 
а (у, x), WA, BUT XEH LEMS TE, a (х, x) Salix’. 
a (。，*) 定 义 了 H 上 的 一 个 内 积 (*，*)。, 其 相应 WBE, 
HPHP x, |jz|, = MV a(x, x) . BR, m° = x°", 投影 a 
是 在 了 Y 上 的 投影 ， 它 关于 内 积 ('，“")。 是 正 交 的 : 

ICL — meala =min| x 一 Vio, SHAW x CH. 
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5. EXIT mg Z (8) 8% al Pot 


P, QAQ 上 Banach 空 间 X 或 Hilbert 空间 昌 的 一 对 闭 
子 空间 上 的 投影 。M : = PX, N: =.QX。 如 果 P* 与 Q* 是 件 
RAPER. AG A 
M*: -im(P*)-i(1-— POX)* K 
№: «Im(Q*)-[(1- Qo X +, 
5.1 Hilbert c 18] + 62 J 8 
MAIN AE Hilbert 至 间 互 的 闵 子 空间 。 
ЖР, OR) REM, NEWER. M5 NZ B] BJ s) 
辽 СЎЛ) JJ: | 
O(M,N): тах О)х||, зир 11 - Poel) 
W xü == } 


М xu = 1 = 


шї 
@(M,N) = max (up dist(x,N), sup dist(x, M) 


X «M MeN 
Hx ied ix га 1 


-max(|P-Q»)P], \(Р- 0) 01) =|\Р- 0. 
在 有 限 维 空间 中 ， 我 们 可 以 解释 @(M，N ) 的 几何 含义 : 
| @(M,N)=sin 0, 
Кин Ө 是 超 平面 M 与 X 之 问 的 锐角 。 人 参见 图 2.1 


3P — Q| <1, WjdimM =dimN(S2— Nagy, 1946/47). 
DOF ARI. 车 P HO! 是 使 得 Тар’ М, ImQ’=N 
Mae, MIP- Q| <l P'—- Q| (Kato, 1976, P.58) 
5.2 Banach 空间 中 的 投影 

MEMAN Banach 5 X BB T ox. 

设 
6(M,N):= sup dist(x, N)<||(P-@Q)P 
ae 1 | 
SCM, N) tafe Zh dist(x, No)«0lxl. x C M, 60 的 最 小 数 
ð. dist(x, №) <|х1; 因此 ，6 反 1 .注意 (COM,N) 关 6(N， 
M). 

M Ej N Z 1) AY Bj B JP: 

ӨСМ, №): =max( ó (M, №), 6(N,M)). 

引 理 2.12 #dimn<ofdimmM>dimn, Wx € M 
使 得 dist(x, N) =|х|> 0; 从 而 6 (M,N)=1. 

证 明 在 Banach 空间 中 ， 这 个 引 理 是 不 明显 的 (参阅 
Kato, 1976, P.199) ; 在 Hilbert 空 间 中 ， 仅 考虑 x 到 N 上 的 
正 交 投影 。 1 

命题 2.15 O(M, N) & FRAME: 

Ci) @(M,N)<max(||(P-Q) P |, licP — Q) QI). 

(11) 6(M,N)=0(M*,N*), 

现 假设 dimN<co。 则 有 以 下 的 附加 人 性质 ， 

(111) 6(M, N) <1 ġġ dimM <dimN, 

(iV) @(M,N)<#8# dimM = dimN. 

(V) dimM =біт№ сМ, MO«OÓCM,N)D/[1- 6(M, 


|. 


N )]. | 
证 明 (1) 5 Gi) 容易 证 时 。 Gii) 是 引 理 2.12 的 推 - 
Be. ЖАКЕНИН ЩЩ CGV) . (V) Е HB Z [g Kato (1958, ` 
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P.265). Li 

命题 2.14 |P-O||< 1 08. dimM =dimN. 

iE RY 8] Kato (1976, PP.33%156). 

推论 2.15 РОГ) К, £ ESE {КТ A: Q С 的 
连通 域内 变化 的 参数 上 . 则 dim P CÓ X) ERR. 

证 明 t >dim( P (t) X) ИНТЕ МНИ t ES. 
B GERB. 0 

(B UE XC ËJ ph И fü: X = MON=M’ON, T rE M= 
М”. 

引 理 2.16 БР CRP’) ЖМЕМ (RM) 上 的 投影 . 


# 
a:=||1-P/’\I6(M,M’)<1, 
p 
| P - P'lx|P'lla/(1—a). 
证 明 设 
d:= sup |x- P'x|. 


H *1=1 

Rd >6(M.M)RXEM, |х|= 1. FE yC M “使 得 |x || 
<6, 

lx- Рх = |01 — P')Xx—y)|i < | 1 — Plo. 
于 是 

4<11 一 了 6， 对 所 有 的 6>6(M,M’) fS 

d <| 1 -—P’||6(M,M’)=a, 
由 假设 4 过 ea 二 1。 对 M 中 所 有 的 z，jz —P'zld|zi B P 
=P’P, 于 是 对 XX 中 的 任意 +t， 

|Ptl«lPt- P^Ptl| +i P Pts dl] Pti - |[P' t|, 

从 而 得 到 
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[Pre ip! tje tora. 


|Pt-P't|is|Pr- Р/Р d IP t| 7 ДР ts 


SLATE 


6. 闭 线 性 算 子 


为 了 用 于 微分 方程 ， 海 虑 无 界线 性 算 子 大 必要 的 。 其 中 重 
有 要 章 一 类 具有 有 这样 的 性 质 ， 它 在 某 些 方面 补偿 了 连续 性 前 多 
Wk. FAX DIY WARES Tet TENER] OT ARG CT OR 
表示 ,G(T) 定 义 于 XXY, BGCT):={(x%,Tx); x€ DomrT}. 
6.1 定义 
TT 是 闭 的 ， 当 且 仅 当 它 的 图 象 G(T ) 蚌 具有 乘积 空间 拓 村 
的 X x 中 的 闭 集 ， TEX x Y 238396 AR SEXO, Уху = 
(x2 2042. ALM EA. Ald, KULERE 
XE OX Xx Y)*=X*xY*, 

Y OX,YOJEM x Sl Y PR MB Fame. YX = Y n, 
V X, X)yiG)x%(X). TC %(X, YO, SERWERY 
xn С Dx, > x HTx.», WAx C DETz= y. 

例 2.19 ISe X = C(0, D. рь C1(0, DÆ x EX 的 
导数 x 在 C(0，1) 中 的 集合 ， 设 工 是 由 x > Tx-x'(Ox € D) E 
义 的 线性 算 子 ， 其 定义 域 为 也 。 如 果 XK(t) = t", x(t) =nt 7], 

Allxl=1, B. |x [|= n .TT 是 无 界 的 ,但 却 是 闭 算 子 。 设 
x, C DUE x, > x ATH, > y, Axiom v. HBR Sx. x 


-与 一 致 收 伍 zf 一 > 证 得 x Ср. х' = у, 
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容易 证 明 下 面 两 条 性 质 ， ' 

C1) 其 有 定义 域 D CX 的 有 界 算 子 T 是 闭 的 ， 当 上 且 仅 当 
D 是 闭 的 。 RBH, LOX, YICC(X,Y). 
(2) ШЕТ 0, THM, 4 BD T EAK. 

以 上 两 个 性 质 表 明了 其 道 在 S (X) 中 的 无 界 算 子 自身 是 
闭 的 。 这 种 情形 常 出 现在 数学 物理 的 许多 微分 算 子 中 . 

例 2.20 х= C(a，b)。 了 是 xEX 的 集合 ， 使 得 二 阶 
5S3 x" EC (a, b) PH x(a)=x(b)= 0 。 考 虑 定义 域 为 卫 的 
微分 算 子 Ti ， 它 由 x € Dex" E S. T, 是 在 习题 2.11 中 所 定 
又 的 积分 算 子 了 的 道 : T,Tx= x, X CXBTT x= x, XE 
D. 

例 2.21 设 X= Cla, b), DERN x GX 的 集合 , 使 
得 x ,x”EX 有 xla)= 1, х'(а)= 工 。 考 虑 初 值 癌 题 

x"(s) +а, (5)х' 7(s)+a,(s)x(s)=y(s), ac s=< b, 
х' (а) = х(а) = 1, 
及 其 相应 的 微分 算 子 
T: x € Dx" +a, x' 十 G2X。 


S Hx G)-zG), 假设 x 类 一 个 解 ， 那 么 


| 20а =x! a0 - 1, 
f auf zoa =x(s)— 1 — (5-а). 


最 后 一 个 积分 取 形 式 | (Оа | da = | (s—t)z(t)dt. 在 方 
Rear, fy ERX, x', x", BRL 


z(s) +a, Cs) ( 1 +| zar ) +a, (s) ( 1-s-a 
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X Xk Cs, 1) = —a(s)—a,(s)(s—t), zu(s)=y(s)—a, (s) 
—a(s)—a,(s)(s—a), 得 到 zCs) 一 | kG.DzCDdt= ws). 
于 是 ，z(s) =x*(s) 是 第 二 类 Volterra 积分 方程 的 解 . TAH 
RAD, HBT 在 X 上 是 有 界 的 ，T MC (X), MATES 
CCX). 

MASTS REIS, SEAR p p> 2 ) 阶 线性 常 微 
分 方程 的 边 值 问题 ， 

[:G0]1C(D : ag (t)x(?)(t) жа; lt) (271) (1) b + 
a, (t)z(t)=f(t), 
a=zt=b, 

EC ао, a, a Ú, f Æla, b] EER, [a,b] Eat) 
X0, HE PRM WE p 次 齐 次 线性 边界 条 件 


p-1 


in (x): = У faix (а) +b: 4x6) )] = 0, k=1,.",p, 
i = 0 | 
Ha;,5b;, 3c ag ex SER dE. BEXT), x10, 


x(b), x 070 (b) 的 线性 形式 CL) ЖЯ. 
i DAL (a,b) rh BS BT £ XE x MS Bcc! 
(a,b), x?) CL (a, bB 400-0, k-1,:, P. £H 
C (x) 
(2,') = { 
I (x)= 0, k=1,°",D, 
是 相应 于 定义 在 X = La，b) 上 的 微分 算 子 T， 其 定义 域 为 
D, Hx C Die Tx =2(x), 
定义 组 (9,101,088 Green MRE kac s, t < b rx 
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义 的 函数 g(t，s )， 且 使 得 
(i) g(t，s) 是 连续 的 且 对 于 a < s 过 5 关于 上 有 直到 
p — 2 阶 的 连续 偏 导数 。 
Cii) (oP 1/ot° 1)p(t, DEt = s 有 间断 ， 使 得 


o? ! | Q^ ^1 
ori C5 OO] n are 9C |, = TG 


s 


(iii) 在 每 一 个 区 间 Га, SECs, DIA, Hi t eg) 
=g(t，s) 是 方程 c(g,) = 0 的 解 。 

GV) MTERMEW 5, a< s< b, g(t, 5) 满足 边 
061,000) = 0, k= 1, p. 

定义 

(Ру) = ( 
l (x)= 0, к= 1,0, P, 

是 相应 于 (5,1;) 的 齐 次 问题 。 | 

命题 2.17 如 果 (P。) 仅 有 解 x = 0, ЖА 存在 唯一 的 Green 
ig, s). 

证 明 Ex, wees хь Ж (x)= 0 的 p 个 线性 无 关 的 解 。 
由 于 《〈iii)， 对 于 一 个 固定 的 s ，a 去 s 过 5，g(t，s) W 
满足 


p 
g, (t) = > а,х (t), a=< t< s, 


i=1 
p 

g:(t)= У) Bix, (t), S<t <b, 
i*i . 


а, 78:55 s HAR. HET 9. CO KEKR p — 2 阶 导 数 在 
t = s 的 连续 性 ， 又 由 于 (ii) , £8 
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pe hi ne AR ET EE EAE he TE OE RDUM hm ee neu m a с 


p 
S (В, (5) ~ а, (5))х11) (8) = 0, j20,--,p- 2, 


i=l 


P 
> (В,(5)—а,($))х(?71)(5) = 


і =1 


ag CS) ° 


4 y (s): =B,(s)—a,(s), i=1,-, p, BHB p xp 方程 组 


p 
Уу, GxÜ))(s)20, ј= O,,p- 2, 


i=] 


P 
. (p-1) =. 1 __ 
ЖУ, GG (s) a(S)" 


它 的 行列 式 是 Wronsky 行 列 式 W (xi1,… Xp 4E t =s 处 的 值 ， 
这 个 值 是 非 堆 的。 因此， 对 于 每 个 s，a 委 和 bb， 上 述 组 性 


方程 组 唯一 地 确定 了 pAr. BE, RNR d 
(iv) 确定 B.C а, (5) = В, (5) -р, (5). RABAH 


Р Р Р -1 
У В, la (х,) = Уу, ( X aux; (а)), k=1,+,p. 
i=} i=1 120 | 
这 个 方程 组 的 行列 式 是 det („(х,)), i, k=1,…, р, AWE 
X {{,} 2897251, Pre det( {i Or, DFAE. 从 而 唯一 地 确 
4E SRM alt, s). L 


2m 
2.27 ТЕ[0, 1] E 8 #8 x" (t), x(0)=x(1) = 0 。 证 明 
Green pk X 


(s- Dt, t <s, 
g(t, 5) = { 
(t-1)s, t> s. 
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2.28 对 于 [0，1] 上 的 xy(t) 5i x(0)= x! (1); a(t, s) 
是 唯一 确定 的 ， 例如 ， HEAR, in Ж B2(s) = 0, 
~t, ts, 


g(t, s) = Í 
~S, 1 S, 


2.29 证明 对 于 [0， 1] 上 的 x (t),，x(0)=x’(0),，x(1) = 
-x (1), 


S(t+1)(s~2), t<s, 
act, o4 


iGtnDG-2, t» 5s. 


借助 于 下 述 边 值 问题 的 解决 可 以 充分 地 评价 Green 函数 的 
(P)=[-(x) = f, (3250, k = 1, , pj. 
定理 2.18 Balt, s) 是 相应 于 边 值 问 题 〈《P) 的 Green 
PREX, C BJ AR x H 


b 
ы g(t, s)f(s)ds, a < t <b 


ЭЩ. 
证 明 留 给 读者 . | 
定理 2.18 证 实 了 在 命题 2.17 的 条 件 下 ， 微 分 算 子 有 逆 算 子 
工 - =4。4 是 Fredholm 积 分 算 子 ， 它 的 核 是 Green 画 数 。 在 
C (0，b) 中 ，4 是 有 界 的 ， 因 此 了 是 闭 的 ， 
在 例 2.21 中 ， 已 经 给 出 了 初 值 问题 的 Green 函数 ， 在 其 有 
齐 次 边界 条 件 的 偏 微 分 方程 的 情形 下 ，Green 通 数 还 可 以 作为 
一 个 等 价 的 积分 方 程 的 核 引 入 [参阅 Courantant Hilbert 
《1953，Vol.I，PP.363 一 394) zkGarabedian(1967)]. 
正如 我 们 所 看 到 的 ， 定 义 域 为 XX 的 有 界 算 子 是 闭 的 。 下 面 
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的 闭 图 象 定 理 是 一 个 道 定 理 。 
闭 图 象 定 理 定义 域 为 XX 的 从 处 到 Y 的 闭 算 子 是 有 界 的 ， 
关于 证 明 可 参阅 Kato (1976, Р.166) . 


习题 | 
2.80 WTC(X, YO, HipImT- Y, # TOPE, 
WT !czcO,x». 
6.2 Bg X | 
BTCOX, YO, ЖЯ Жр. Ҹа T DES BR do & 
lllo: = [хЇх  lTxlly, 24x € DIE , HIP TRO BE, RH Banach. 
SHD. Hi, TJEALDSDCPRUSIT lC 1 的 有 界 算 子 . 
依据 这 个 观点 ， 这 时 可 以 把 微分 算 子 看 作 定 义 域 为 DD 的 无 界 算 
子 或 在 D 上 定义 的 有 界 算 子 . 


习题 


2.31 考虑 由 
(Tx)(t) 2x"Ct) tx’ (D) t t?x(t), Oxtxl, 

定义 的 微分 算 子 ， 其 定义 域 D =C2(0,1) 及 X =C(0,1)。 验 证 . 
T 是 从 D 到 中 的 有 界 算 子 。 
6.3 $8 X -T 5E EXT 

设 T 是 从 X 到 Y 中 的 线性 算 子 ， 并 设 S 是 从 Y* 到 X* 中 的 
(y, Txxy = ‹5у,х›, xcDomT, yEDomS, ШЖ. 
T 与 S 是 相互 伴随 的 。 对 于 一 个 工 ， 通 常 ， 可 以 有 许多 个 伴随 
工 的 从 Y* 到 X* 中 的 算 子 。 若 DomT =X， 就 有 唯一 的 最 大 的 . 
伴随 了 的 算 子 T*， 这 个 算 子 可 以 构造 如 下 : Dom(T*) = (y € 
Y'; qz cX* i ex C DomT y, TO =<z, X>), 对 于 给 - 
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定 的 》， 因 为 DomT EX Fi $8 Ф, «2,5 = G',x(x€ 
DomT) 2 =z7“， 所 以 zEX 是 唯一 的 。 令 Try= 2, и] 
以 定义 从 Y* 到 X* 中 的 算 子 T*。 称 算 子 T* 是 工 的 伴随 算 子 .如 
果 DomT = X， 我 们 定义 的 这 个 算 子 T* 是 唯一 的 . 
可 以 证 明 下 面 的 性 质 (参阅 Kato, 1976,PP.168—169k 
234) ， | 

BI TAA, T*452E BART. 

KerT* = (ІТ )°, 

BTC(UX,YOo, ET ! 存 在 且 T ! € ZC(Y,20, MJ(T*) 1 
FE BIRT LC(X*,Y*), АСТ) ?= (T 1)*, 其 逆 亦 真 。 

YE Y h ImT REB] Bj «—ImT = (Kerr *) t =—=>ImT* = 
(KerT)+(Banach 的 闭 值 域 定理 )。 


习题 | 
2.82 设 X: = 工 2(0,1)，D:={xEX x LO, 1J 上 绝对 


连续 ，dx/dt EX，x(0) =0}。 对 于 xED， 由 x 下 dx/dt 定 义 
的 算 子 在 X 中 是 闭 的 .证 明 伴随 算 子 T* 定义 为 | 
| Dom(T*) = {xEX, x 绝对 连续 ， 45 єх, x(1) =0) 8 T*z 


_ dx 
dt mE 
2.33 eX =L700,1), D: - (xc X, x" 绝对 连续 ,x" C 
X, x(00) =x(1) =0}。 证 明 算 子 T:; xc Do – x” +2х' — x HE 
随 算 子 T*，y €De-y" -2y! - y. | | 
2.34 ŞA = (0,1) х (0,1). WER FH Q 中 的 边 值 问题 在 
适当 空间 中 对 应 于 相互 伴随 的 算 子 ， | 
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[ — Au= f (х,у) €C Q 
u(1,y)=u(0,y) ] 
(Р) = + u(x,1) =u(x,0) = 0 | ocx. yt; 
| 
J 


(0,9) = 
Ox 


mC Au= g у 297260 
(1,y) = 0 
| ° | 
(P*) = M ,0 =v(x%,1) = 0 P. 0=<x,y=<1. 


S, y) = sa, y) 


b. i& i£ 9 ж 


在 整个 这 一 部 分 中 ，X (GEHOJÉ Banach (af Hilbert) 
空间 。 T REC (CX) RHEL (X). 

当 我 们 在 Banach 空间 中 研究 算 子 工 的 时 候 ， 在 第 一 章 有 
限 维 的 情形 下 所 考虑 的 本 征 值 问题 需要 在 本 质 上 进行 修正 。 本 
征 多 项 式 的 概念 现在 已 没有 意义 。 然 而 ， 正 如 我 们 将 看 到 的 ， 
有 限 维 情形 的 部 分 结果 是 可 以 被 推广 的 。 对 于 z EC ,只 要 算 子 
(T-21) 1 在 多 (X) 中 存在 ， 这 个 算 子 及 函数 z O(T- zi)-! 
(ЖЕ Banach 25 ја] ZZ (OPR) 的 性 态 就 起 核心 的 作用 。 


7. Мя 


#TC%(X), ， 则 对 于 任意 的 z EC, T—2€@(X), 其 
中 z 代表 zl1。 我 们 定义 
预 解 集 p(T):={zGC (T-2) !' € %(X)) j 
对 于 zEp(T) MER Т КОТ, х): =<(T —z) "1; 对 于 zt6 
РСТ), В(Т,2) 有 定义 域 X， 值 域 DomT; 
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TRH: ОСТ) Æp TÆ T PAUSE. 
注意 到 ， 对 于 p(T) 中 的 任意 的 z 及 X 中 的 任意 的 上， 方 
ЖЯ (T-2z)x= 了 有 唯一 的 解 x =RCT,z)f; 这 个 事实 给 出 了 
R(T,z) 的 命名 ， 简 言 之 为 预 解 式 。 当 不 发 生 混淆 时 , 尺 (,z) 
简 记 为 R(z)。 大 致 上 说 ， 谱 理论 是 研究 算 子 T ERG, BA 
P(T) 与 cCT)， 及 后 面 要 定义 的 其 它 的 有 关 算 子 与 子 空间 之 间 
的 关系 的 . 
7.1 预 解 算 子 
R(z) 满 足下 面 的 两 个 恒等式 ， 这 两 个 算式 通常 称 为 第 一 与 
第 二 预 解 方程 (Hilbert) 。 
(1) 对 于 p(T) 中 的 zi. 之 2 
R(z,) ~R(z,) = (gx —z;)R (z )R(Zz;) 
= (z1,—-2,)R(z2,)R(21) (2.4) 
(2) 对 于 p(T1) NeCT,) PR z ,假定 DomT: = DomT;, 
R(T 1,2) -R(T;,z) = R(OT,,2 (Т, - TOR(T,,2) 
=R(T,,2)(T,-T,)R(T1,z) (2.5) 
为 了 证 BH (2.4) »37,-2,=7T-2,-(T-2)), 及 为 了 
证 明 (2.5), #JBJT,- T, = T,-z- (T, z). 
命题 2.19 p(T) 是 5 的 开 集 ; oT) 是 《中 的 闭 集 ， 对 于 
.zCp(T), z ROG) ESS BJ HIR (z) S1/dist(z,0(T)). 
证 明 设 zoEp(T)， 由 定理 2.8，jz -zol <IR(zo)1] Æ 


L(z): s[1- (z -zo RG9)1 ! = © (2-20) *R zo)" 
&=0 
存在 的 充分 条 件 、 
这 时 | 
T- z =T-zo+zo—z=(T-—zo)[1—(z—zo)R(zo)] 
JüBEÉLCOGORGO =R(z)。 Kit, z CoCT HR. 
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R (2) = 55 G - 2 RG P. | 
k= 0 
在 z, 的 邻 域内 ，R(z) 有 收敛 的 Taylor 展开 式 . 我 们 说 取 值 
在 缉 (X) 中 的 函数 zrPR(z) 关 于 p(T) 中 的 z 是 全 纯 的 ( 见 7.3 
节 )，p(T) 是 C 的 一 个 开 集 ， 且 c(T) BANK. p(T) 包含 集 
合 {z: lzo 一 Z| «Е (zo| 1 因此 
dist(zs,0( T) =|R(zo)}7?. D 

命题 2.20 zr>ro(R(z)) 在 p(T) 中 是 上 半 连 续 的 。 

证 明 对 于 mnEN， 函 数 zm1R"(z) 人 7 在 吾 中 是 连续 的 . 
由 定理 2.7， 对 于 任意 的 se 之 0 与 瓦 中 任意 的 z ， 存 在 vE N 使 得 
1RYCz)il<ro[RCz) +es/2 昌 存在 w>0 使 得 

|z” — z] <a=>||R (z MAPRI |! 7” + 

e/2<re([R(z)] +e. | 
El X reERG')] 2 inf, 118" (27) |1", 得 到 

lz’ —2| <a> ret RG")& reER GO 1*5. E] 
7.2 谱 的 划分 EE | 

由 下 面 的 定义 ， 可 以 把 谱 划 分 为 三 个 相互 独立 的 部 分 - 
РТ), Co(T)RRalT): 

(1) Po(T): = (zCo(T), T-BAR ET HS ДИ. 

(2) Со(Т): = (z€o( T), T- :有 一 个 GER рй, 
其 定义 域 在 X 中 稠密 } 是 T HERB. 

(8) Ro(T):={z€o0(T); T- zck—^ 3h (有 界 或 无 
界 ) ,其 定义 域 在 X 中 不 釉 密 } 是 工 的 剩余 谱 。 

和 属于 Po(T) 的 必要 有 目 充 分 条 件 是 方程 Tx= 和 x 有 非 零 解 
xcDomT 。 在 这 种 情况 下 ， 称 入 是 本 征 值 ，x 是 相应 的 本 征 
向 量 。 零 空间 Ker(T ~ 和 入) 是 工 的 相应 于 本 征 值 入 的 本 征 空 间 .。 
它 的 维 数 g 是 X 的 几何 重 数 . 
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20 C9 Mice Ho SEMEL саа AT о. For REA EET LR ET К арсаи НАТ NU ЧР: ARM eter 


92.22 当 X 是 有 限 维 时 ， 任 意 的 线性 算 子 了 可 用 和 矩阵 人 
表示 。Po(CT) 就 是 4 的 本 征 值 的 集合 而 Co(T)5 RoT) E= 
的 。 | 

例 2.25 Æ X =C(a,b) rh, iE D.,: =(x €X; x’ CX}; 
TA: fE Ti: x ED, >x 有 谱 o(Tj)= Ро(Т,) = С, 方程 (T 
-z)x= 0 对 于 所 有 的 ZE C, HBTDiltoxD0-e'.W 
D;,:-(xCD,; x(a) =0}; 于 是 算 子 T;:xcD,ox ABB. 
对 于 每 一 个 z CC, MRAAEL(XY) 中 且 由 下 式 给 出 : 


| t 
R;(z)x(t) =e“: | e **x(s)ds., 


É Ds: = (xC Dis x(b) = kx(a), k= ж Ж= о); HA, #7 
T3:X € D, Px 关于 谱 有 


o(T;) = Po(T;) = (X, =, + _(logk e 2inz),n€ Z). 
对 于 z+, MEREL OOP h TRA H: 


е?! t Dzs 
Raz) x) = Gor [ к | ё x(s)ds + 
| . . . 
ee e^*'x ds] . 
А š » 


微分 算 子 xox 的 谱 主要 与 边界 条 件 有 关 。 
002.24 在 X=L*(0,1) 中 ,乘法 算 子 T: x(bm 
<cosxt)x(t) ЖЕ НОСТ) = Сост) =[-1,1]。 考 虑 方程 
(T—z)x(t) = (cosmrt-z)xz(t)=0. XP |z] >1 的 复数 
或 实数 z x(t) = 0 与 (T-z) 1 是 有 界 的 。 对 于 实数 z, | z | 
«1, X t-(u/z)arccosz, PAx(t)=0, (T-2) F Е Н. 
通过 解 (coswt—z)x=y, ЩИ] Dom[(T —z) 二 是 在 t 
= 1/z)arec9sz 的 某 邻 域内 等 于 零 的 y EX 的 集合 ;这 邻 域 可 
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BERG y 而 异 . 因 此 Dom[(T — х) 1] 在 X 中 稠密 且 Co(T)=[-1, 
11. 
例 2.25 在 X=1? 中 ， 左 移 位 算 子 T， 

(X1,X5,*** Xk Xk+) СХ, Хз рту Se t) 
有 谱 o(T) = Ро(Т) ОСо(Т) = (z; lz <1}, Ж, Рост) 
={4; |z| <1}, Co(T) = (z; |z] 21). (T-2)% =) 意 指 
Xr+ ZX, yy, K=1,2,°°, НІНЕ, 

ха = ZËx tz T Yy, b n ty,, 
那么 

X1 =Z Rx +í: — (z ly, Hee +z yi). 
若 12| m1, 4 К ооо, z kx +i >0. АШК ys x. H. 
KBH |z| >1, (T —z)'` 1! 是 有 界 W. Wit, {zs iz >1}c 
p(T)。 对 于 1x1<1l1， 和 是 本 征 值 ， 具 有 相应 的 本 征 向 8 CL, 
AAZ, AF, a WE JAL =1, AA (1 和,X2…) REV? 
720, MU, (Т-А. NA oT) Æ 闭 的 ， 所 以 我 们 
PE оТ) = {23 |z| <1}. 4171 =1BJ, WF y 的 非 零 分 量 
的 个 数 是 有 限 的 ， 那 么 Dom(T-z)-1=Im(T-2z) 包 含 ?, 从 而 
是 稠密 的 。 

例 2.26 在 X=1? 中 ， 右 移 位 算 子 T’， 

(X4,,xX5,***,Xà Xn 15 727 (0,x1,X3 5*1 а-в) 
AM io CT’) = {2, |z| <1}. GEX T 是 例 2.25 所 定义 
的 T 的 伴随 算 子 。) 而 这 时 Ro(T’)={zx; |z| <1) В Сот, у 
={z |lz =1}. 由 方程 T'x-zx= y HEB — 2х, =Y1， Xs-1 一 
zx, =Y, Kz2. MXiz-0Wj, T 一 ! 存 在 且 在 非 稠密 的 定义 XL 
是 有 界 的 : T'x= y Уу = 0; 因此 0€Ro(T’). 当 z 关 0 时 ， 
x =(T -2) ! y 存在 且 由 下 式 给 出 : 

хь =z hy, tatty, +. +Z ly, 


当 |z| iBj, MEA E HR 的 , 且 (z; || >1}ср(Т”). 
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读者 可 验证 ， 对 于 lz| <1, Dom(T’ - z) :在 中 不 稠密 而 对 
于 1z1 2*1, Dom(T'-2) :是 稠密 的 ， (参阅 Taylor, 1958, 
P.266) . | 

TE 12 Blew, THT’ DH F2 ÁASPEXA 


(0100 

00 10-* . 
A= 0 0 0 1: 

0 0 0 0 | 

E : 

/0 0 0 0- 

1 000 
A/2|0 1 009. 

ШИР 

: 1 : i1 u j \ 


TER, п (п=2,8,) 阶 左 上 角 方 阵 是 割 雪 的 


2.55 证 明 例 2.25 中 的 oC(T) KREE PRAM 1< 
p <co。 在 ! 中 ， 证 明 Po(T)={z; | <1}=0(T). 

2.36 利用 习题 2.24， 分 析 投 影 了 的 谱 ，P 关 1 或 0. 
7.3 Banach Sf] PR RES HH 

当 了 是 闭 的 时 候 ， 关 键 的 事实 是 ， 当 z 在 p(T) 中 变化 时 ， 
R(z) 解 析 地 依赖 于 z 。. 于 是 ， 我 们 将 利用 取 值 在 复 Banach 
空间 ( 即 X BRS OX 中 的 解析 函数 的 理论 。 除了 范 数 代替 绝 
对 值 外 ， 古 典 理论 的 大 多 数 结果 仍然 成 立 。 我 们 把 将 要 用 到 的 
大 多 数 重要 性 质 列 在 下 表 中 .关于 更 详尽 的 讨论 ， 读 者 可 参阅 
Dunford 和 Schwartz (1958， 部 分 11，PP.224 一 232) 或 
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Dieudonné (1960, ЖК #) . 

В X R 9 Вапасћ2 н, i G E: Ç BJ FE. 如 果 在 G 中 所 
定义 的 ， 在 和 中 取 值 的 函数 了 在 G 的 每 一 点 连续 且 df/dz 存 在 ， 
那么 称 了 在 G 中 是 解析 的 〈 或 全 纯 的 ) 。 

er R:— £ уЈОГаап 2 〈 即 一 条 可 求 长 的 简单 曲线 ) , 
正 钠 且 包 围 入 。 在 包含 了 的 入 的 邻 域内 ， 漫 设 了 是 解析 的 。 这 
时 Cauchy 积分 公式 成 立 ; 也 就 是 ， 

f(A) =e | fa 


240 rz—À 


tH 907715, 


(h) =s k! | f(z) 
[7700 2іл Са 8192. 


对 于 这 样 一 个 函数 ，Taylor 展 开 式 
f(z) = > 020) а-н)! 
k=0 


在 下 包围 的 ze 点 是 成 立 的 ， 且 这 级 数 在 以 ze 为 心 的 含 在 工 内 的 
任何 圆 内 的 z 点 是 绝对 且 一 致 收敛 的 。 
反之 , 任何 等 级 数 j(z) = У) коа, (zzy fE F Ж (2: 
z- zo 一 中 定义 了 一 个 解析 函数 ， 其 中 
r= (lim supJa,|1/5 "2, 
这 个 级 数 在 任何 集 (z; jz- zj <a) (a<r) 内 的 z 点 绝对 且 
Жанек. 而且， 这 个 级 数 由 ] 唯一 确定 ， 即 ， 
а, 29 
现在 假设 f Ez; a< |z- 24] <P ARR. ГЕ 
— 的 [anrent 展 开 式 
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Д к= 0,1,2, 


+ > 


f(z)= > а,(2-20)*, 
这 个 展开 式 在 {z; а+е< |2—2,| «B-6) Ce 0) AKFz 
EAM RRA. Ra AAR 


_ 1 f(z) 
a= gis], aez 192° Kee 


给 出 和 的， 其 中 是 圆 环 & < [z — z || < 8 内 任意 一 条 封闭 的 正 
fyJordani}\ ZAR SASAAB. 

车 了 在 {z; 0< |z-20| 二 86) 内 解析 ,但 在 {z; Iz —zol <B} 
ARR, Watt f MMAR. Elz 0< jz 一 zol <A} AK 
Si Laurent FF xe f KF z BJ Laurent RAR. HAM a, 

(k<0) 咎 无 限 多 个 是 非 零 的 ， 则 ze 是 了 的 本 性 奇 ni. A a, 
(к<0) PRAGRMSPEIESH, Wott f He Bia, + 
0 的 最 大 整数 Т А АИТ. | 

最 大 模 原理 和 Liouville 定理 对 于 向 量 值 解析 函数 也 是 成 
立 的 。 设 了 在 开 圆 盘 {z; lz 一 zol <В) 内 解析 . Wr<B. GP 
lz 一 zol =r, | 

IFS M, 
则 展开 式 


(2) = > а, (2-20) * 
а= 0 | 


的 系数 oa 的 界 可 由 Cauchy 不 等 式 来 确定 
Ja,|s& Mr* ko. 
7.4 AFH #73# 
T€ < (X) 的 谱 的 主要 的 特征 是 有 界 与 非 空 。 我 们 回 磊 一 
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Marci tee ee dp MR AAR ДНН Dm ccu. CG YA RD A Pt PE FE ee лен улна ыр, creo нча тирана. тарна Pp ы UD tere ae d 
` ü FRR EN RE enn e 


下 ， Пт те Fee BASF er, (T). (定理 2.7) . 


定理 2.21 设 工 是 有 界 的 。 若 lz| >r (т), WHER 
R(2) 存在 且 由 下 式 给 出 ， 


R(z) =- > 2 "s ITA, (2.6) 
h 0 


这 级 数 在 吧 (X) 中 收敛 . 

证 明 Т/л, (T). Ж dap 2, (Т) +e, (е >0), 
Es XJ T PEAK KA 
| Jz] TEJE <r, CT) не) " (ro (T) + €/2) 
及 


Fr (T) +е/2 Y 
To (T) +E 


jen] < ( 


当 |z] >ro( 工 ) 时 ,级 数 z -1 DS Ls G7! TO! 按照 算 子 的 范 数 收 
伍 。 在 这 个 级 数 左 乘 与 右 乘 了 了- z 得 到 1 ， 所 以 实际 上 这 个 级 
数 就 是 预 解 式 R(z)。 O 
等 式 (2.6) 是 关于 点 = oo 的 Taylor 展 开 式 ，; 
R(z) =-z 1 У) ,.o GC! T). HIE SOON OE SE 15 的 标准 公式 ， 
4n (2.6) 的 收敛 半径 是 
lim supj|Tšji/k =, (T). 


于 是 对 于 lel <r,( T), (2.6) ЖШ. 

推论 2.22 ”对 于 有 界 算 子 工 ，p(T) 与 cCT) 非 空 且 c(T ) 是 

紧 的 。 | | 
证 明 BA, p(T)D{z; 12| >r.(T)} 而 0(T)C{z; izl 

=<r (T)). WR T АДЕН) (rv(T) = 0) ， 后 一 个 集合 

简化 为 单 点 z =0. 因 为 r; (ТӘ Тоо ост) JES Ko (T) 

是 有 界 的 ; 故 0(T) 是 5 的 紧 子 集 。 由 定理 2.8 得 出 , HIR > 
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| T f, Есе тИ zl -IT D; WRH |z] co [RO | 
—^ 0. MRT) 是 空 的 ， 就 会 得 出 ， 在 整个 平面 上 RG) Ж 
析 并 且 有 界 。 于 是 由 Liouville 定理 知 它 是 常数 ， 这 个 常数 是 
零 算 子 。 得 出 矛盾 1 =(T -2z)R(z)= 0, D | 
推论 2.25 MFT C S (N), r,(T)=MaX egr) MM. 
证 明 我 们 证 明 在 圆周 {zj |2]=г„(Т)} 
上 至 少 存在 c(T) 的 一 个 点 ， 见 图 2.2， 因 为 
(2.6) B SX МЕ |z| r T), „(Т )> 
0, MESES Iz =r T) EREDA 
R(z) 的 一 个 奇 点 . X к„(Т)= 0, z = 0 
BTT), ШОСТ) xtcmB. O 


习题 
2.37 T € (OX) ЖЖ, НЯ оТ) = {0). 
ХР (X) PRT, пре Уат о, (Тә WF: 
а. СТ): (А6 Cs TEX PEPPER USO, Ја, |= 1 B 
іт, (T -ADx,l-7 0}。 我 们 证 明 下 面 的 性 质 。 
命题 2.24 3E TC (X). MoT) 是 o(T》 的 非 空 子 
集 且 o(T》 的 边界 含 于 0,(T) . Po(T) 4Co(T) BSE 
o,(T) HJ. 
证 明 假设 和 Ep(T)。T 一 入 有 有 界 的 逆 且 
Ix = JT —207 Т-А < (T —207 3 ICT - Ах], x € X. 
PK ORB СТ — Ax] Salx|, XrBa: =1/]|(Т-5%71]]. 这 就 证 
Н p(T) CÇ —o, (T); Bijko,(T)Co( T), WX 4818 |А — 
A'| < 二 a/2， 则 对 于 xEX，jJxj = 1, 
Т-А) SCT —A)x||—- A-A 220/2, 
WIKA ЄС -ac(CT)。 这 就 证 明了 cs(T) EB BJ. W 入 是 
OT) 的 边界 上 的 一 个 点 。 对 于 给 定 的 < > 0， 存 在 zEo(T) 
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使 得 Ik — 2| <e/2、 于 是 由 命题 2.19，|1 (了 工 ~- z)- 圳 宇 2/e .存在 
x€ X, hx]= 1, HBT —27!x]z1/e. > 
х= СТ -— z) lx] T — z)” lx. 
那么 ，|xojl= 1 ALC T -A)x Ó - CT —z)x || 6/2. AK, 
ICT- Ax | (T —20xo = (T — z)x || + CT — 2) xo] 
Le. x З 

| Szt jog <° 
从 而 证 得 了 和 со, (т), Ажо. (т) УС 中 的 非 空 紧 子 
Жа(т) WAWA. MoT) EZ. BRA, Ро(Т) со, (Т). 
这 时 ， 若 z € Co (T), MJ CT —z) -1 存在 但 不 是 有 界 的 ; HJ 
Le A TAA E= 1x, [OT 一 z)xj 不 是 下 方 有 界 的 ; 
М, z Eo,(T). O 

由 控 论 2.23 和 命题 2.24, 我 们 得 到 c(T) 中 使 得 人 =r (Ty 
的 任意 入 属于 0o, (Тә. 

If, WF CI- T) 的 Neumann EFA (2.1) 的 小 
伊 洗 ， 能 够 减 蜀 定理 2.8 所 要 求 的 假设 |T1< 1. 

命题 2.25 BETELI) 使 得 ro(T) < 之 1， 则 (1 一 T): 
fric Be wi Мештапп FA (2.1) ELX) PUR, 

ЕЗД 对 z = 1 ASH 2.21, 4r (Т) <1, RO) # 
ҰН - RUD = (1- T) 1= Wi,.T5, HERMES CX) BR. 
1 


Fe (2.1) 收敛 的 必要 充分 条 件 是 ， 对 于 某 个 正 整 数 k， 
ELM 1. #r,(T)< 1, Jj&x — Tx = yy 的 解 可 由 下 面 的 
Xo= y, хь =Tx,-i+ Vy KEI, 

这 个 解 以 几何 级 数 的 速率 收敛 于 x = G— T) іу, Ж 几何 级 数 
的 公 比 任意 接近 于 rr (T) (见习 题 2.38) 。 


134 


rr 


习题 

2.38 PRB (CT) tec la Riese, TEMA z, 一 
L| <С(е, Т) (ғ, СТ) +е)* *1. GER: BA 1 Трен, СТ) 
+€.) 

2.39 给 定 TECL(X) Rt ЄС, iW, Æ tE || < 
I/r CT), HJ (1—1Т)71= Z,L.9,t* T'ZEz СХ) их. 

2.40 BETELA) ННВ НАЗ. S M: = 


IMT, НЯ ХТи: М-м. TERE ЙЧ. MEERN k 使 得 
(Тм)*= 0. 
7.5 闭 算 子 的 谱 、 

到 现在 为 止 ， 对 于 把 复 平面 划分 成 oC(T) Урт) 还 没有 
考虑 到 无 穷 远 点 。 对 于 闭 算 子 ， 考 虚无 穷 远 点 将 是 有 用 的 .如 
RoCT) 有 界 ， 那 么 ， 或 者 工 有 界 且 R(z) # z = co 是 全 纯 的 

(推论 2.22 的 逆 ) 。 或 者 R(z) 有 本 性 奇 点 z =œ (Kato, 
1976, Р.176). FETZER, MRTEL(X), Wz = оф 
p TF MRT EZX), Wz -ccdgoCT) 中。 这 样 ， 我 们 
将 论 及 扩充 谱 o.(T) =0(T) U{o}, R$ FMR Жо. (Т) = 
P(T) J {оо}, 现在 通过 下 面 的 定理 可 以 阐述 T 与 T~! (如果 

T FE) 的 谱 的 关系 。 

定理 2.26 设 工 是 X 中 的 可 道 的 闭 算 子 。 通 过 在 扩充 复 平 
面 上 和 定义 的 映射 z Fy1/z， 扩 充 谱 oe《(T) 与 o。(T 1) 可 以 互相 
满 射 。 

证 明 PEO Az €oC TO. BI RD ZEE. S (z): S TRO) 
-]c-zRG) GE2(X)， 对 于 所 有 的 x € X, S(z)x= TRGOX 
HT 1S(z)x=R(z)x=z-`!(S(z)— 1)х, FE 

zT !S(z»x- S(z)x=z(T-1— 1/z)S(z)x = — x. 
ixdeHjim(T^!—-1/22- X. [Цу ¿<T-1-1/z)y= 0 Ry = 
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zT !y, Beer Hh CT —z)y= 0, Bl, y =0， 所 以 这 个 算 子 
Эти. Bib, C<(T'1-1/z)"1= —-zS(z) C€ Z(X)R.1/z € 
p(T-1) . # z = ORF o (T), WIT ! CZ OO, {ЖШ S 
07: = со Тро. (Т1), Az = оо Тро. (Т), ЩТ E 纪 (X) 且 
0 =со-1-Бо(Т-1), 3X BLUEBH T 3 SERRE] z 1/2, р.(Т) 
Жи 5p 9] о. (Т1) 上 上 。 由 互补 性 ， 对 于 扩充 谱 也 同样 成 立 。 
M 

类 似 地 加 以 证 明 ， 对 于 任意 多 项 式 p ,plo(T)] =olp(T)} 
(Dunford 和 Schwartz，1958 部 分 1 P.604) 。 容 易 推 出 对 
FLX) BRT, 有 r2(T)=r,(T?). 


2J8R 


2.41 *Fz2,€p(T), Rz =(T -29) PEC LX) Ж 
是 有 界 集 ， 这 个 集 是 由 TE 名 (X)》〉 的 扩充 谱 通 过 映射 z >1/(z 
— 260) ij FB, В R(z))—-1/(z-z) -[1/G- 29) Hz - 
ТЭК(2,) . HES: 


| - 1 
( Rezo) 一 Di) -zog-z-(z-zQ) ?R(z), 
-ep 


z -0C TO, 220, 


Ll _ 
dist(z,,0(T)) ° 

2.42 给 出 积分 算 子 T2 ST HB, Bop, T, Ts F 
例 2.23 所 定义 。 
7.6 谱 的 分 离 

HT C%(X), EMMA DomT.1 E T[(DomT)'1 M]C 
M， 那 么 X 的 子 空间 M 在 工 下 是 不 变 的 。 这 时 ， 算 子 (DomT) 
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rs [R(zo)] 一 


Nn MM 是 T 的 到 不 变 子 空间 M 的 限制 Tu. Ж CM, N) 是 一 
对 在 工 下 的 不 变 闭 子 空间 ， 且 使 得 X = MON. 设 P 是 沿 N 在 
M 上 的 投影 。 车 P(DomT) CDomT， WEAF TEX 对 互 
补 不 变 子 空间 (M,N》 完 全 约 化 。 


图 2.3 


这 个 定义 可 以 容易 地 推广 到 有 限 个 不 变 子 空间 的 情形 。 例 
如 ， 如 果 X =DomT = CN, 那么 可 对 角 化 的 矩阵 可 被 它 的 NN 
个 本 征 方向 集 完全 约 化 。 其 投影 是 本 征 投 影 . 

正如 我 们 将 要 看 到 的 ， 当 工 被 子 空间 对 (M，N ) 完 全 约 化 
时 ，T 的 谱 的 研究 将 分 别 简化 为 Tw SHR. 例如， 
若 谱 a(T) 包 含有 界 部 分 c ， 而 .o 是 用 一 条 闭 Jordan 曲线 与 其 
余部 分 分 离 的 ， 则 可 能 出 现 这 种 情形 一 一 或 更 一 般 地 存在 有 
限 条 这 样 的 曲线 一 一 包围 o ， 而 r 在 它们 的 外 面 。 在 大 多 数 应 
HF, o 是 由 有 限 个 点 组 成 的 。 

定理 2.27 如 上 所 述 ， 假设 o(T)= oU т, ШЛЕ X BO 
一 种 分 解 X = MO N 使 得 T 由 子 空间 对 (M，N) 完全 约 化 、 
且 Tw 和 Tw 的 谱 依 次 是 oo 和 7T， 其 中 Tx C Z (M). 

证 明 令 


Р: zi RGMdz E(X). 


ix 
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cones Une co rr теь а AR FP ШАА RN еч са TEE SE PRO НЬ AA рУ ne e 


其 中 也是 一 条 包围 o 的 正 向 Jordan 曲线。 首先 证 明 P 是 投影 . 


ЖГ déc 的 某 个 邻 域 的 边 R 线 、 它 包含 了 且 离 开 z 使 其 成 为 
外 点 。 参见 图 2,3。 利 用 (2.4) 。 


Pr- wiz) |, R(z)R(z’)dz’dz 


1 R(G/)-R 
if, (2^) ROD ra 


= (2i x)? 2/—z 


交换 积分 的 次 序 并 注意 到 z Є г, z € r”, Ж 


dz’ | dz 


Pras R(z)dz=P, 


RES М:= РХ, N:=(1-P)X. X=MON. 此 外 ， 对 
Cz Ep(T),，PR(z) = R(z)P。P 与 R(z) 可 交换 ， 所 以 与 
THAR. 对 于 x CDomT, PxCDomT, 且 PTx= ТРх; W 
此 M 以 及 N 在 TT 下 是 不 变 的 . 工 由 (M,N) 完 全 约 化 ， 从 而 确定 
TJ BAT Ty. Riz) 到 M 和 和 的 限制 记 为 Rur(z) 与 Rr. 
显然 Rw(z) = (Tu — z)-1。 这 证 明了 p (Тм) Уур (Tw) 都 包含 
p(T). 我们 证 明 p CO 416.8 т. ТЕЖЕ о (T) 中 而 个 
fr riz , 有 


RP =; 


zl RGO RG)dz' 
r 


_ 1 

“ойл 

若 z 在 了 的 外 面 ， 这 就 给 出 
138 | 


2 


Í (R(z) 一 


dz’ 
z — z” ° 


4 КЕЯ о, 
R(z)P = г] RG ) 


其 右 端 在 T 的 外 面 是 全 纯 的 ， 从 而 得 到 R(z)P 与 Ru(z) ЕГИ 
JE RUE RST SET. OCT ART SPM ШШ, BIS r) 
FEU) co. WE ЕГЕР, 


dz’ 
z — z” ° 


_ A , 
R(z)P =R(z) + от | кс ) 


这 表明 了 R(z)(1-P) 及 Rw(z) 在 工 的 内 部 有 一 个 解析 延 拓 且 
a(Ty)ar, 

z Co(T), Wz é p (Тм) NPT); SW, z 2 В 
为 RuD P+R) C- PET — 2 的 逆 而 属于 2 (T)。 所 以 
оТ) со (Ти) U o (Ts). ХИН Ў о (Tu) = о, oG (Tua) = 
fr 。 最 后 ,因为 TR(z)= 1 +26602), 


TP = zR(z)dz €L(X)HTwEL(M). m 


7.7 ЖААР 

在 本 节 中 ， 假 设 T COOOMMBAM LAA. BR, aT) 
可 分 离 为 oU T+ ， 其 中 o ={*}。 包围 入 而 无 o (TT ) 中 的 其 它 
点 的 任何 闲 曲 线 ， 可 选 为 - 。 因 为 是 R(z) 在 TI 内 部 的 唯一 
的 奇 点 ， 所 以 投影 P =( 一 1/2ix)| RGOdz Ж г ПТ 
WATA. ЖР (或 M = PX) RJBEE T À 的 BRE RAST 
空间 〉。 Tu 有 单 点 和 作为 谱 。 因 为 


ro(Tu— А ) =max]}]z~A]= 0 
z* 56CTM) 
ARS 


Вм(2) = – > (2А) 1 (Ти А) * 
ё = 0 
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н 1 тры. an ТЕРА ü 
— ——rsw * 
—— — — me Th 


BRT 2 = ASR, ND, Tu А ЖШШЕ GE2.2D. 
对 于 x EM, R(z)Px= Вм(2)х; 所 以 


P Dé 
К(2)Р = ~ > 《Z 一 入 )A+l ? 


其 中 


D:=(T-~A)P= 


zz iz. (z 39 RGOdz 


正如 Tu-A (HB, r,CD) - 0) ЖЕТ, Нр = DP 
= PD. 


对 于 xX C N, К(2)(1- P)x =Ry(z)x;3 A, R2) 
(1 -— PEZ = 入 是 全 纯 的 且 有 命题 2.19 的 证 明 中 所 给 出 的 展 
开 式 ， 用 和 代替 zo， 得 到 


R(z)(1- P) = У) (z—A)*St+1, 
k=0 


其 中 

5: = RN.OO(1 - P) clim[ RGOG - P2]. | 
ROEM, жх K, 5605): = В(2)(1- P) HAZ = А, 
5 (2) = S; SG) ЖТТ À ВИНЕ. 注意 到 


áz|. R(z) 
21x 2 一 入 


SGO):=S= dz€ Z( X) 


及 

| (T-A)S=1- P, SP=PS=0. 
因为 К(2) = R(z)P +R(2)(1- P), ИА RG) HMw 
点 ，R(z) 有 关于 入 的 Laurent 级 数 展开 
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o p* oo - 
R(z)= -—- 2, -pri t У) (z-i Sht, 


习题 


2.45 所 有 上 述 定义 的 算 子 是 与 了 可 交换 的 函数 ， 即 ， 工 
Ы R(z)Xz € p(T)), P, S, DZH . Win, WF x € 
DomT 及 zEp(T)，7TR(z)x=RCz)TY。 试 建立 其 余 的 恒 等 
式 。 

十 分 重要 的 一 种 特殊 情形 是 m: =dim M 为 有 限 的 .这 时 ,入 
组 成 了 与 m x mee MAN ARRAS Tu УШ. 入 是 Tw 的 代 
Ж у т БЕА. РЕ, БЕТИ, ВОт = 
dim M 是 了 的 本 征 值 的 和 的 代数 重 数 . 所 有 相应 的 定义 都 可 以 
J Tu TAE. 

正如 D CJE 2.40) —, LR Tu- EREK. Ie 
外 ， 

MD(Tu- МАМ... 2(Ти- A)! М=+-=(Ти- À)"M 
={0}， 其 中 ， 所 有 的 包含 是 真 包 含 ， 直 至 达到 {0}; 因此 
D'=0, | 是 本 征 值 的 陡 度 ， 且 R(z) 有 Laurent 展开 式 


R(z)= 一 -一 _ әрі +5 (2б 
一 和 w (2 А)" -— ° 


(2.7) 
入 是 R(z)BJ L ИТ. 
TP HAEN TP=)P+D, Di = 0. 在 KK 个 具有 有 限 重 
ZO EASTER OE 的 情形 下 ， 我们 得 到 说 表示 
K K 


— | К 
PSP, ТР = 2, (4,P,+D,), РХ= @ P.X. | 


i=] i=1 
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《与 第 一 章 的 定理 1.6 比 较 ) 

这 是 工 的 一 种 限制 表示 。 但 是 ， 如 果 我 们 对 平面 上 仅 包 含 
有 限 个 具有 有 限 代 数 重 数 的 本 征 值 的 有 限 部 分 感 兴趣 ， 那 么 ， 
这 种 限制 表示 给 出 了 工 的 相当 完整 的 描述 . 

在 完全 一 般 的 情况 下 ， 本 征 值 都 不 是 谱 的 孤立 点 ( 见 例 
2.23) ， 也 没有 有 限 重 数 (见习 题 2. 49) . Ж, HAARE 
数 的 孤立 本 征 值 却 十 分 经 常 地 在 数学 物理 中 出 现 . 例如， 正如 
我 们 在 第 o 节 中 将 要 见 到 的 ， 关 于 紧 算 子 或 紧 预 解 式 的 算 子 的 
本 征 值 ， 就 属于 这 种 情形 . 

”定义 Qo(T) 为 具有 有 限 重 数 的 孤立 本 征 值 所 组 成 的 Po(T) 
的 一 部 分 。 在 本 书 中 ,我 们 将 仅仅 涉及 Q(T) 中 点 的 数值 计 
Ж. | 

本 征 空间 E : = Кет (Т -入 ) 是 M 的 子 空 间 ,这 个 子 空间 是 相 
应 于 本 征 值 À 的 不 变 子 空间 。 若 AAR, Вр, 11, 
则 这 个 子 空 间 是 与 M 不 同 的 。M 的 基 由 g 个 无 关 的 相应 于 入 的 
FEHR, iim- 8 个 广义 本 征 向 量 组 成 〈 见 第 一 章 ， 定 
理 1.5) 。 因 为 B 是 有 限 维 的 ， 它 至 少 有 一 个 补 子 空间 F 使 得 
X= ЕФЕ (见习 题 2.3)。 从 X 沿 F 到 E 上 的 投影 8 称 为 本 征 
投影 。 注 意 8 不 是 唯一 确定 的 。 当 入 是 半 单 的 ，E = M:= PX 
有 上 且 对 于 选择 F =(1 一 P)X，P 和 Q 相同 . 

与 P 不 同 ， 不 易 把 Q@ 表示 为 工 的 函数 。 因 而 ， 研 究 本 征 向 
量 对 于 工 的 依赖 性 会 更 困难 . | 

例 2.27 #EX= Rb, E 
1 1, 
€ 1 ) 


其 中 е 是 正 的 实 参 数 。 当 一 0 时 ，- 


А0): = ( 
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1 1 
A(8)—A = Jj. 
TET 
A(e) 有 本 征 值 Mke= 1 +. / e€ K je = 1-./ e WE e > 0, 
Ае ae. HAMM AEM С 2.4) 是 


p 
en ( =) (1) 


€ 
_ 1 1—7 —1 
Rte, 2) =(A(€)-zI) := -€ 1-2 ) 
对 于 任意 的 e > 0, Hr: Rr.) EMH. A.D), E 
Aa. СА.) 在 它 的 外 部 的 闭 Jordan 上 曲线， 见 图 2.5 


ЖУ РА, ВР le 是 


Pi, = 


1 
з). К (е, z)dz = zb s 


对 于 
143 


我 们 有 
Pix -1-(х + /VY ex) Pi.. 
(91,5 Pre) 的 伴随 基 是 CIMP Va.) 9 其 中 


1 
1 1 
Pi: =F — É oe => — f° 
zz) 2 (ут) 
于 是 容易 验证 P i,x=(x, ,$i1.291.. 类 似 地 ， 
p, = 1 1 -Ye)) 
— x е 1 


BH, P,.x= (xi — (lV 6)x))93, = (x, y2.092.. HA 


Di, =D,,= 0, Si,=-(1⁄2 e )P,, R S,, =(1/2^/ E) 
Pi.. 注意 ， 3405 0(62 0) 时 ， P i, P, W AA KE. 但 
Ж, г ААА... А,, 的 闭 Jordan 曲线 ， 则 对 于 任意 
E% e, 


P, = 


aj R(e,z)dz =P ,+P,,= I. 


012.28 ТЕХ = C (a,b) 中 考虑 例 2.23 的 算 子 T3 沿 着 围绕 
z = 入 ,的 一 个 小 圆 积分 预 解 式 R3(z) 得 到 


P.X(t) = zi |, Rs(z)x(t)dz = :一 一 en 'xGMs, 


=1, 
P， 是 秩 为 1 的 积分 算 子 ， 其 核 为 


P.G,f) ере, 
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HPA. ET, 的 代数 重 数 为 1 的 孤立 本 征 值 . 
例 2.29 设 X 和 Y 是 两 个 复 Banach 空间 。 考虑 由 AE 
(X,Y ) 与 B EE 如 (X,Y ) 所 定义 的 广义 本 征 值 问 题 ; 
KAET, 0 + ф cDomA 
使 得 AP=ABE, 
假设 4 1E 吧 (YY,X)。 该 问题 有 两 个 等 价 公 式 ， 
EXP: ф = ХА! ВФ. 
在 了 中: ф= Аф, b= ABA t}. 


相应 的 谱 投 影 是 
ТЕХН: 
Р =z] (A-zB) !Bdzc € (X). 
217 Jr 
在 Y 中 : 
_ 1 _ - 
О =з | вса zB) !dzc€ (Y). 
注意 QY = APX. 
习题 


2.44 对 于 f€X, AC%(X,Y), BEL(X,Y), BBA 
Ж (A-zBOx- Bf. & y = Вх, g = В}, 验证 P (RQ) 是 
由 X 中 的 x =(4-zB)-LBf (或 了 中 的 >=B(4-zB)-Ig) 所 
定义 的 相应 的 预 解 式 。 

2.45 考虑 微分 本 征 值 问题 | 

x" Ct) t tx’ C(t) b t? x(t) = Мх CD +tx(t)], 0x t«1, 

x(0 =x(1)= 0. | 

证 明 这 个 问题 可 以 纳入 上 述 的 抽象 框架 . 

2.46 ЖХ 2C(0,22) H, 令 D:={x; x’ € XB x(0) = 
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х(2л)}, HOE T:x(t) pix’ (DED ЕВ ЖЯ. uFEBBRo(T) = 
Po(T)=(0, +1, £2,---). ЯЛЛ. ASAE 
是 单 的 。 B | 

2.47 #EX =L7(0,1) Ф, 4D-(xCX; * 绝对 连续 ; 
x” C XBx(0) =x(1),x’(0) =x’(1)}， 且 考虑 T, хЄрь-х 
+2x’—x, 2 T fIT* He. 

2.48 设 工 是 X 中 的 财 算 子 ， 且 设 入 是 际 度 为 了 的 有 限 重 
JB TAIL ATE. UER 

X=Ker[(T-a)*]@im[(T-A)*], ket, 


1 
2.49 ЕХ -C(-1,1)B, T BCT x)(s) -| xG, t)x(t) 


dt HEHA k(s,t)=a(t)b(s) 定义 的 : a Fb f#£[ — 1,1] E yË 
. Bs 此 和 外，a 在 [一 1,1] WP AA. B 0 是 具有 无 限 重 数 
的 本 征 值 . 给 出 其 它 的 本 征 值 及 本 征 函 数 。 

在 孤立 本 征 值 的 情形 下 ， 习 题 2.41 可 以 完成 如 下 : 

命题 2.28 设 T C%(X) Hz C€Co(T), AC Qo(T), 4H 
仅 当 v = — z a) 1 €Qa(R(z))).INMXT-X5SRG- VBS 
空间 相同 ， 而 且 了 与 R(zo) 的 相应 的 谱 投 影 也 相同 。 — 

证 明 入 是 o(T) WMA, SAMY VER zo) WRR 
孤立 点 〈 见 习题 2,41) .利用 恒等式 


1 
— Zo 


H4 t: =1/(z 一 zo)， AMT VOR Go) 的 谱 投 影 为 : 


-1 
(Ren -- ) =z}—-z-(z-2)?R(z),  :Єр(Т) 


Р(у,К(2,)) =] 


nm R — t) idt, 
Sik ros (Zo) ) 


其 中 (у) 是 围绕 v 的 一 条 Jordan 曲线 。 如 果 Jordan 曲线 
DO) 围绕 入 而 不 包围 zo， BRA 
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-1f 1 
A + =P 
j; La Gi z TRG) Jaz (A, T). 


ухо 入， 这 总 是 可 能 的 。 

Aap, Т-А SRG) -YY 有 相同 的 零 空 间 . 这 可 由 下 面 的 
等 价 关 系 得 出 ， 

Tx = ka<=> (T — z )x = (À — 20) 50 (tq) = vx. LJ 

当 zo=0Ep(T)， 这 个 命题 特别 适用 于 了 GE 窑 (其 ) УТ! 
EE(X)。 以 后 它 将 被 用 于 讲述 微分 算 子 的 谱 的 性 质 ， 这 些微 
分 算 子 是 它们 的 相应 的 积分 算 子 的 逆 。 
7.8 伴随 算 子 的 预 解 式 和 谐 

假设 工 在 X 中 是 笛 定 的 ， 因 而 了 * 被 唯一 地 确定 。 

命题 2.29 EC rH, ост*) от") 分 别 是 p(T) 与 o(T) 
WHEE. 


РД 2.6 


证 明 等 式 

<y, (T — z)x>= <(T * — Z )y,xz>,x€ DomT, yc Dom(T*) 
Ж R*(z,T) =R(z ，T*)，z Ep(T). 从 而 得 出 结论 。 D 

推论 2.30 设 入 EQol(T) 有 谱 投 影 P， 那么 入 EQo(T*) 
有 谱 投 影 P*。 入 和 入 有 相同 的 代数 重 数 、 几 何 重 数 及 陡 度 . 

证 明 设 入 ECQo(T) 是 被 了 包围 的 孤立 本 征 值 。 设 工 是 正 
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Try TI 


RSE SEAR 〈 包 围 入 ).T* 的 相应 于 入 的 谱 投影 是 
POX r* == | R * = 二 | “(т 
; = ML z,T")dz = ——| R*(zZ,T)0dz., 
Aim Jr 2ix Jr 
St =z 且 注意 t fE BS fA La; 见 图 2.6。 这 就 证 得 


3 z R*(z,T)dz Gi. R(t, Tat) = Р(А,Т)*, 
іл 


它 是 工 的 相应 于 入 的 谱 投影 的 伴随 算 子 .如 果 注 意 到 对 于 Tu 与 
Th* 部 分 ， 这 个 问题 可 以 简化 为 一 个 有 限 维 的 问题 ， 可 以 认为 


Tu 和 Ty* 是 相互 伴随 的 。 [| 


设 {x1}7 是 不 变 子 空间 M = РХАЈЖ, BR GE M* = 
P*X* 中 的 伴随 基 ， 于 是 


* _ * 
=] і = 1 


当 入 是 半 单 的 , (x ЕТ BASED E, (x7 1e T* 的 本 征 问 量 ， 
使 得 


(x i xT E ó; i, i, J=1, m. 


8. ” Hilbert 空间 中 的 算 子 


KA: Ç E BJ Hilbert 空间 。 和 再 定 闵 算 子 工 是 目 伴 的 ， 当 
HOGUT*- T, xlix] T xcDomT, «Tx,x» 是 实 的 . 

命题 2.31 上 自 伴 算 子 工 的 谱 是 实 的 。 

证 明 如果 zEC， Kez (m) ER? BKR (或 虚 ) 
Ж. T- Gez Lj T—#E B ËB fE BU. ЖУ ER JP Tx- (Жет + 
ї.Ётх:)х|?, #3] | 

I(r —2»x|? = | (T — SZez)x||?2 + CZ mz)? |x|, x £DomT. 
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于 是 
ICT — z)x| > Zmz] lxl，xEDPom7。 
而 且 对 于 非 实数 zx ，T-z 有 有 界 的 道 。 因 为 Ker(CT* — z) = 
CZm(QT-2))*-(0), MU .Zm(QrT —2) 是 闭 的 日 等 于 百 。 从 
而 对 于 Zm 0 f ADELA). O 
例 2.30 在 L?(a,b) 中 ， 积 分 算 子 定义 为 


b 
T: «c» k(s,t)x(t)dt, 


其 中 k(s,t) 在 [a,blx [a,b] LBM, Xx ST НО, АН 
仅 当 对 于 [a,5] 中 的 几乎 每 个 s，t ,k(s,t)=k(t,s) OX UBI 
2.13) , 

例 2.31 H = L2(—co,+co),D=(x(t)y x(t) Altx(t) 
ЄХ}. Hix(t) EDmPtx(t) 所 定义 的 算 子 TT 是 自 伴 的 . 设 yE 
Dom(T*), 且 令 T*y=y*。， 则 对 所 有 的 x c D=DomT, 


[i oyat x ууа, 
x(t) 是 区 间 [c,to] 的 特征 函数 。 我 们 有 

fo __ io 

| (аг =| y*(t)dt. 


于 是 通过 微分 ， 对 几乎 所 有 的 to，to Yo) =y*(to)。 
因此 YEDE(T*Y)(t) = ty(t), 2 ,yC DAR yC Dom(T*) 
H (T*y)(t) = ty(t). 

例 2 32 KH=L7(0,2mq)H RD: < (xC H; x# [0,27] 
上 绝对 连续 ，x(0) -x(QmEx CH), HB x€ De ~ ix REM 
的 算 子 了 是 对 称 的 ; 这 是 因为 ， 当 zx.yEDD， 


iF-| «ceva |= ix(t) Y (D. + ix! (t)¥(t) 
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ww}, 2R 
(x, ТУ) – (Tx,y) = ix(t)y(t) | = Q0. 


512.33 (二 阶 常 微分 方程 ) 设 H = L? (a,b). 
考虑 形式 微分 算 子 工 ， 


(Tx) (t) = - ŽP)’ CO] -q(0xC(O0D, 


其 中 p 与 9 是 实 值 函数 。 必 须 存 在 关于 PP ，4 及 Dom7T 的 条 件 ， 
来 保证 当 xEDomT 时 ，Tx 有 是 互 的 确定 元 素 。 如 果 Tx = u, 
Ty= Us 容易 选择 


— 


UDIT) = (09000) = рро) GOD Y^ (т) 2x (C1. 


Bu 


= 


| _ — — t 
CTX, Y) - (x, Ty) =P) CDY (1) -x' DYED 


只 要 DomT 的 定义 保证 
= pOD (x(b) y' (b) ~ x’ (b) y(b)) = pla) (x (a) y' Ca) — 
x“(a)y(a)), 算 子 工 就 是 对 称 的 。 例 如 ， 相 应 于 下 面 问 题 的 算 
子 是 目 伴 的 : 
— (px”) + qx = f, 
ax(a) + Вх' (а) = 0, 
рх(Ь) T 0x'(b) = 0 ' 
(A p ÆC, q Æla,sb] ЕСЖ, р=0, FRA p. q 及 系 
Жа. B. Y, O 是 实 的 ) 。 
自 伴 算 子 工 是 正定 的 ， 当 且 仅 当 
(Tx,x)>0, SFA PAPA x0. 
12.34 设 工 是 五 中 的 自 伴 正定 算 子 ， 其 定义 域 为 也 。 对 
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Tx,yCD,(x,y)r: = (Tx,y) 定 义 了 D 上 的 一 个 内 积 . 对 应 的 
范 数 是 
lxlr-4/CTx,x) , XED. 
习题 
2.50 证 明 自 伴 正定 算 子 的 谱 在 正 实数 的 集合 内 . 
命题 2.52 ATÆ AFERI, А (2) || = [9151(2,0(Т)))-!. 
证 明 由 命题 2.29 的 证 明 得 到 R*(z)=R(z); 因此 ， 
R*(z)R(z)= R(z)R*(z)BXF3 z OCT), RGOJÉSZ (X) 中 的 
正规 算 子 . 从 而 由 命题 2.10， 
IR(z)|=r,[(T- 2) 1]= max |x —zl| 7! 
Ago (T) 


*( min |A-2| ) SEZ T»Y". Lj 
Aca (T) 


注意 到 ， 对 p(T) 中 的 实数 z ，R(z) 是 自 伴 的 . 

命题 2.33 若 和 是 自 伴 算 子 工 的 孤立 本 征 值 ， 则 相应 的 谱 
投影 是 正 交 的 ，P*= 了 。 重 本 征 值 是 半 单 的 。 

证 明 设 了 是 分 离 和 的 一 条 闭 Jordan 曲线 。 可 以 假定 TT 
关于 实 轴 是 对 称 的 。 那 么 由 推论 2.30 的 证 明 立 即 可 得 P = Р*. 
于 是 D =(T-M)P=D*;, DA BTEIURERE AT; 因此 | 站 = 
ro(D)= 0 。 也 是 零 算 子 ， 这 意味 着 1 = 1 。 和 是 半 单 W, Н 
了 五 是 相应 于 和 的 本 征 空间 。 0 | 

定义 域 为 DD 的 自 伴 算 子 有 一 个 谱 表 示 , 它 是 对 于 Hermite 
矩阵 谱 分 解 0.0 A = Y h. K P, ( 见 第 一 章 第 1 节 ) 的 推 
广 . 

可 以 证 明 ， 每 个 自 伴 算 子 都 存在 唯一 确定 的 正 交 投 影 族 
EA) GEFAER, ) 使 得 

Ci) WRAS, E(GA)E(u)= ECGu)E(ÀA)= Е(А); 
Cii) limp.a+E(H) = ECA); 
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(iii) EQ)T=TEQ); 
(iV) lim4, EQ) = 0, limi.. E(22-—1,5 
(v) 对 于 任何 多 项 式 p， 


+. 
(p(T)x,y) = J |. BOOdCEOOx, y), x C D,yc R, 


Eh RIETER EK Stieljes 积 4 (Dl Kato, 1976, P.356; 
Yosida, 1965, P.313) 。 在 P(X) = 入 的 特殊 情形 下 ， 我 们 有 


(Талуу) = | АФ(ЕОӘх,у), z€ D,yCH. 
形式 上 写 为 
T = | "AGE (A) (2.8) 


且 称 此 式 为 目 伴 算 子 工 的 谱 表 示 。 
可 以 证 明 以 下 的 性 质 ， 
d(E(A)x,x) = d| ЕА) Х| 220. 
4i uC Po(T), W) E(u)ZE(u-) HE) — E(u-) = P Н 
MF HATERS. 
EZ, GEA)=EOA), WJAZRAET HATE. 
Ro(T) 是 空 的 。 


9. 紧 算 子 的 谱 与 具有 紧 预 解 式 的 算 子 的 谱 


RAS (或 有 紧 预 解 式 的 算 子 ) 有 简单 的 结构 。 

定理 2.34 БТ CSS OO JE. OCT) 0 P ICE Жл 
的 可 列 集 。 每 个 非 零 的 入 Eco(T) 是 工 的 具有 有 限 代 数 重 数 的 
孤立 本 征 值 . 

证 明 这 是 一 个 经 典 的 结果 ,对 此 读者 可 参阅 Katoc1976, 
РР,185—187; zk Taylor, 1958, PP.274—285; Dunford 
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a Schwartz, 1958, 271, PP.577--580; Zaanen, 1960, 
PP.311—455) . |] | 

хи}, ТЕЗЕ ЗЕН) BEA 56 ИРАНЕ ЯА 
EIN DD TENE. X J T *8) МОН S Ad8TS BU Re BAL E ҤЕ X 
的 本 征 值 。 ЛЖ (T~z)x= 》 是 可 解 的 ， 当 且 仅 当 yEG(Ker 
(T*— X)!, (T* — z )f= дА, 24 3 15 24g € (Ker 
(T—23))*. SX Rieaz--Schauder 5р # K Fredholm {% 择 
的 一 般 化 ， 

设 {jn 是 紧 算 子 工 的 非 零 的 相 异 本 征 值 ， 其 祖 应 的 谱 投 
25Р. ITEN AR. 

TP,=A,P,+Des 

其 中 D, ERE EW, H P, ,P = Pôr’ К,ТЄ N, BS Q, = 
> sa P, Ni 


ТО, = > (АР, +D,). 
Redi o SFT А29 kes xx. 然而 ， 没有 一 个 补充 的 假定 ， 
这 是 不 对 的 。 例如， 注意 一 个 紧 拟 谷 零 算 子 没有 非 零 的 本 征 
H. HE. HT ; Hilbert 空间 中 的 紧 正 规 算 子 或 自 伴 AT. 
则 展开 式 


T = > (k P, +D,) 
k=1 
Ab BU. BET ДЕ Hilbert ZAH PAR BRS. DU 
是 非 零 的 实 的 相 异 本 征 值 ， 按 数量 减 小 的 顺序 #E 2). WP.) 


是 相应 的 正 交 本 征 投 影 。 
命题 2.35 在 双 (CH) 中 ， 紧 自 伴 算 子 了 有 谱 表 示 式 


TT Mane et КАД co AUEN EE ea E E RADAR En A AIRES RR I ET i w a. ep 


T = > 和 PP， = Pi, dimP, <œ, P,P,-P,0i1;. 
R=1 


证 明 记 Q,= > :.,P,, 


й 
ТО, 一 > ApP,. 
P1 


TCL -Q НЕЮ, 它 有 本 征 信 hs+1， Akts BP 且 可 能 是 
0. TE 
ITC1-0O)0Íl-rs(TC1-QO1s [M] 0, ko, 
! p=1 
现在 证 明 本 征 向 量 加 上 Kerr 的 基 构 成 互 的 一 个 完全 系 。 首 先 
证 明 Q@ = S” P fE. 对 于 x ЄН, AX Р, 是 正 交 投影 且 
PP: =ó, P,, 所 以 


> bel -| > Pix |. ар. 
因此 , 之 -.1Р,х]° 是 收敛 的 ， 那么 ， 
| S Pix | = УР о, п 一 co 
这 证 实 了 Qx= 之 *-:Psx 对 五 中 的 每 个 x 在 互 中 是 收敛 的 . 


因为 了 与 所 有 的 Q, 可 交换 ， 所 以 QH 与 (1 - Q) H# T FEA 
变 的 。 容 易 看 到 T 到 (1 - 8)H 的 限制 是 零 算 子 有 (1 - O )H 
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zKerT, 这 表明 


H = Ker TO [r.a] . 
h= 1 


设 {4s}jn 是 TT 的 重 本 征 值 。 其 相应 的 本 征 向 量 (x, jn EJ IK 
OH 的 标准 正 交 基 且 


T= Hut, о ху)Хь. 
А=1 


习题 

2.51 HFA =u, 〈 假 设 是 单 的 ) ， 证 明 T- 入 的 值 域 由 
{xj 少 中 的 所 有 的 向 量 y》 组 成 。 对 于 这 样 的 Y,，(T -入 )x = y 
КӨШ ЛЕ 

x = - + у 十 -二 > au Ete A, +OX;, a CC. 

现在 转 入 讨论 具有 紧 预 解 式 的 算 子 。 

命题 2.36 设 TE 多 (XX) 使 得 对 于 荣 个 2 ，R(z) 存 在 且 
是 紧 的 。 那 么 ，T 的 谱 是 具有 有 限 代 数 重 数 的 孤立 本 征 值 的 可 
列 集 ， 而 且 对 仔 每 个 z Сот), RGOJREXIB. 
^ 证 明 容易 由 命题 2,28 和 第 一 预 解 方 程 

К (2) = RGU1-c-(G-2)RG)] — 

gii, НУ R (20) 是 紧 的 ， 则 对 于 所 有 的 z CoCOTO, 
R(z) 也 是 紧 的 。 O 

在 经 典 边 值 问 题 中 出 现 的 大 多 数 微分 算 子 有 花 预 解 式 
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习题 
2.52 WX = C(0, 1) Bié р={ хех; x’, x” GC 
x(0)=x(1)= 0}. IHH x € D > — x” 定义 的 算 子 工 有 
ER. 
有 时 称 有 紧 预 解 式 的 算 子 是 反 紧 的 。 从 现在 起 ， 为 了 简便 
起 见 我 们 将 使 用 这 个 名 称 。 我 们 回顾 了 是 定义 域 也 赋 以 图 象 范 
Ж. 


X, 
KH 


$882.97. 具有 定义 域 忆 的 闭 算 子 工 是 反 紧 的 ， 当 且 仅 当 
рајх ЕВ, 
证 明 BERTA zo Сост), RZ) ЖЕҢ. W (х, } 
€ Dt |x, |p = lTx« ll + leisi. +E | 
ICT = Zox 1 1 + Follz,Ü|< 1 + izol. 
{СТ —z))x) 是 有 界 序列 , 且 对 于 n EN ICN,x, = R(z )(T — 
Zox WO. RAT XH DW IR ATO ME E. 反之 , W 
zo Ep(T)， RGQ-ieRG)Q, Жфі:рох БЕ Н 
RZ): X> DILA RW. KEM RC): Xo X AER. CO 
例子 将 在 第 四 章 中 给 出 ， 
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181 YZ ea AT SEM. 
收敛 性 及 摄 动 理论 


B| 


Жэ SY oR iz A or OT AB SR, Жр IRS DG MAR Be АЖ 
科 书 ， 有 些 内 容 甚 至 还 没有 公开 发 表 过 。 

在 和 4 部 分 中 ， 我 们 系统 研究 有 界 算 子 或 闭 算 子 序列 收敛 性 
方面 的 各 种 概念 。 在 以 后 进行 数位 方法 的 分 析 时 将 会 用 到 这 些 


ЦЬ 


B 部 分 中 ， 将 Rellich, Kato 及 其 他 人 的 经 典 解 析 摄 动 
vey" nA 上 ， 这 一 理论 在 参数 足够 小 时 是 有 效 的 。 本 
征 元 的 级 数 展开 的 和 迭代 计算 在 单 本 征 信 、 重 本 征 值 或 相近 本 征 
值 的 情形 下 予以 介绍 。 


A. 算 子 序列 的 收 人 线性 


BCCOXOZEBISL FSI, HETEC) Ae MIMD. 
(T-Dx- [To = he SRG AEH RBE COC) He HSB 
ЯТЬ, DomT = D, n=1, 2, © ME 

СРЕЗЕ ЕА ТЕЕ ВИЕ ОЕ 大 大 简化 ， 

一 部 分 ， 我 们 定义 各 种 类 型 的 收 做 性 ， ESTER esto 
BRA. | 
在 离散 化 方法 " T. 为 有 限 秩 常常 就 足够 了 。 考 虑 下 面 一 
类 Sif hi y WJ. EL Ta x BJ RETE ig] FR Xa a, 使 得 存 


А "m peat dA 
s PEN " aaa AA t t me Rc es he о PR ANNA ARN 
ILES a cfericiz ma uii pii: H Rr Hle a M UR RA I pai RET ЧИНЕ E RA 


ЖХ. LA PE Fe Tn XT BUR х € X iE Tux x. 已 知 D 


CX,^D. =л.р, НШС, :六 ,一 Xs 是 线性 算 子 ,其 定义 域 
为 D;. 算 子 T，: = Tama JA Ә.Е, DXW 
AAG; 显然 T, 是 有 界 的 ， 其 定义 域 为 D。 尤其 是 当 DD = X 
KD, =XX: 时 ， 设 多 ,是 X, 上 的 线性 算 子 ， 则 T= sx， 是 有 
Fly, RE SPX T, ELK). 

815.1 WX = C (a, b). Га, bj 划分 为 n 一 工 个 区 间 ， 分 
Wot, i= 1, =, n, t i= a, t.— b. BX, ЖХ: 
H, € Ha, bl EAN БЕ ра 0 НИ. НИ 2.6 (第 二 章 ) 中 
И е"), mx = Eiox(DelÀ (I Z. XXa, 


在 已 选 的 基 下 由 nn x n HIG A, = (a{") ,所 定义 ， 则 


"n 


Т.х 5л, > ( DalPxct,) Jet". 


i1 'j=1 


1. 双 (X) 中 算 子 序列 的 收敛 性 


设 X 的 单位 球 为 B，B:= (z€ X; |z|<1). Flix.de, 
Xs 和 EX， 在 X 中 相对 紧 ， 当 且 仅 当 它 的 值 J;- x, 的 集合 在 X 
中 相对 紧 ， 即 当 且 仅 当 每 个 子 序列 {х„}х,см ROB WOSCT FRAU 
{xsjws-Nw1。 例如 ， 设 工 是 紧 的 。 若 {x,)s 是 X 中 的 任意 有 界 序 
Aj, Wy {Tx, tn Ж 相对 紧 的 。 

(T.I 是 双 (X) 中 的 算 子 序列 ， 按 照 下 列 的 定义 之 一 收 
MFT CS (X); 

(а) XS T, T, SAMY XPT A x, 
м nck], T,x— Tx. | 


Cb) 一 致 〈 或 按 范 数 ) us, 4 BHURIT-T.[ 0, 


И —> со, 
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(с) 集体 紧 收 伍 了 ,一 T， 当 且 仅 当 


(i) T,>T, H. 
Gio 满足 下 面条 件 ， 


EK: = U (T—T,)B 是 在 X 中 相对 紧 。(3 .1) 


n=1 


Cd) ЖШ T, T, SERŽ 

(i) T,>T, Н 

(ii》 对 于 B 中 的 任何 序列 {x, us. ЗУКО — T,)x, s fE 
X 中 相对 紧 。 (3.2) 

(е) 属于 类 3 的 T。= 7,5, HREM T, — T. 
且 仅 当 

(i) T,>T, H 

(її) 满足 下面 条件: 

对 于 任何 序列 {x, jn xn EX’ fnise ， 序 列 {(TT — 
Tanju СГ 7), NEX PARR. | Q.8) 

JE F PO A, HX {е} ЖОЙ ў 3X. X, = 


(ei, C25 С» Ents nm=1, 2, °° 
513.2 Tx- X s T ,x = > (х, е;)е;, T,x— x:T, T. 
і= 1 
3.3 Тх= 0, Т,х= (1/п)х, |T,-Tj| = 1/n5 0. RE. 
T, >T, {НТ„»Т. 


3.4 Tx= 0, Т„х=(х, є„)е,, О *-.Т.В, E teie} 
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Pr 


的 有 界 集 ， 是 相对 紧 的 : Ta >Z, {Н|Т-Т„|=1. 
例 3.5 i; x =Z T. iXi6i, Ж Ф х; = (х, €i), x eTx= 


ZT. Xi e i. WP x ЄХ», ë хә „х= ?21X;416;. Й 
m, 是 在 X ЕЊЕЖ №. T, = Zp, т, Horie Tax 
= Elixe = Тл, Fx, EX,,(T 一 r 和 = 0: T, > T. 


:总 到 工 不 是 紧 的 ， 它 的 谱 已 在 第 二 章 例 3.25 给 出 ， 并 且 本 征 
{HAS Ze EY. 

NTrERWHABR TT, Tas EERE X K SE A S A A 
严格 有 序 的 。 下 面 给 出 收敛 性 间 的 相互 关系 ， 并 在 表 3.1 中 总 
结 了 这 些 结果 . 


2. CCX) rc Sk B TE PH 


2.1 X T i£ BAK 
我 们 首先 从 Banach 一 Steinhaus EET #, 
定理 3.1 I XE Y 是 复 Banach 空 间 。 对 于 红 ( 义 ，Y) 的 有 
FATET XERA AAT A RER T Н EA 
Ci) sup, |T,I<M, 
Gi) XT E X ADAH RFNA x, Tx Ww. 
关于 证 明山 Yosida (1965, P.69) skBanachjilS:einhaus 
(1927) . 


fiii, Ber IRA X DX, LMR PAE m. 1, HM 
ТЕМ 15 TSM. TERT NRA Hm. 38 5:35, 
W ѕир, іл, <оо, BM TAE {{ п, 存在 N (na), {Б ОҢ n > 
N (т X, CX, , B3FU,. iX, EX PRE, WF xX + 
BIB x, л„(х)->х, 
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定理 5.2 WW T,x— Tx, x C€ X, WEA BR BU, 
sup .eu|[| T, — Tx | 一 0 . 
证 明 KURA. HTAR 60, VAUNUA 
+ e 的 集合 所 成 的 有 限 覆 盖 。 对 于 每 个 x CU, FE xe fii (8 
|x —xel«e5 有 有 限 个 这 样 的 xe。 于 是 
С, = T)x|I<]| (T, -T)(x—xe)| + ICT, -T)xel 
«iT, iT \e+max||(T,-—T)xel. 
Xt 
即 得 所 求 结 果 。 0 
习题 
在 下 面 的 两 个 习题 中 ，T，, BTD. 
3.1 证 明 由 Kantorovitch 和 Akilov (1964, P.543) 所 给 
i НУ ЖЇР 
Ci) |(Т„-х„Т),х„| = Sup |[„—хл„Т)х|> 0, 
(ii) [(1-хжх„)ут|—о0; 
HTT. 
3.2 证 明 在 Descloux 等 (1978a) 中 给 出 的 条 件 
МТ-Т.) х= sup |(Т -@.,)x|— 0 


l [91 
AA т. T. Шеху Bis UA ШШ Ж. 


3.8 ik B 3; T, T, ДКТ, -T) [5 0, nce, 


3.4 证 明 若 在 多 (X) 中 To 一 了 工 ， 则 对 于 相对 紧 序 列 {x，}， 
(T —T,)x. > y AMA y =O, 
2.2 Ф ТЪЛ X 
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2.2.1 与 紧 收 敛 的 关系 


ШЖ, Т. ЭТ Т.Т.) К, 如 例 3.3 所 
ж. МЗ 4. ЕБР Е Wr ok H ЕЖ 
划 ， 这 是 因为 (3.2) Hb (3.1) 更 容易 证 明 . 

我 们 首先 注意 T。 一 工 列 涵 着 每 个 T -了 T。 是 紧 的 ， 这 是 因 
为 对 n ECN, (T-T,)BC Ur. (T- T,) BEAN E B. K: 


= Ua- (T-T. B 中 的 任意 序列 具有 形式 y,-(T — To (n) Xn; 
x, ЄВ, ЖЕ ом ЕНН. КНН, ЧН 
仅 当 天 中 的 任何 序列 (y, js 在 X 中 有 收敛 子 序 列 。 我 们 寻找 天 


FTRT, HAE, EBA ET, > THR T TOT. 
命题 3.3 FRA (i) 与 Gi 是 等 价 的 : 


Ci) 对 任何 整数 mm ，T - 工 , МЕНЕН ТУТ; X 
(ii) T,— T. 
证 明 ”从 上 面 讨论 可 知 ， 只 剩 下 证 明 由 (i)》 推 出 Gi). 


Шо. NON. 我们 先 假设 0(NN) 是 无 界 的 .存在 一 
个 无 穷 子 集 N 1 C NAE 80, =o1w, 是 单 射 的 .01 是 在 0(N1) 上 双 
St, 4n EN 一 oNj), х, = 0, 4n Eo(N1), 规定 x 


=Xoz1(n)> MV, = (T,- Т) xa. Wn €N;, 
у, = (Т —To(n) х, = (T —Tot,))X;,-1 (c (n)) 
1 


=(T —T 5 (n) XG (n) =; (n). 


IS it 


l] = LJ / c LJ / 
"eg," o (»)€o (Ni) 0 C? vens? 


H (3.2) ， 它 是 相对 紧 的 。 并 且 序 列 y,。 有 收敛 子 序 2]. uu 
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оО, MU ZEZEZGSI SEN cN EPEN 003) = {р}. 
对 Tn EN, y,=(T-T xq, 其 中 工 - 工 ?是 紧 的 ， OL] 

命题 3.4 BEV, У, VÆRK, НТО, СХ), 
0,50, ZAV, U, S SVURU,V, SUV. 

证 明 VRV -V, ÆR; AV, VU 与 UV 是 紧 的 。 
对 于 x €X, V,U,x—>VUxRU,V,x—UVx, ix, CBs WH 
然 对 于 N 的 任何 无 穷 子 集 Ni， 每 个 序列 1 Usxsjnwi 及 
(U,V,x,)s 5 HARKS. O 

在 实际 中 ，T ,常常 是 有 限 秩 的 《〈 但 了 不 是 ) 。 

命题 3.5 жт, EZH, ШТ, THR TEER. 

证 明 Т.Т Pn C N, Т, TERK, AMT = T, 
—(T,—- T) у. O 

因为 在 实际 中 T, 通 常 是 有 限 秩 的 ;从 而 是 紧 的 。 因 此 只 
43 T, 是 紧 算 子 了 的 逼近 时 ， 集 体 紧 收 伍 概念 才 是 有 用 的 。 
在 这 种 情形 下 (3.1) 可 以 仅 由 (3.2) 证 明 ; Hl T, T = Т, 
— T. 

2.2.2 H5 Женс 

—PRIH, [T-T 0 ZR HR T,— т, 13.397. 


此 外 T, T EAR Ti T^, dhB)3.4 BL, WET e, = 
e,， 它 在 12? 内 不 收敛 

命题 3.6 若 T,- THEW, п С, ДИТ, -Tj-> 0 Am 
Т, =T. 

证 明 T-T, > O AR (3.2) ， 再 利用 命题 3.3。 口 


命题 3.7 ZT, > T B. Tix—T*x, xcX*, MJ|T-T,j— 
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— 0, 

证 明 (REIT “Ti 0. 1 1 (x,)s сч х, G B, 
ó> 0 K& y EX 使 得 

ICT- Т,)х, > ó B lim(T-T,)x,= y, jyl2 ó. E 
y* EX* 使 得 jy = <у*,у›. HA 

[у] = lim<y*, (T = Т„)х„› = lim(( T* - Ti) y*, xn> = 0, 

这 与 jyj 宇 #89. i] 

命题 3.8 US C Z (X) 是 紧 的 并 且 假 定 S, 人 S$S。 T. 
T, WCT-T,.)S,)—>0. 

证 明 因为 S 是 紧 的 ，U -isnB 是 相对 紧 的 。 由 定理 3.2 
期 可 得 出 结果 。 蝇 

2.2.3 与 离散 紧 收 敛 的 关系 


ЗЕТ, Е S. AWX.CX, BRT, T ZG 


T.—— T. Ж {]3.5Н, T,— TH T, T. WAT. жж 
限 秩 且 工 不 是 紧 的 ， 由 命题 3.5 RR REA НГЕН. 于 是 
当 考 感 非 紧 的 有 界 算 子 工 的 通 近 时 ， 离 散 紧 收敛 将 起 作用 . 


命题 3.9 a Toe RA, Т, ATR >, ШТ,» TAH 


Т.Т. 
证 明 Т-ТА: W (3.2) Ж G.D) 。 因 而 希望 
WEAR (3.3) W (3.2〉。 我 们 知道 T,Xx,=T,。 设 Xxns€8B， 
(T—T,)x =(T—T,)m,x e +(T — T,)(1— On) Xn. 
59 (xaxa A Xe PI A BO, H (3.3) , ((T- 
Tr) XnXn} 是 相对 紧 的 ， 再 由 命题 3.3，U#-1(T- Т„)л„В Ж 
相对 紧 的 . 由 于 了 是 紧 的 ， 且 {(1- x.)x,) J: X PHBA 
列 ， 因 而 Us-1T(1 一 Ts，)B НЕ. RFT л„)х„ 
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mr - Tm. = war O - 


= 0， 这 就 证 明山 ?3.1(T -— T,BEFR4 SEA. 0 


于 是 得 出 当 了 是 紧 时 ， 若 T。 属于 类 p, RUT.-— T Aj El 
T, ^T. 8 —JH WT. TREE T.— T. 
2.3 紧 投 影 序列 的 收 笋 性 | 

为 了 在 以 后 讨论 谱 投 影 ， 我 们 关心 紧 投 影 序列 的 性 态 。 议 
{Pah uti CCX) 中 的 投影 序列 ， AAT ФМ: = 
Р.Х, М:= РХ, Hitm:=dimM<co, Рд. 


命题 3.10 设 P,P,， (RCN) ЖИЕ ШЕ POP, E 

dimPX<co, ШР-Р,)Р| > 0. АЧТА 0 n, 
dimP,X--dimPX 

证 明 dH AERB3.213 (P-P) P|- 0, Bixi} 2: M BS 
iX. OREM tA EBS. oux» 20;;, d, j=1， 

т. Қ <Р,х;,х?> 0,1. ИЩ, ТРАЕ КЕИ, тл 
HEX; n = Р,х.ЖМ, AEKA. dimP,X>dimPX. L 

我 们 给 出 dimP ,X>dimPX， MEN) ру 4 p) TF. E 
X:=12 具 有 典范 基 {eijs。 对 于 x ЄХ, Р,х= x, 6,61 + к, 
6,20,,;, P,xX>Px=<x,e,>e,; JE AdimP,xX=2, dim PX=1. 

保持 M ,及 M 的 维 数 , 是 P 及 P ONE TZ W ИЛЕ mi 3-8]. 
BRP BUMP Р 外 还 要 求 为 外 的 假设 .我们 假设 imP ,X= 
m, = 4 ,2,…。 对 于 充分 大 的 nn，m 个 问 量 {PP,x;}1 无 


ж, WM WEE. 我们 研究 Mn: = PsX* 中 由 
(P,x;, Ж? —Óij, i,j= 1 'U,m 


确定 的 伴随 基 
31383.11 ТЕВЕ АТ, рдЕ, xl = Рх = 0 E. 


jet. e. 


————— M (sad Sc RU а emque ipana t 


rise A i ciel i 
co pmi m 


证 明 ЯТЛАП, (x yp (Piet At 
Schmidt 正 交 化 建立 ， 如 我 们 现在 所 见 。 
对 于 工 =1，。 x1. a6) pt xj, 这 里 


1 = Cx*,, P x = aij) Cx*, Pix. 
HHP, 9х1, SE de E:bpncoWjaij!'— 1. 
Mi = 9,5%, salt) рж ноб") ptt, ХШ 
О = <x¥,, P,xji» alU) (xt, Ppi) + aft) (х*,Р,х1>, 
1 = <x¥,, Pax af") (x*, Р„х,›+ aft) Cx*, P ,x,>. 


解 这 个 2x2 的 线性 方程 组 ， 我 们 得 到 cz:3 51Xaj1 0 (m. 


->00) . 


由 关于 i 的 归纳 法 ，i = 1,2,-—,m, 2A uH 


其 中 cf 一 6ii， jsx i, 1=1,--,m, aT 以 
Hx isl Patil По Рх 150. 


AAP = IPES Tee Exc. O 

引 理 3.12 设 M，M ,是 X 的 团子 空间 使 得 dimM —oo,3F- 
昌 对 任何 有 界 序列 {xs}n，Xxs Mu, FESR SLX, bv cu SX 
于 xE M， 虽 对 于 充分 大 的 n，、dimM ,<dimM . 

证 明 ”假设 对 于 n EN1，N 1 是 NN 的 无 限 子 集 ， dimmM, => 
m， 这 里 m% 是 给 定 的 正 整 数 。 由 推论 2,3， 对 于 n EN, ，i= 
1 ,…,m 及 对 于 Qj; 的 任何 选择 ， 存 在 x,, EM, 使 得 [x,, | = 
1, [х,,:- Ejizlexoild 1. 对 于 n EN,CNy, i=l, 
U,m, 存在 子 序 列 x,，, ;一 Xx; EM 使 得 xi = 1 М |х: ~ 
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Жах 1221. ТХ и А (А JE 2:08, 并 且 dimM > 
т. Ы, mRdimM <m, WFAA, dimM, <m. 
等 价 地 ， dimM , «dimM.,, г] 

现在 ， 我 们 能 够 证 明 下 面 的 基本 属性 ， 

命题 53.15 (Anselone》 对 于 投影 P 及 P, 使 得 P 是 紧 的 ， 
下 面 是 等 价 的 : 


Gi) P, PHXFP3 KE n, dimp,x=dimpx< 


(ii) P,— P, 

证 明 我们 首先 证 明 (1) AMA Cii o. Н 为 对 1 SN, 
P,- PERH, P,—P, 当 且 仅 当 对 于 B 中 的 任何 序列 {x,}x， 
{Px js 是 B 中 的 相对 紧 序 列 。 设 Ni 是 NN 的 任意 一 个 无 限 集 。 
我 们 希望 证 明 {P,xs}w， 有 收敛 子 序 列 。 在 伴随 基 [Px } 7 
{хут F, P ,X, = E - Bi, Р.Х.» HRB, = 《x,， xta». 
Hy 5| 383.11, sup, xil < co 及 |8;,| чс, i= 1 ‚ ***, Ms bi] 
yn) = E. Bint EM PHAR, #2#EW CT ЛЕ у(п)-—> 
y, HxetFueNn.,CnNni, P,y(n)— y. . 

相反 地 ， 若 Р, PRB 3.10 8 ЕЛУ X n, 
dimP,X=dimPX. 再 由 引 理 3.12 以 M = PX, M, = P, 久 得 出 
对 于 充分 大 的 n，dimP,X<dimPX。 O 

命题 3.14 设 P 及 P, 是 投影 日 使 dimpX<co, WJ P,— P 
总 涵 着 (PP,)P.|->0 及 @ (PX,P,X)—> 0. 

证 明 这 是 命题 3.8，3.10， 及 2.13 的 结果 。 O 

命题 3.15 若 P 及 P, 是 Hilbert 空间 中 正 交 投影 dim PX 一 
о, [Р – Р, | UP M H (V 24 P.—P. 
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ea ee ERI RIA I FURIA ° A 


AF THT. 的 假设 SUO CER RF 


a (M Md 


Dj ms 


T, T e (X) 5с — d-c => p 
сс? 

T- Т, € li = ce ec = d-c = р 

T. L, id = СС <> С <> d-çc = p 

T. L, H PE p II: || <= cc = c = d-e = р 

dim ЛА = dim 1X < o>: M.J = ce = c = d-c = р 


表 3.1 LK) AE a PE 
证 明 显然 可 从 命题 3.6 及 命题 3.7 得 出 。 0 


5. 概述 


WET, > TA EPR, BPP CAR ә), c OX 
H) , d-c (WWW KIA) , cc (BARB, Ell (一 
BUNS) KART TRT ASHES, 2223.1 所 示 。 当 考虑 
离散 紧 收 敛 时 ， 假 设 工 , 属于 类 了 了。 第 一 节 所 定义 的 收敛 性 的 
例子 将 用 第 四 章 中 的 实际 方法 给 出 . 

由 Sobolev(1956) BFS] A. IS &4 Bile & qk Anselone(1971) 
广泛 使 用 于 积分 算 子 。Vainikko (19693) 5| A BR W roy, 3 
应 用 于 有 限 差 分 法 .在 离散 逼近 论 的 有 关内 容 中 (参阅 附录 ) -— 
定义 FS ,的 空间 X, 不 是 XX 的 子 空间 ， 离 散 紧 收敛 性 首先 由 
Stummel (1970) 和 定义， 他 在 一 般 的 抽象 椎 架 中 证 明了 命题 
3.13 (Stummel，1971,PP.253 一 254)， 现 在 形式 的 命题 3.13 
Jy: Anselone (1971) 证 明 的 . 
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紧 收 化 是 在 Goldberg (1974) 中 定义 的 . 在 Anselone 及 
Ansorge (1979) 中 已 推广 到 非 线性 算 子 及 积分 方程 的 应 用 。 
对 上 述 收 敛 性 的 拓 朴 性 质感 兴趣 的 读者 可 以 在 Anselone 和 
Ansorge (1979) 中 查阅 前 四 种 概念 ， 在 Stummel (1970) 中 
查阅 第 五 种 概念 。 


4. CCK) 中 算 子 序列 的 收敛 性 


WT no п=],2,*', 是 在 CCX) AREF RW, 按照 下 
MeN ШУ ТТ cv o. RNRRDomT, =DomT = р, 


Са) 逐 点 收 化 ,> 了， 当 且 仅 当 对 于 DD 内 的 所 有 x , 4 
nol. T,xTx. 
(5) EARUM T, T, BEAY 
(i) T,—T, H 
(ii) 满足 下 面 稳 定性 条 件 : 
3M2> 0, AN: WF 6n N, T C%r(X)RBI| T; '| <M. 
(3.4) 
(с) ТЕЙИТ, Т, MEAK 
(i) T,—> T, Н 
(ii) 满足 下 面 正 则 条 件 : 
D 中 任何 使 得 T axa y NECN, СМЖ Дх, м 
Же Ех,» х, иЄМм,смМ,, НТх= у, (3.5) 
ШТАТ, BRK, FPS МАЕ; EXIRET 
DomT, = DomT =D=X.(3.5 ) 中 的 条 件 Tx =?7 是 前 者 的 结果 ， 
例 3.6 在 X= 工 2 (0,1) 内 考虑 例 2.24 (第 二 章 ) HAT 
T. TeAAS AA BOT) =[-1,1]. Er, EEX, - (ei, 
ts 2,} 上 的 正 交 投影 ， 这 里 e,(t)=  2Sinirt, fe, 
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ч A сп i eR RUNE ee — > LII raros ae 
ee mos sam vino I o эс. lM = ARR re = етк es mariu эе 


1,2(0,1) 的 标准 正 交 基 .我 们 考虑 T。= rwTr BATT, 
当 n 一 co 时 。 在 XX, 的 已 选 定 的 基 下 ， 用 nxn 矩 降 A, 表示 限制 


E 、 1 , 
T, xa ME VE B Ú 素 确 定 Уа iy iat Girisi MEL 1=1,"*, 
п-1, ЖЯ а = (cosmt ei (t), e,(t))= ORE CIAM RE 
А) DM ART, AAR, H. 


g(A,) = { созл ——, i=l, 2 n] CocT). 
ndi 


T 


i(7,-2)7! ex. 


一- NEM Jj - 
 dist(2,c(A,)) 


PRU T,-2—T-2, пос, ЖТ: - n, TALIS JE 


T! —2— T-2. 


{015.7 在 前 面 的 例 中 ，T，。- 2 一 T - 2 。 的确, 设 {xa} 
是 和 X 中 的 有 界 序列 使 得 (OT,—2»x,—5 >。2 在 2(T) 内 。 我 们 
Zx: =(T— 2) ly, H | 

X,— х=‹Т„- 2) 1{(Т„-2)х„- y +(T —2)x— (T, – 

9) х1 х,» XACT - 4) х = y, 

3.8 RIBETR T, EARB, BIT,-T|-— 9. X 
于 p(T) 内 的 任何 固定 的 xz ， 我 们 写 出 

T,—- Z =T —z— (T —T,)=[1—-—-(T-T,)R(z))(T —z). 
对 于 任意 > 0, FENHANFn>N, |IT-Tall<e. F 
是 对 于 2 <1/lR(z)] , # ICT -T,)R(2))|< 1 并且 关 于 
[1 —(T —T,)R(z)J Neumann BARREL CX 9 W 
OY. HH E 12.7, 
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Jf 2 = (T-T,)R(2)] ASL - ICT -T, RG) 1 1 < 


1 
а e aL аа a an t-r || i Me 


R,(z): = (Т, -2-RGS [((T-T, )RGJ* 
& = 0 
(3.6) 
WEL XOOPS. RNA AE IR, (ORE n RAR, 
T,—z—T — z ， 且 对 于 p(T) ADEM z AR.) - 
R(z) — ü , 
45.9 SEXE TIETOARHT.—T.XPOCODO 
内 任 复 国定 的 2 ， 当 天 一 cc 时 有 
I 
nO - TOR NIT- T OR) 0, 
RE (3.6) f< (X) PWR, 3EBR,(z)—-R(z)= R(z)[ 1 + 


(T-T.)R(21(T-T,)R(2) S I[ (Т-Т„)Е(2)1?*. Xlll 


k = 0 


YT,-z—T-z 由 应 用 于 TT 及 T。 的 第 二 预 解 方程 (2.5) 


得 知 R,(z) SRZ). 

可 以 考 感 其 它 类 型 的 收 仿 。 当 及 了 ,是 闭 的 ， 在 宪 (X) 中 
T, T 可 用 对 于 p(T) 中 的 某 个 z 的 预 解 式 R,(z) 一 R(z) 在 
多 (和 》 中 的 收敛 来 确定 ， 假 设 对 于 充分 大 的 4 2 C€ p (T,). 
例如 对 于 某 个 z Cp(T),[R,(z)—- R(z)|— 0 或 R,(z)~> RG). 
БШК OCT. Т) > Оо X, XE 

O(T,U):=@(G(T), G(U)) 
是 算 子 了 及 口 的 图 象 G(T) 及 G(U) 所 组 成 的 Xx 天 的 团子 空 
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hE eee 


Ce АА A HIC Ee АНы ВН A suq расте тута REO RR AG nl Ee. US АЕ SAE с: So aep je sas D. 


[н] Z fa] BU a] Ba 


习题 


3.5 设 T 及 T, CCORA. ШЕЙ: OCT, T, > 
0 ， 当 且 仅 当 
IT-T > 0, 


3.6 THT, AR. UEBHXHIT, -T> 0 GT, >T) 
的 必要 杀 件 是 对 于 每 个 z C p (T)， 对 于 充分 大 的 n，z EE 
P(T DEIR, 2) - RG) 0 RR, (2) OR) , WHEE 
个 z Ep(T) 它 却 是 充分 的 。 

3.7 iW T, >T, MTC Pec), 

3.8 车 T, 一 了 ， 证 明 对 所 有 的 2， 使 得 |? |< 1/M, X 


EMETIK n, HIT; IS MES, AT,- z—T- 


5. G(X) hik sk tE A 


5.1 KT fe xui 
ЧТо ТӘНЕ 2, 811538 X AWS 748. 
(Т- 2) х= ј, xED, (3.7) 
ЕХ, € 
(T, - 2)х, = f, x, ED. (3.8) 
ЖОН. BR x = R(z)f K x, =R,(z)1. 
引 理 3.16 MOTs € p (7T) 下 述 命题 是 等 价 的 ， 
Ci) T,-z—»T-2, 


Gi) — R,GO5ROG) Н T,>T. 
证 明 由 等 式 
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R,(z) - R(z)=R,(z)X(T — T, )R(z), 

aya BAR. CO 

显然 从 上 述 特征 可 知 稳 定 收敛 的 重要 性 ， 因 为 对 于 X 内 的 
Кн surf x, = RIGORWSUT x = R(z)f. 用 经 典 的 说 法 称 ; 
ТЕСТ) БШШ) z Ab, T, ÆT Pa Ed dT, 24 НИЯТ, 一 
z 一 了 -Xx ， 另 一 方面 T,。~z 一 T ~- z 表明 z E p(T) (参阅 
Ыз.) 。 因 而 求 了 在 >z 处 的 稳定 逼近 站 一 各 构造 性 的 方式 ， 
HERTE (3.7) АЛЕ JE X. E+, ur х. 
5.2 关于 正则 站 仇 

我 信 证 明 下 面 的 特性 : | 

命题 3.17 对 于 p(7) 内 的 万 有 z ， 下 述 命题 是 等 价 的 : 


Ci) T,-z-»T-2z, 


(ii) T,-z—T-z., 

its] 设 z 在 2(T) 内 固定 。 我 们 首先 考察 yr Res kS 
Ao T, — z 的 稳定 性 可 以 写 为 

П zox,|zM'^!OGOolx,l 对 于 xX, ED n>N). R 
们 假设 这 不 成 立 ， 存 在 一 个 序列 {Xs}vicn,， Xs ED, lx,l= 1 
使 得 上 (TT., - zox,l 0. AFIE WH, х.х, x ED, 
ix|= 1 对 于 n EN;CN1， 且 (T-z)x = 0, 52 Ep(T) 
AFA. 

EI, MRT, - z)x,—> У Рх, CD, Sx 3 = (T —z) `> 
y ED; ЖА 
х= x =(T, —z) ![(T,—z)x,— y +(T -—z)x-(T,-2)%] 


JEB x,— x. XBT, -z>T-2. 0 
对 于 在 X 内 方程 (3.8) 是 方程 (3.7) HER, Er >x, 


E FEY Wy BEE AG EE: T, —z—T — 2, 个 条 件 比 稳 定 性 条 
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(ii) 容易 验证 。 奇 怪 的 是 在 证 明 实 用 的 逼近 方法 的 收敛 性 时 
HH (11) mem. 


3m 


3.9 证明 如 果 z, 一 ?2 ET, ,-z—T - z, BA 
T,-z,—T-z. lÉzx0ET,—T, itBjz,T,—zT. 

3.10 MEREZA BT,OSTREU,—U. Su 
T,U,—TU, 

5.11 HF? x-zo4C€ DOT), Z =1/(2 -zo)， 且 对 于 
À €Qo(T), v =1/(À - 20). MFT, T,C'GQX), RZE 
p (T), TEM Fil OMAR. 
Gi) ‚ 

T,-z—T — 2 


b } —RQGO-f^RGO- m 
R,(zo)-R(zo) 


Gi) E 
R,(29) — t—R(zo) — t | 
， ат, -25Т-2, 
Тэ T 
(iii) T,-z>T-2 | 
, } => R, (Zo) = t ŠR (Z0) — T 
R,(zo9)—R(zo) 


(iV) - 
R,(z9) —- #-- (50) —t , 
b ат, -z >T- 7. 
T, >T 


Az = 入 及 t = v W, Hie (110) 及 GV). 
我 们 对 加 于 了 及 了 了, 的 条 件 感 兴趣 ， 这 些 条 件 对 于 保证 
T,-z-T-z (对 p(T) 内 的 任何 z〉 是 充分 的 ， 
命题 3.18 车 下 面 三 性 盾 之 一 成 并: 
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ec 


(ii) Т.Т; 
(iii) T,-T, 


则 对 于 p(T) 中 的 任何 x， 有 T, 一 +z 一 T - 2 成 立 。 

和 证明 ”在 第 2 节 中 已 经 证 明 Ci) 或 Gi AR Gii). 
因而 我 们 假设 了 ,一 TT 并 且 证 明 对 于 p(T) 内 的 任何 z HT. 2 
—T-z. Sx, E BI (T,— z )x, 一 》。 于 是 对 于 n C N, C 
N, (T -T,)x,— u H (T-z)x,— у+и, n EN1。 因 而 得 知 
{х„)} WKS E, ВОЛ 3.412 Cp(T),x,-x Ku= 0. 
М Т- 2) х= у, П 

KTM, ЕМЕ D. РЕЗ, D 成 为 Banach 
z BD. HTIÉSOD, X) 内 的 有 界 算 子 . 令 i 是 D 到 多 内 
RER. MRI ARK, WHATEC( XONAR MG. 

命题 3.19 ”如果 单 射 i :D 一 和 X 是 紧 的 ， 则 在 2&(D,，X) 内 
T, ТЯХ РИТЕ € €, T, -z—T - ©, 

证 明 令 {z。} 是 万 内 的 有 界 序列 ， 使 得 对 于 zE C，{(T， 
— z )x, Ж X HAP. i 的 紧 性 药酒 有 {T,X,} 也 在 XX 内 相对 
Wo HELD, OAT, >T, {х„} ED ARM. 这 就 证 
HY T, —z>T —z, [j 
5.3 T,& + 9 

我 们 考虑 类 9 BJ— JK r PT, , KE Xy" dE—4 1 
普通 的 情形 。 我们 定义 离散 稳定 (或 离散 正则 〉 KIAS. 如 
辣 离 散 紧 收敛 推广 到 紧 收 敛 一 样 推 广 了 稳定 (或 正则 ) 收 人 钙 . 我 
па Т„=„л„& D,-,D: 


(а) Bip ko т, SST, HHH 


Gi) T,>T, B 
Cii) 满足 下 面 稳定 性 条件 
ЗМ2 0, 3N: XT n2 N : |T, [>M ilz, | 
(5.9) 
WED, 内 的 所 有 xa. 


Co) WBEM Т, ST, S nis 


Gi) T,5T7, H 
Gi) HE PEMA: 
f£ fif E223] (x) x, = Duas PAP с, НУ пем, 2\3 
时， 使 得 Tax》 ， 它 自身 则 使 得 对 m СМ, СМ, x,— x € 


D, H Tx= у, n 
这 些 概念 在 通过 
(Z, 2 UG, n f, x, C D, (3.11) 


来 研究 方程 《3.7) 在 和 ,中 的 离散 逼近 时 是 有 用 的 。 设 1, 是 X， 
的 便 等 算 子 ;我 们 写 zl。=z， 并 且 设 在 X. 内 的 道 算 子 55,(z): 
—OZ.-2) !. x, -Z0,C€2) mf. 收敛 于 x=Rz)f， 当 且 公 当 
T,—-zz,—— T -xz， 正 如 可 从 等 式 
х.К(2) —#„()л„=#„(2)(л„Т—-Ф„л„)Ё(х) 
得 知 。 容 易 证 明 下 面 属性 ， 它 是 命题 3.17 的 离散 类 似 ， 
命题 5.20 对 于 p(T) 内 的 z， 下 述 命题 是 等 价 的 ， 


(i) T,~2%,——5T-2, 和 
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Gi) T,-zm, ST-z, 

up 它 容易 由 命题 3.17 的 证 明 得 到 ， 这 里 的 {x,} 属于 
D,. 0 

EMF Ci) 又 比 稳定 条 件 〈ii) ABA, 

15.10 Wla: X, >X 2X, LM SRT, HBr, EX, 


ey A b -> E d-s 
上 的 投影 使 得 TT, 一 。 л, = lrA ROMA. T, ml, 


m — 51. 

例 3.11 iE Res Bice JST Polskii (1962) 及 其 后 继 
澳 通 过 在 HH 内 有 限 维 子 空间 E。,。 上 投影 研究 关于 方程 Lx= f 的 
辣 解 一 可 过 近 性 工作 ， 这 里 工 是 Hilbert ЖЇН LWA RBS, 
使 得 0 CoO L). 令 T, 是 E, 上 的 正 交 投影 并 假设 7,>1. 在 E， 
内 的 慢 近 方程 取 为 

nm Lx = Tnf, x, CE. 

这 方程 对 应 于 离散 通 近 m. L iz 及 它 的 属于 类 2 WER L,: = 
xX.,Lx,. | 

H 78013.20, x, x, MH La SL, H Polskii 给 
出 的 表征 是 x, x, "EB DU sup, 8 CLE,, E,)< 1. Bi 
而 说 工 是 正则 算 子 (Vainikko 和 Umanskii,1968). Vainikko 
(1965a》 指 出 使 得 0 C o (L )WJ L C CH) 是 正则 的， 当 且 
仅 当 它 可 以 表示 为 aL =1+S +K， 其 中 & A EFAA, 15 < 
1， 且 K 是 紧 的 。 

我 们 将 在 第 四 章 证 明 如 果 工 =1 + 天， 天 是 紧 的 ，1 € 
p (K), Wsup,@(LE,, Е„)< 153 (参阅 Krasnoselskii 
"2k. 1972) . 

3.12 在 例 3.6 中 所 确定 的 算 子 T, =a, TA, BTT, 
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BAT, 2x, 一 ST -28 并且 T,。- 2—T - 2。 这 是 下 面 引 理 
的 特殊 情形 。 

3183.21 车 T, 属 于 类 了 9， 则 对 于 p(T) 内 任何 不 等 于 零 
的 Zz ， 下 述 命 题 是 等 价 的 ， 


(i) T,-zT-z, 5 


(ii) Т,-2л, ŠT — z, 

证 明 考虑 方程 (T,-z)x= y, Z Ср(Т), VEX. H 
ШЕШ m.x-067.—2) zm,» MCL —x<,)x= - (1/z)(1 — 
Ta) у. rH T R, ,(z)=(@,-z) !x=,-(⁄z)(1-zx,) 对 
FOS бЄр(Т), x=R,(z)y 是 确定 的 。 对 于 zs 关 0， 若 
(了 ,一 2) RAR JU R,(z) 也 是 如 此 。 对 于 z = 0, 4 


T，, 属 于 类 了 ， 注 意 工 ,一 工 是 不 确定 。 
习题 


3.12 证 明 若 T, 属 于 类 2, 则 对 于 p(T) 内 任何 不 等 于 零 舟 
2, T, — zx, =T - z 等 价 于 T, -z— T — 2, 

3.13 EREET, 7269, WMH p CT) 内 的 任何 z， 
T, “STAR T,—241,——9 T — E, 

3.14 设 单 射 i : р ХО, WERFT, T, ELD 
X) 及 类 了 的 T,， 则 对 于 CE 内 的 所 有 z ，T, 一 >T AMT, - 
2л, —>T-2Z, 

3.15 如 果 稳 定性 条 件 (3.9) 成 立 ， 证 明了 ,xzx, = y, 
ly, [|< C WR ДИЯ n 一 致 稳定 。 这 意味 着 摄 动 方程 
CT, AT,)(x, + Ах,) =y, + Ay, 
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M АТ, |< e, (Аду! |< e е <1/M 是 可 解 的 ， 并 且 在 
ТЕ BEE | Ax|< B. 


5. 概述 
收敛 性 之 间 的 各 种 联系 在 表 3.2 及 表 3.3 中 作出 总 结 。 在 方 
HEP BS Arp z 不 出 现 。 一 些 特性 的 表述 可 用 不 同 的 形式 给 出 
(Grigorieff, 1973, Vainikko，1978a) ,但 所 选择 的 形式 对 
于 第 五 章 所 做 出 的 谱 收 敛 研究 最 直接 可 用 ， 那 里 谱 投影 了 是 预 
解 式 R(z) 在 了 cp(T) EXT? 的 积分 来 确定 的 。 

引 理 3.16 发 现 已 有 很 长 时 间 了 ， 开 且 稳 定 收 敛 已 或 多 或 少 
明显 地 使 用 于 解 积分 方程 或 微分 方程 。 在 离散 逼近 理论 的 内 容 
H, BRUGE Mirsk Karma (1971) 的 论文 及 在 Grigorieft 

(1973) 中 作 了 介绍 。 作 为 一 类 特殊 的 投影 法 推广 了 上 olskii 
(1962), Browder (1967) 及 Petryshyn (1968) 的 工作 。 离 
散 正 则 收敛 的 判别 准则 在 Grigoriett (1973) 中 给 出 Ж 
LD, XO. 内 算 子 的 离散 稳定 收敛 及 离散 正则 收敛 连同 应 用 于 
非 线性 算 子 的 详尽 的 研究 是 在 Vainikko (1978а) 中 。 正则 收 
敏 的 概念 ， 由 Anselone 及 Ansorge (1979) 为 韭 线 性 连续 算 子 
给 出 ， 对 线性 算 子 简化 为 上 述 定义 . EHE Rogo SCIES: CX 
功 应 用 于 微分 方程 的 有 限 差分 法 (参阅 Grigorieff, 1970a,b, 

1972, 1973, 1975a, b; Grigorieff 和 Jeggle,1973; Vainik- 
ko, 1975, 1976 a, b, 1977a , b, 1978 a, b, Vainikko 和 
karma 1974a，b) .习题 3.14 所 给 出 的 性 质 由 Grigorieff， 

Vainikko 实 质 上 已 应 用 于 偏 微 分 方程 ， 时 外 他 们 的 同事 证 明了 
有 限 差分 格式 的 离散 稳定 性 。 用 离散 正则 性 来 表征 离散 稳定 性 
见 Grigorieff (1973) , | 

ВО (Т,,Т) > 0, fEDescloux 等 (1981) 中 应 用 
于 用 有 有 限 元 法 有 远近 具有 非 紧 预 解 式 的 闭 算 子 。 
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rr е RR SH att чн qs <s —nE qu (ur 
` . HR 


# 3.2 在 po(T)" 中 的 稳定 性 


|7, = T4—0 — 


=== T, “ST 
` 
Му 
S. | 
"Nu 
| j 


T — zT 2 
yz e p(7') 


т-а» T - 2 


yz= (T) 


T, T K Riz) > Riz} 
Vzepi T) 


7 (1) ГАТ, 是 紧 时 成 立 ; (2) 当 T 是 反 紧 时 成 立 (8) 
ALD, X 中 成 立 。 


= 3.3 在 0(T) ”中 的 稳定 性 


(2) rx (3) 
T. — za, + T — 2 
Vz < p(T) 
TT 
WisAmT).r#0 Yee p(T) 


| L ^ T Jg (п, ^. R(z) 
БИТ; . Vz e p(T) 
——— n _ U —-—-_——-—-——ү——_——— 


° C1) 4 TAT: 紧 时 成 立 ， (2》 当 工 反 紧 时 成 立 ; (3) 在 
L (DD,X) 中 成 立 ，(4) 当 z 非 零 时 成 立 | 


eM mens y 


B 解析 摄 动 论 


设 工 是 定义 域 为 也 的 闭 算 子 . 我 们 假设 T = T'- H. T k: j 
动 刀 作用 于 了 的 结果 ， 这 里 五 及 都 是 闭 算 子 其 定义 域 为 也 . 
我 们 的 问题 是 求解 | 
| (T-z)x= f 或 Тф=\ф, 
但 是 我 们 仅 知 道 如 何 解 用 T 代替 了 的 方程 。 这 是 十 分 常见 的 情 
J. 我 们 将 主要 关心 两 个 基本 例子 ， 
(a) T'j T ËJ3 8 OB ET, , 所 以 了 =T。-(T。 一 了 ); 
(b) ТАТИ Т, НТ: =QTQ+(1-Q)T(1- Q) 
所 定义 ， 这 里 8 是 给 定 的 投影 ， 并 且 T = T + H, HHH: = 
QT(1-Q)+(1-Q)TQ. 
为 了 联系 TT 及 T’'， 我们 考虑 依赖 于 复 参 数 1 的 算 子 族 T(t) 
=T’-tH, 最 然 T(1)=T 及 T(0) =T”. RWB 
(T(t)—z)x(t)= f, 
T(t) p(t) =ACh pt). 
31138 Н x(t), AC, Rett) 是 否 为 以 零 为 中 心 并 包含 
t = WARANKA. SMAKEN, Ex, A, KO 
将 分 别 从 方程 . 
(T'—z)x'- f (3.12) 
T'o =A Фф’, (3.13) 
Rx, A 及 p ERAH. VET ERZ A AE m Jordan 
ЩА, A E T WEA mi m REEERE. JE £= Н 
定义 | 
R(tf,oz)-(T(-27! 对 z Єр(Т”) 


poo R(t,z)dz Wrcp(T’) 
21% r 
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X (t) = (1/mtrT(t)P (t). 
我 们 研究 这 些 函 数 关于 t 的 解析 性 。 
7. КО, 2), РС), АС) 的 解析 性 
7.1 R(t,z) 的 解析 性 
HE z fEp(T’) W. R'G):2(T/—2)7!, T'O 及 
T'R'(z) 都 是 闭 算 子 ， 定 义 域 为 X. HAE Е, Yu Jj 
HR’(z) 那样 ， 它 们 都 是 有 界 的 。 我 们 定义 
ri: =r [HR”(z)], 
ór: =(t€ €, |t|<1/r;)- 


3183.22 ”对 于 0! 内 的 所 有 t ，T(t) 是 闭 的 ， 定 义 域 为 


证 明 从 等 式 
T(t) -z=T’-z-tH=[1- tHR'(z))(T' — 2) 
形式 上 得 出 R(t,z) Bj Neumann 级 数 展开 式 : 


R(t,z)=R'(z)> t*CHR’(z)]*. (3.14) 
b= 0 
(3.14) 中 的 级 数 在 色 (X) ARM, 4AM 3 roLtHER (21 
«1, Ht E2.25, BIPAELDUR || xri. TOD — 2 , A 
域 为 D 的 有 界 逆 算 子 ， 且 本 身 是 闭 的 ， 定 义 域 为 D。 品 
命题 3.235 对 于 0 内 的 所 有 t, R(t,z) 是 解析 的 ， 并 且 
它 的 Neumann 级 数 展 开 式 (3.14) TEZ (X) AM. 
证 明 由 引 理 3.22 的 证 明 ， 这 是 显然 的 。 L] 
推论 3.24 对 0 和 内 的 所 有 上 ，x(b 是 解析 的 。 


证 明 x(t)= R(t,z)f= Б. оу, B rB y,:= R'G) 
[HR”(z)]'f, k> 0. [1 
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7.2 P(t) 及 入 (t) 的 解析 性 

设 卫 是 围绕 和 “的 闭 Jordan 曲线 ， 和 “是 工 ( 的 有 有 限 代 数 重 
数 m 的 孤立 本 征 值 。 我们 知道 谱 半 径 ro (HR (zx)) HOT ) 内 
是 上 半 连 续 的 (命题 2.20)。 因 而 它 在 紧 集 TT pT 上 达到 
ЕЕ Кін. хем 


rí: = maxra [HR' (z)1, 
z€ 


dr: =(t€ €, lt|<1/rr). 
BEZXFTECS z EP，r: 和 rr 及 6z 二 6r。 


习题 | 

3.16 证 明 67 是 & 内 中 心 在 0 的 最 大 开 贺 盘 , 使 得 对 Of 内 
的 任何 t, T(t) 是 闭 的 ， 其 定义 域 为 D， 并 且 丁 位 于 p(T(t)) 
内 | 
3.17 证 明 在 多 (D ,X) 内 有 下 述 特 fk (Lemordant), 
集合 

{н € (D, X), maxr,LHR' G)1« 1) 

BLO, X) AEXCESEWIEBOHTPWARNBUEH, T'-H 
C*(X) Brcp(T’-H). 

命题 3.25 P(t) RAMESH t 的 解析 函数 

证 明 P(t) 在 67 内 是 明确 定义 的 ， 我 们 来 证 明 它 在 д; PN 


E AY to E Xr A ft Br TE. Elt- to | <(max,e,||HR(to, 
z)D', Ж 


R(t,z) = R(to,z) © (t— t^ CHRCO ,2)]* 
„Ыы 


der ERT z 一致 收 化。 由 在 TT 上 积分 ， 这 就 证 明了 PO) 在 
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67 内 的 任何 一 点 to 附近 解析 . 
ALP (Ct) ЕЕ Gr 内 上 的 连续 函数 ， 由 推论 2.15 它 的 值 域 
P‘t)X 的 维 数 是 常数 .这 证 明 dimP (0X =т.Т(ї) 在 I 内 有 


m 个 媳 立 本 征 值 ， 用 它们 的 代数 重 数 计数 ， 入 Ct): = (1/m)tr 
TOP) 是 它们 的 算术 平均 。 

我 们 现在 证 明 入 (t) 在 6f 内 to 的 某 邻 域内 解析 。 设 {xi} 
(或 {Xxi}) 是 Mo:=PCto)X (或 M0: = P*(to)X*) 的 基 使 得 
XT, xD =ó; ;: 

P (to) = v eau. 
i71 

HFEA] t- tol, H h B 3.10, HE (PCOxi)1 É 成 
PODOXBJIE,. ЕЕЕ XJ E20, (0x5), 这 里 函数 bi 
是 方程 组 


> Dj g(t) (х8, P(t)x;> =6 jis i,j= 1 2°", Ms 


k= 1 


ASR. BRAF, P(t)* ДЕ X. Mm x т AG) 在 fo 附 
АЕ И] yii BJ, 因为 A(to)= I. A-1(t) 的 系数 是 bys(t)， 所 以 
它们 在 to 附近 解析 。 现 在 


m à (1) =trT(t)P(t) 


=E C CT'-IH)P(t)xi, УЬ, OD 
k= 1 


im} 
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Dl. 2. А 4 "e na — ——— M st gan cem ar rnm ni HAE : = A-—-——- Q RR oon 
do oem Pern к —‹ os d or t0 1 10 T RR IR M T rna: cn nnn dena IRIS E чс hp ba ДӨП pcm m cata ne mne indita = ” 


=> WbuOXXC!-tH)POOXi, xD. 
11 


k=l 


HERAT AELK REM t MEA. D 
命题 3.26 ”下 面 展 开 式 对 于 6! 内 的 t 成 立 : 


P(t)«P'- * t1» §/ (Pi) HS? (Р2) 


k=2 * 


HS” Pa), (3.15> 


Ran EN pe S Bs! (Ра) 
№ =ч к. 
HS’ OA], (3.16) 
其 中 


m 
* = {р,21-1, i=1,., k; > P.=k-1}, 
i=} | 
$/0):=—Р”, S! (-P); = — D?” P, S'(P);: = SP, 
对 于 p > 0， | 
D':-(T'—A'»P', 85°: = Піт R'(2)(1- P^). 


证 明 上 述 展 开 式 是 闭 算 子 族 T(t) = T” -tH 的 著名 摄 动 
级 数 。 例如 在 Kato(1976, pp.74—80, 379 及 380) 中 对 充分 
小 的 t 给 出 了 它们 。 11 
7.3 m= 19 $ (t) 的 解析 性 

当 m = 1 , BP’p(t)4#0, Нр’'ф(1) = p 所 规范 化 
的 T(t) 的 本 征 向 量 $(t) 是 明确 定义 的 。 且 现在 假定 定义 域 DD 
是 稠密 的 ， 因 此 伴随 算 子 T'* 是 唯一 确定 的 。 
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命题 3.27 当 m= 18, H P'o) =p 所 规范 化 的 本 征 
Wet CD. 对 于 充分 小 的 1t| 是 解析 的 . 
证 明 ”我们 知道， 当 m 宇 1 时 ， 由 (3.16), Woy 


os 
所 有 +t， 入 (1t) = лоу, XE 
yo: = M, CLE > tr[HS ! CD. HS' (Pa)], k>1. 
* 


BE СЕН m= 1) ， 本 征 向 量 的 情况 更 复杂 。 设 p ÆT 
MAMTA НАЛЕ Ж, Ip’ l= 1. PDP EOLA KF t f 
析 ， 但 是 只 有 非 零 向 量 才 是 了 (zi 的 本 征 向 量 。 对 于 充分 小 的 
1t|， 因 为 P(t)9 HET P'o'-o's0, ИЫ POP EE 
BJ. OD 5 PUp HR. 我们 设 $8(1): =v Pye’, 
这 里 1/7(t)= OPCUO9 ,9 5, REP’, p F Z, uj 
7” 是 关于 上 解析 的 ， 同 样 OCD 是 解析 的 。 对 于 充分 小 的 |t|， 
因为 1/7(0) =<P’p’, g'*>= 1, 1/vCO 是 非 零 的 。 所 以 ， 
对 于 充分 小 Bl tl, 6002 ZT. tino, 这 里 ， AR, 是 根据 
YD SPOP 的 级 数 展 开 式 的 乘积 得 出 的 。 口 
在 | 
X(PCDOQ', p '*>%XF F of 内 的 t 是 非 零 (3.17) 


АЈА P, HP’ dt) = 9 所 规范 化 的 本 征 向 量 $(t) 关 于 6 人 内 
BJ t 解析 .注意 P’P(t)p = ‹Р(1)ф', 9'*g'. 
>) i 
3.18 iEH<P(t)@’, 9’) OF] t|<1 BSH, mn 
meas 
2л 


max |HR”(2)|< ( 1 + max |R’ œ ilp I), 
zer zer 


jx BH meas Г 75 Г BJ Lebesgue 测度 . 
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8. 级 数 展 开 式 的 系数 的 选 代 计算 


我 们 介绍 关于 x(t)， 入 (t) KO) 的 级 数 展开 式 的 系数 
Jas Veo Me RIZE {Rit YA KFA ETC X, 假 设 m = 1, Pre 
АО) =АС 为 T(t) 在 内 仅 有 的 本 征 值 . 

ys 和 ;的 计算 公式 将 比 从 (3.15》 与 (3.16〉 所 得 到 的 公 
式 要 简单 得 多 ， 

8.1 Xx(t) 的 系数 计算 
8|283.28 对 于 6 和 内 的 上 ， 级 数 x(t) = Zi. ty WH - 
这 里 系数 yx H 
Yo =x’, y, =R '(z)Hy,-, (k > 1) 
给 出 。 
证 明 从 (3.10 容易 得 到 。 口 
Ek x JE 
(T —z)x= f (3.7) 
的 解 。 如 果 t = 1 属于 68;， 我 们 可 以 认为 T ENTE, (ë ` 
f x BE, x 迭代 来 改进 计算 ， 这 仅 需 要 借助 于 〈T’ -z) Bp 
的 运算 .为 此 和 目的， 我 们 确定 


' | 
Ik= 2 yi =X +X 对 于 к>1, x =y =x", 
i-0 


那么 


k-i 
Hy, -1 -UT/-z-(T- 23.9 f- C -0( Sy) 
120 


-f-(IGT-20xs-15 
Вру, FE 
(T'—-z)y,-f-(T—z)xy,-1, К>] (3.18) 
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WR, Л (3.7) Ex, i 计算 的 剩余 。 

命题 3.29 TÍir/< 1, x =lim,x,, WHERE x, хо = x”, 
(T'—z)(x, —x”')= (T”'— T)x,.1, k > 1, (3.19) 
的 解 . | | 

征明 如 果 r <1，t = 1 属于 6 及 (3.19) 容易 从 引 理 
3.28181. L] 

x 是 方程 组 (3.19) 的 解 的 极限 ， 而 (3.19) MAWES 
化 ， 要 求 计 算 Тхь-1. 

{3.15 х= С^, НПА UCLA F, ATR 
Ax= b AVX 的 迭代 加 细 方 法 .给 出 一 个 例子 ， 该 假设 比 
Y.(OHA'71) < 1 ERR. 

{05.14 迭代 加 细 方 法 是 Stetter (1978) 提出 的 迭代 亏损 
校正 方法 的 特殊 情形 ，R'(z) 是 线性 算 子 T - z MERY, 

НЕ'(2) =1- (T —z)R'(z)= К(2). 
Нм KG)CZOO0, БЕША, SAM4C WBE $$ ^N T 
1， 即 条 件 r 上 < 1 。 当 了 “是 T 的 数值 逼近 时 (第 五 章 与 第 七 章 ) 
我 们 将 再 次 讨论 这 个 问题 。 
"3.15 SRR AW 2 x 2 矩阵 
1 


Рп EN. WA 


р Anc may re Medo com 
А mier RR mis чаа onc ri rr HT Ua 
ne á——« ec HIRED n tl Ie c Ra nte AE F afe S ian. os men = 


H 


_ -13L 1 i l1 - 
UA. - 47017 (au) STITT. 


fi —- 


EX nokt, |А, - Aj оо, . 
方程 组 

X 十/ ny= 1, (1/и)х+2у= 0 
AS RE 


1 зї — 1 1 ow 
x = (1- 7%) i y= (1-5) . 
dO/2)./n«1, BA # r [(A,-A)A 11.1. ERE 
п” 118 RE BU W Oe e E SR 


1 1 
B C DE 
H x= 1, 2y= OMAR, ARUVARAHA 
x+H=1, x+2y= 0 
验证 收敛 的 速率 是 等 比 的 ， 公 比 为 1/w/ 72. 

3.20 证 明 命 题 3.29 中 x。 一 x 的 收敛 速率 是 任意 接近 于 r: 
<1. GER: 如 习题 3.28 进 行 ) 

8.2 %т=1 ,‚ A(005 ó ( t ) 的 系数 计算 

我 们 先 考 虑 引 理 3.28 的 类 似 情形 。 

513.30 Ут = 1h, ERR (3.17) F, HAC) = 
ootivs 5 O(t) = E-t, 4t CON, X35 v. 
1,27 

=X v e=<-Hn,.,, @'*>, KSI, 


190 


(3.20) 


h 
No =P’, 1 = 8’ LUN + Sime: | ‚ kl. 
171 
证 明 我 们 用 待定 系数 法 。 在 
T (006 (t)=(T”—tH)%@ (12 =ACt) 6 (t) 
Н, ХЮ ф (tH P (t) =p 546, BRES t* 的 系数 相 
对 于 上 = 0, WE vo = M 与 yo =p’, PET’ N = von. 
BID Р'ф(і) =ф' = ф(0), &INX T k0, P'n,-0. 
XPTk-1, RNA 
(T' -AN - Heg! =v, 9’, 
ft T *oe'*-2A'o'* BXip/*, 9^5 = 1， 我们 得 
у = (ф'*, -Hp r, = - Hy! , ф'%). 
已 选择 y: 使 得 方程 
| (T' -A)1,- H9! +¥,9’ 
WALEC -了 ) 了 内。 于 是 存在 唯一 解 让 使 得 
": =S' [HE -9,9/] = S'Ho', P'n = 0. 
对 于 k = 2 ， 我 们 得 到 
(T'—XM)T,- HN, — vi1h = v Q”. 
FAAP’ = 0, 3&o'*, RIIE) 
v = <—Hn,, ф'*›, 
现在 | 
CT =A Na = HN, 7v, + V2.9" 
RA — fea (9 158 
?;- S'[Hmn, +v}, P'n,= 0. 
Aili, SERRA, k>2, RME 3.20). O 
如 果 t = 工 属于 6， 入 与 6 TO = 和 4 的 解 ， WE oH 
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аннан IH cambr dor ra ч? STH eo vum ava Pr 


P'ó-g' Wet, WAM’ 与 9 ERA G. RIEA = 
> 07; =Мк-1 Vgs, k> 1, А: Vo =M . BUH 
k 
Pr: = 2 Ti = фа 1 + Ns К>1,‚ фо: = To = Фф’. 
i= 0 | 
命题 3.31 düEm-1Hrrcl, 那么 在 假设 (3.17》 
F, A-lim,4,, @ =lim,p,, ЖНА, Qu 
ho =A’, Po=M= P's М = <Тфь-1, Ф'*›, 


А i 


(Т-А аф = A= P| -Dora +> DS 


| (3.21) 
WKS ITA. | 

证 明 ЖД гкг<1, t= 1 8 FOr, FEMSA 3.30% 
易 得 出 (3.21) 。 LJ 

命题 3.32 TMS. BIB, HAL, oe 的 收敛 速 
率 至 少 是 公 比 任意 接近 于 r! 的 几何 级 数 速率 

证 明 和 (t) 与 $9 (1) 在 07 内 是 解析 的 。 因 而 我 们 可 以 在 加 
(t; [t =1/q) Cq >rt) 上 用 Cauchy 不 等 式 (参阅 第 二 章 ， 
第 7.3 节 ) 。 我 们 得 到 对 于 i 二 0 [vi] «Ca' É lin ||<C’a' X 
ФС =supi, 17a ACH] C’ =50р ү, pi/l (|. ЯА. 
~A, = Egry SO p= EN’ 结果 立刻 得 出 。 [i 

例 5.16 我们 在 第 一 章 已 见 到 迭代 加 细 方 法 应 用 于 和 矩阵 的 
两 个 例子 。 

(a) 在 命题 1.14 中 ， 应 用 到 4 =A’-H. BH2JES.1836 
五 1 充分 小 ， 条 件 3.17 是 满足 的 〈 也 可 参阅 定理 1.7， 那 里 A’ 
—A-—eL). _ - 

《b》 在 定理 1.17 中 ， 应 用 于 分 解 A = A + 五 对 应 于 投影 
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Q =xya，5 = y" Ax. НЕКЕ AMBRE, ШУ] 
C kzl1,,,-05v,.-70, fE2EFB1.178 HERR, BR 
证 明了 收敛 性 和 一 入 与 px 一 pp COXE qp Hi Qo = x 规范 化 ) ， 

不 考虑 mr = max, r [H (A —-zID "11, Г: 8 C 60 Jordan 


ГЕЯ | 
r . 


图 3.1 


43.17 在 量子 力学 的 框架 中 ， 由 (3.20) 所 给 出 的 和 (ty> 
6 (t) 的 级 数 展开 式 称 为 Rayleigh 一 Schrodinger 级 数 (Reed 
füSimon, 1978) 。 当 T “是 紧 算 子 工 的 数值 逼近 了 了。 时 ， 其 它 
类 型 的 迭代 法 将 在 第 五 章 给 出 ， 在 第 6.5 节 与 第 6.6 节 中 给 出 了 
关于 非 线性 算 子 迭代 亏损 的 修正 方法 . 

005.18 ЖЕТЕС? 

1 5t 
B (t) (,„ „) | 


那么 


B(0-A- C ) R(z)= (А -zDD)-1 
1/(1-2) 0 
= ( 0 een)” 
0 5t/(2—z) 
). 


(B (t) - A) R (z) = ( ; 
t/25(1—2) 0 


和 4 有 两 个 本 征 值 ，1 与 3。 设 是 加 lz 一 1| = T, BIA - 1 
见 图 3.1。 那 么 
max r,[(B(t) - A) R(z)] ESL = G/A/ 5) |. 
2 Er 5 
B C t 7) 有 本 征 值 


ОБЕ! Ane, 

ETE RE ERB IR. 如 果 t? T, ВАЕ 
тах ro[(B(t)-A)R(Z)IJ<1. 
zt Er 


注意 对 于 t+ =l, 


1 5 
8:0 (в SU 
及 | 7 
B(D-A- ( P ) 
没有 小 范 数 。 
5] 题 


3.21 证 明 gx 的 计算 稳定 性 取决 于 1S ^ lE P |. 

在 命题 3.31 中 计算 入 及 6B， 为 了 清楚 起 见 ， 我 们 已 经 假设 

和 “是 单 的 。 重 本 征 值 或 一 组 相近 本 征 值 的 情形 已 在 Lemordant 

(1980) 中 论述 。 现 在 我 们 介绍 Lemordant 的 方法 ， 并 改写 使 

之 适合 我 们 的 框架 。 
8.3 m>1 Ht K 

现在 我 们 假定 谱 投 影 P“ 的 Ж Ыт, BRP BE: rE 

围 一 个 代数 重 数 为 m 的 本 征 值 \ ,或 包围 几 个 本 征 值 41， 总 


计 代 数 重 数 w。 用 第 7.2 节 的 记号 ，P(t) 与 (在 0! 内 是 1+ 
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Se nma AE HC IR REL HEAR OE fe a a PEP тоо ото сес. ЕЕ 


的 解析 函数 。 我 们 定义 不 变 子 空间 M(t): = Р(Х, 我 们 将 说 
了 明 存 在 M(t) 的 基 {wi(t)}1 使 得 w; (t)= Z 7. онр, i= 1, 
5, т, ZERE (u; J BEJAM" = Р”Х ERB SI. 
M(t) RE НОС) BI M(t) 上 的 投影 来 定义 ， 沿 着 固定 的 
НУ. BM, Sxi s хы 是 M 中 的 m 个 无 关 向 量 . R 
们 考虑 X* 内 m 个 向 量 {y;}7， 使 得 
(yi, Xi>=6;;, i, j= 1, =, m, 
Q’: = E5S-Ct, Y xi IW? = (yi ttt, УП ХЕМ” 上 
的 投影 。 类 似 地 ， 我 们 希望 定义 OCDEABWHE M(t) 上 的 
投影 。 我 们 引入 条 件 
r;,(CPOGODO - P'20Q']1— 1, MFO AKI t (3.22) 
引 理 3.35 在 条 件 (3.22 FP (t)(Q’P(t) рм) 719! 是 
t ВР, BESOIN RE. CRM УНУМ (О) ERB. 
证 明 RNS S(t): =[Q'( P(t)—- POQ'1or. НУО" 
ERB, r,(QO’CP(t)-P’)O0’1=r, EC Pt) - Р”)0'1<1; 
所 以 (1 + S (t) AES CM ) 内 存在 并 且 在 6f 内 关于 上 是 解析 
的 . 1 + S(t) = 0Q'PCODiw, Н 3€ 4) 5 QO): = P(t) 
(Q'P(t)iw) Q’. 20° (1) = Q(t) CBBRISIS.2, QOX 
=M(t), HQ(t)(1-O%=0. П | 


W x ми) 


(1-P(t})x 


0 Ох ОРІ): Ох 


图 3.2 
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5|383.34 在 条 件 (3.22) 下 ， 展 开 式 @ (1) = EZ 4-9 t*O: 
在 艺 (X) 内 是 收敛 的 。8; 是 下 列 递 推 关系 式 的 解 ， 
Qo -Q', (1 -QT'Q, -O,T'Q'=B,, 


(3.23) 
Q'Q,-Q,.(1-Q')-0, k> 1 
其 中 B,:= (1 -Q’)HQ’, 
hR- 1 Ёё =] 
B,:= (1 -Q”)HQ,_,— > Q;HQ,. ici + SQT’ Qi, 
i71 з= 1] 
k>2. 


证 明 Q(t1) 是 解析 的 ， 并 且 系 数 Q。 可 由 对 方程 
(1 -Q(t)(T'-—-tH)Q(t)= 0 
应 用 待定 系数 方法 来 得 到 。 于 是 得 到 Qo = C ， 及 方程 (3.23) 
且 使 9’8; = 0 ，QiQ =Q;，K 之 1 ， 由 于 利用 8’8(t)=0 
ROW) = (1-07) = 0。 注意 到 我 们 还 有 
Q'B,=B,(1-Q”)=0. П | 
现在 我 们 把 注意 力 集中 于 方程 (3.23 ЯЗ ЕН К> 1 
的 分 解 上 .为 此 目的 ， 我 们 考虑 未 知 的 X ， 有 界 算 子 的 一 般 方 
程 
(1-Q')T'x-xT'Q'=B, Q'X-xüà-Q9Q^5»-0 (3.24) 
ЖЕ Q’B= B(1 - О') =0. | 
313.35 ”如果 方程 (3:24) 有 解 X ， 那 么 它 是 唯一 的 ， 
并 且 它 可 以 写 为 X = ETAQ °, yi?Ui, Hv; С(1- QD. 
证 明 ”我 们 假设 (3.24) 有 两 个 解 ， 并 且 考 虑 站 =Xi XX，， 
Үз | 
(ї-О”)т/Ү-ҮТ'О'=0, O’Y=Y(1-Q’)=0 (3.25) 
的 解 . AAFO Y=Y0G0 -0Q = 0 蕴涵 Y 可 以 写 为 Y= x5, 
y >u чш, =Yx, E 1-Q 90D. H (3.25) 我 们 得 出 (1 一 


196 


ri —— 一 


Q')T’w, — ET. <T’ Q’ xi, yowi = 0, j-21,,m.- 
H (01, ws) He RM: 在 (1 一 )T/ 下 它 是 不 变 的 . 令 
VEAR. TIY=Y, H (3.25) #18 
11(1-Q"T’TIY-—YO’T’Q’=0., (3.26) 
LHO’ 是 秩 至 多 为 m 的 投影 ，(3.26) 确定 矩阵 方程 有 0 作为 
仅 有 的 解 ， 根据 Gantmacher (1959) , ЖХ} PZ FTIIC1 一 
QOOT'IL5 Q'T'Q' 的 矩阵 的 谱 不 相交 .这 是 正确 的 , 因为 第 
一 个 谱 位 于 了 之 外 而 第 二 个 谱 位 于 工 之 内 (习题 3.24〉. П 


AS 
~ 
il 


V 
1% 


习题 

4.22 4m=1RQ'*P’ RH, 验证 (3.23) 可 简化 为 
(3.20) . 

3.23 HEHH r. LQO' (POCO - P”)Q”']< 1 iim Q'PCO xi 
0, і= L, `, m. 当 m = 1 时 与 (3.17) 的 条 件 相 比较 ， 

Tn SR EST m Aq) E (vir, X SP'EPTISE yi^Ui 确定 。 注 
жо: = хаз 解 关于 未 知 X CZ (X)BJ E (3.24) SOF Ж 
m 个 未 知 量 v; EX 的 m 个 方程 组 ; (1- QOT'vi- FET. <T xi, . 
yiv; = Bxi, i= 1,…, m。 我 们 注意 到 如 果 x;，i= 1,…， 
m. eT MAEM Е, BBA<T’x;, Yuld HRA 
化 为 一 组 m 个 方程 (1 - Q'O CT" -uDvi- Bxi, i=1,-,m, 

x T 的 本 征 值 在 基 内 形成 一 组 时 ， 通 过 更 精确 的 方式 ， 
我 们 给 出 解 〈3.24) ЮИ. 我 们 记 T WAF Г KmA 
NEAL. wh, HX! = (1/m) "ut 是 它们 的 算 
术 平 均值 我 们 定义 | 


om 
a : = max lu; 一 入 “| ， 
b: = distC A ^, д(Т/)— {и{}7), 
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E 
U':-(T'- A^)Q'. 
如 果 5b>0， 入 “不 在 ( 1-Q' D)Tiz 的 谱 内 〈 习 题 3.25) 且 我 们 
$ B= -QVITA IG -95, HPT a = 1-07) 
(T - X). ЖЖЕ”ЄФ(Х). 
习题 
3.24 Ж B] (0) Uo(T^) «o(Q'T'QoiUo((1-Q^»T' 
~Q’)) (提示 : G1-Q T” QO = 0) . ERR OSS, BA E 
是 不 相交 的 。 | ко mA л: u 
2.25 研究 Cu 和 了 人 m». HEHH 55 —4 i CT DAL BE 
М f Г 
{2; |2 -入 | <a) 
-之 内 而 第 二 个 谱 位 于 
(zy |z- А712) 


之 内 。 由 此 得 如 果 b>0, А "КЕС - QO TC RRA. 

2]382.36 如 果 b>>0， 方 程 (3,24) 的 解 X 是 X= E^(OXU^ 
+B) 使 得 O"X= X(G-Q') = 0 的 不 动 点 ， 、 

证 明 从 (3.24) REIS AIA- OT’ -AX-XCT’ - 
RQ’ =B. SH, -QT - 4 -Q)X --Q’) 
Xu’=(1-Q”)B. MAX = E'(Xu' +B). O | 

¿E ЖШ ЯКДЕ Г 2 PJ ff ТЕБЕ BET. 1 的 单 本 征 值 ,U0 简化 为 

(Т^-\”)0”=0. £XEHX = E'B 直接 给 出 的 情形 下 ,， 
因为 和 是 孤立 本 征 值 , b 0 自动 满足 . 在 最 一 般 情 形 ，X 在 
较 强 的 假设 0 和 cge<p 下 ， 可 用 不 动 点 选 代 算 出 . 

命题 3.37 如 果 a<b， 方程 (3.24) 的 解 X 是 下 列 不 动 

FBR ЕВ 
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Xo= E'B, 
Х,..= LXU +В), Q ' X, =X,(1-Q” )=0, i =0,), 
2,…,X; WAT X 的 速率 可 任意 接近 a/b. | 
EA 如果 存 在 常数 a< 1 使 得 
]z/X'U'- EX*U'/|xalX1 - X? | 
AS ABRAM, MRIS IU VK 这 个 条 件 满 足 ， RI 


ii OU) Rr CE <=, PHAM FEM o> 0, 存在 等 价 


Rie, FEBS 14 JU" Сане) (~ г). MR ab, fF 
fie > 0 使 得 (a c e)/(b— 2) «1, 3E HHiCare»/(b-e) BER 
AE НСС X RJ VL EE RR HUE a/b. Ul 

从 引 理 3.36 和 命题 3.37 EFE X BJ m 6) Et vi) 
的 计算 方法 ， 留 给 读者 作为 练习 。 


| 
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因而 我 们 说 当 a <pbW T AT AMAR 487 (BT 


3.3) ,可 以 注意 在 引 理 3.36 A’ 的 选择 有 任意 性 。 我 们 可 以 
选择 EPL- QO") Thy) EIS a/b 尽 可 能 小 〈 图 3.4) . 


图 3.4 

众所周知 ， 处 理 T 的 重 的 或 相近 本 征 值 的 困难 之 一 是 确定 
T“ 有 多 人 少 本 征 值 是 聚集 的 . 当 上 述 方法 可 行 时 ， 基 于 可 供 使 
用 的 量 a、b 提供 了 一 种 对 策 .特别 地 ， 当 T 是 TT 的 BA X: 
时 ，a 和 5b 可 以 先 验 地 计算 . 

定理 3.38 在 条 件 (3.22) 下 对 于 t EL Q(t) = Е. 
0 收敛 ,这 里 CO 是 (3.23) 的 解 . Ea <b, 那 么 对 于 固定 k>1, 
Q. E ir 3.37 所 确定 的 不 动 点 和 迭代 的 极限 ， 收 敛 速 率 为 a/b. 
QOO X Y M(t)BJ35; 


u, (t) = > thuins Q'u;(t) = X i, i= 工 , m. 
k=0 . | 


证 了 明 HS Q 'P(t)x, + 0, i=1,-+,m, AQ'u;(t) =x; 
BCH wa (t) 是 明确 定义 的 。 其 余部 分 由 引 理 3.34 与 命 
题 3.37 显而易见 。 对 于 Kk 宇 1， 每 个 Q, 可 以 写成 Q。= Z T-, 
<+,у >ш, WPu € (1 一 8 )D. 于 是 | 


Q(t) = > ‘О, = > ceo»o( X биз») 
h = 0 i=l h = 0 
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? 
m 


= >у‹+,у,›ш(1). Ü] 
1 = 1 


现在 我 们 转 到 计算 入 (t) = C1I/mytrT(2P (t). 
引 理 3.39 
X (t) = (1/m)trT (1) P(t) = O/mtrT(OQCGD. 
证 明 显然 ,因为 有 限 秩 算 子 T(t)P(t) 的 迹 是 T(t) aco 
的 迹 ， 并 且 P(t)，Q(t) 有 相同 的 值 域 M(t). Г] 
定理 3.40 HPCL AD Еу HBR, 
给 出 为 | 


yo = v у=; 2 (ТИФ, - НО, „уэл y REL, 


证 明 由 命题 3.26， 入 (ti 在 567 内 解析 ， 因 而 有 唯一 展开 


^ > ^ 1 oo 
À (t) = t*v, = —tr(T! —t1H) t'Q 
> * m | (> ) 


= ит’, + > pL — (t T^Q, - ttHQa 2. 
h = 


于 是 得 出 所 求 的 结果 .注意 我 们 用 到 的 展开 式 了 了 7-ot*Qi。 对 


FF OAM ee te. C 

RIRES Bil Тф = Ар, HAT=T’-H, Mm Rt=1 
属于 604， 曲线 工 位 于 p(T). 内 并 且 包 围 T 的 一 个 或 几 个 本 征 
值 ， 且 共计 代数 重 数 等 于 m 令 和 是 它们 的 算术 平均 值 ， 昌 令 
P 是 与 工 内 的 本 征 值 相应 的 谱 役 影 . M = PX 是 对 应 的 不 变 子 空 
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A. 0 是 沿 着 的 在 M 上 的 投影 。 入 与 M 的 基 {R,}? 可 以 按照 
下 面 的 定理 迭代 计算 . А 
定理 3.41 如 АС, MARAE (3.222 下 入 = 5; 


уи = E -otin i=l, т, НА, Ruse 分 别 在 定理 
3.40 与 定理 3.38 内 确定 
证 明 BAR, 因为 += 1 属于 61。 注意 到 Vo= À, 
与 QUi=X;。 我 们 写 出 Q= ЕТУ: agi 
(1/m)trTQ. |j 
8.4 ALE AAEM K LEG 65 uk K va Za 
RTO CARMA. & A= T +H, 3XH 
THAN ERA T HJ: Pe FE 28 27. Set =H.» 
a11( 或 ，ann) 是 A 的 近似 本 征 值 ， 其 中 ekes) 作为 近似 的 
Ж RE) 本 征 向 量 。 在 习题 1.59 中 ,从 aii,e1 GE a ss eN) 
导出 一 个 计算 A (RA) 的 精确 本 征 元 的 算法 .为 了 提高 近 
似 本 征 值 cj: ，1<i<N 的 精度 ， 我 们 现在 提出 一 种 算法 , 它 不 
需要 关于 aii В (CARA) ЭЛИ ЙЕН} ИУ {н E. RINE x) 
a ;1 是 与 其 它 对 角 元 分 离 的 存在 m 个 对 角 元 素 与 a;; 相近 的 情 
形 。 设 go>0 是 给 定 的 限 。 
8.4.1 min;,; lai; —a;;| 20 
分 别 交 换 第 i 行 与 第 1 行 及 第 i 列 与 第 1 列 ， 置 换 后 ， 我 
们 得 到 
XE, =s 记 阶 为 2 的 元 素 ，x 记 阶 为 1 的 元 束 ， 
aii 是 了 “的 具有 本 征 向 量 е, 的 单 本 征 值 . Po 是 相应 的 本 
征 投 Ж, Q' =eie! 是 在 {e1} 上 的 正 交 投影 ， 4 T 是 隔离 a; ;的 
ШЖ. &R'():2(T'-z1)!, А(Ф):=А”+1'Н K P (t) Ж 
它 的 谱 投 影 。 | 
引 理 5.42 ”对 于 充分 小 的 & ， 满 足 条 件 
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i07 Xi 


<i 


> c 


I 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| © X 

| - 

| 

MEM 
© | © х & 
| 


wanta rum di asi wa mania s NW msj ss w 


o| x х ж 


max ro{H’R’(z))<1 


sup r,[Q'(P(t) - PO0Q']«1 


14 «1 
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nth tell Ару UE ER I) e Teras. ДРОН aHa gam Mec MM dps HT AM EA РЕНЕ е 
т ` ре enn m Hie 
RE: SM cac enge рз сл. 


证 明 ”首先 我 们 证 明 对 于 充分 小 的 ,max,erj[H’R’ 
<2)5]]<1. HFT EWE fz, WLR’R’ (2) ] |]}<Cmax,<; cy 
HH R’ (2) 13е; |. RFR (z) SH HWE, ARE 
ILH^R'GOJ]?e, BDO REBT. 

R'(z)e,= (Ox Oe 057 


xı -H'R'(z)e1- C0 xx x е... е )7, 
R'(z)x7 CE xx Ove e)f, 
Xx, =H'R(z)xi = (0 e= € x ë == e), 
R'(z)x, = (g Eee X е... е )7, 
X4 -H'R'(z)X,2(0 &:- € e е-е )Т, 
BHI[H,R'GO]*eil«ce. RH, 
Q’(P(t)-P’)Q’ -zl|o'tRc.o-R'c9'4 


2i а 


A(t,z) 
其 中 
A(t,z) =tR’(z)H’R’(2) +R ”(z)[tH'”'R”(x)]2 
+ R” (z) > ((tH’R’(2)}9)*, SFREADBVE, 
йн] | 


sup ro[ О'(Р(ї)—Р'/)О”] = sup l|e((P(t)- P”e,] 
ЧЇ < 1 1331 «1 


<Csup max leT ACt,2)e,| <1.[] 
|?i «i Zell 
习题 


3.26 4 L=H’-H. ÆHF i—2(GX і=2) LERF 
pL = 0 (sEL2= 0) 。 证 明 对 于 i>2 (或 1i=2) ， 工 
的 秩 为 2 (或 1) 。 
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к н — m, ns — ri Br IRR Hue ie nasha 


Аф =Q, XE A Æ 4 的 接近 于 «i, 的 本 征 值 。 我 们 知 i 


本 征 向 量 9 满足 eTqy Z 0 (习题 1.77) .交换 9 的 第 一 个 分 量 与 
第 i 个 分 量 ， 定 义 p “为 4 BRENNE, E A p=, H 
eip 0 .这 也 蚌 引 理 3.42 的 结果 . 记 4 的 本 征 向 量 为 


ф', ЗН ei9 = 1 规范 化 . 


我 们 定义 
h 
му =aiiy А =Giit > Yj; 
)"1 
H 
h 
Qo = е, Q,-e,* ni, ein, = 0, 
j=! 


0 ` 
1, 一 ° / 
un 


REM CCN, MP RSL HER v, = Tim EH >, ST 


Г-н, k=1 
й-1 
— Dn. = | 
(Tia DT | нира € vim j, be2. (3.27) 
]”>1 
于 是 
h 
Q,-6e,* >, Н А =ехт'фь, k>1. 
1=1 


方程 组 (3.27) 有 固定 三 AEE ART AUR Ж Ж ланта Qiiy 
j# i, laj;;-aiil o. 


ER 3.41 ËJ py Fj 3 Hj ` k OO, À,—5 ^, pop’ CB 
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iUm HA Diem co HUS tak a el si -i Walli mw EE M Hl P pea A Ee = AREER: Ac cH eee umen чиш т eC na lvl MEE cns MO ыс САЗ!!! з. 


3.27) . 


习题 
3.27 证 明 (3.23) 在 上 述 特殊 框架 下 简化 为 (3.27) 。 
证 明 上 述 所 确定 的 递 推 也 是 在 (1.14) 中 所 给 出 的 递 推 。 
03.19 我 们 考虑 4 x 4 矩阵 A= T + H 其 中 | 


123 3 4 . 0 0 0 0 

0 5 6 7 0.1 0 0 0 
T= , H=1073 _ 

0 0 8 9 3x10 5 0.12 0 0 

.0 0 0 10 0.046 0.09 0.09 О; 


我 们 计算 接近 8 MARAE. FELOW AN, ЖСР 
具有 15 位 十 进 制 数字 的 精确 值 。 对 于 前 几 步 选 代 。 收 敛 是 不 规 
WH, Шш v; ASO PARR: 

—2x10 4, -10°3, —10 4, 2x10°7, 2x10°§8, 

7x10 11, —7x10 11, —-7x10'!?, -2x10' 3, 
РНК" (т) = URE BD ФЕ Ж. 
WE 8 换 为 5.1， 接 近 于 5 ， 收 敛 速率 剧烈 地 减 慢 ，15 
步 给 出 精确 回答 仅 到 6 ERAS. HAY, 的 序 列 是 : 
7x1073, —10 2, —107%, -107?, -5x10 ^5, —2х107*, 
5x10°7, —6x10_5, 3x10°°, -2x10 5, 2>x10 5, 
—6x10 5, 9x10°7, —2x10 *, 4x1077, 

”在 这 种 情形 下 ， 我 们 采用 X。 算 法 应 该 注意 到 相近 的 对 fü 
JG. 
8.4.2 m 个 对 角 元 素 满 足 la;; - а; | < о 
为 简单 起 见 ， 我 们 假设 m=2， 且 ai;;，9i+1， TUE T Lu 
相近 的 对 角 元 素 。 我 们 分 别 交 换 第 i d$ CAD 与 第 工行 ( 列 ) ， 
第 (i +1) 行 ( 列 ) 与 第 2 行 ( 列 ) .置换 之 后 ， 得 到 


对 于 mm 之 2,e1,… ,em 张 成 T' 的 不 变 子 空间 相应 于 前 m 个 对 
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A’ 


t 
wt 
P 
M 


角 元 素 .。 Q'= 卫 1!-1eiei7 是 {el,…，en} 上 的 正 交 投影 . 
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зы арц тара ане Ha pe ч ч Ft Ас. аеннан. акала {йды тир ns 


留 给 读者 验证 引 理 3.42 仍然 有 效 ， 并 且 定理 3.41 是 适用 
MI. 公式 (3.23) 包含 矩阵 Q, GEB.) 8070, =0,01— 
Q')= 0 (GXQ'B,-B,GO- Q^) = 0)。 记 对 应 于 Q CRB) 
内 非 零 的 块 CN — m) x 由 矩阵 为 (或 B0)， 令 Q = 工 -9， 


那么 x m HERE Q 由 


定义 ， 它 的 列 形 成 工 ' 的 不 变 子 空 间 的 基 。 对 于 K>>1,9, 是 
T4Q, - От; =В,, | (3.28) 
的 解 。 其 中 | ' 
k—1 


© o : 9 © o o 
Bi= -Hs, B,--Hj,Q, + Q, Hi + > Q.T Qa- 


3tH 
k h 

— ^d “у 1 / ° o` 

Mo Avi Tit UTI (ze. ). 
因为 了 4 与 了 已 经 是 三 角形 的 ，〈3.28) 的 解 是 容易 得 到 的 ， 
” 当 和 且 仅 当 o( T) Пост) $ HER. 

对 mm = 2, & Q, = Qt ук) 及 В, = (bh, bi) ， 于 是 

(3.28) 产生 关于 六 - 2 个 未 知 数 的 两 个 三 角形 方程 组 


208 


j—— s QT сил te 


(Th-ai i Dyk =b4,0T 4 - Gia, :+11)у5 =b} 
+a,,i+1y1, 
#Hdist(a,,,0(T{))2o, L= inki + 1. 
-] m | 
5.28 &А=Т+Н. 直接 证 明 对 于 充分 小 的 1Hi， 存 在 
和 的 不 变 子 空间 的 基 { u v}, 相应 接近 于 a; ;， ai+13 i;+1 的 本 
征 值 使 得 eiuw 寺 0 与 ev 二 0， 
5.29 考虑 一 般 方 程 AX +XB= C, B EBE A Enx, 
B 是 mx m，X 与 C 是 n x m。 给 出 关于 A 与 B 的 本 征 值 的 一 
ХАЛЖ, ИХ = пт, х, Н 
X, = (А -01)-1С, Xi i= (A- al) ![- X: (B-al) + 
+С], 1>0, 
这 里 a Zo(A), 5j Bartels # Stewart (1972) 给 出 的 算法 比 


5. 
$/5.20 对 于 和 矩阵 
Г —6 2 3 8 1) 
| 1075 3.9998 1 2 2 
A= P 107 3 4.0002 1 1 
| 1075 10* 340 4 1 
"PT 1076 107 01075 14 
通过 计算 得 ， 
f 0.2 0.28 0.23 ] 
oro 8 o | 
Q = | 0 1 0 
| 0 0 1 
| —1.2x1077 —1.4х1077 —1.6x1077? 
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Ue IUE SE USUS AMENS: tr орен a UN RU UA NEG 
ch н Чч АРУ RIA ET ur рана арра дар ае. ` 
| тилни" Gn PAPA: RE ано pe лнйын». nn Dame ` 


Ar 


À = 3 AQ =445.7% 1078. 


9 的 三 个 列 向 量 是 标准 正 交 化 的 ， 这 产生 5 x SHE OM ABS 
三 个 接近 于 4 的 本 征 值 作为 3 x 3 矩阵 ОТАО WEEN, А 
个 相近 本 征 值 的 计算 问题 已 成 为 真正 困难 的 部 分 ， 

我 们 提醒 读者 注意 刚才 描述 的 算法 在 矩阵 的 实际 计算 中 未 
必 是 最 好 的 。 我 们 介绍 它 ， 是 为 了 给 出 定理 3.41 中 最 一 般 算 法 
的 一 个 简单 例证 ， 它 适用 于 选择 并 的 数值 逼近 了 ,作为 工 " 的 情 
X 〈 第 五 章 与 第 七 章 ) . 

在 数值 线性 代数 中 ， 有 限 维 的 框架 允许 在 分 解 A = A” +H 
的 选择 中 有 更 大 的 自由 . 例如 ， 提 高 a ，e1 精 度 的 几 种 算法 建 
立 在 分 弄 


fa ys 
A= | | 


其 中 a EXC，w,v ECN1!1 及 在 本 征 值 问 题 A$ = X$ 的 不 动 点 
РИ Ж ЖЕНЕ, ЖЕ 
| В 
ф = 
N d 
BH, xj 1411, 101, Bah, A=a-v¥(C-AI) tu, d = - (С 
-MD) lu, ЖАШ = faite E ЖЕЛПИНЕТ, Е 
显然 可 以 减弱 ， 正 如 在 第 8.4.1 节 。 我 们 得 到 迭代 
dy = 0, д, = -(C —M-l) lu, M =a-uHd,,k>1. 
除 它 的 第 (i - 1) Fih CRH= AE. 
对 于 mm 个 相近 对 角 元 素 ， 考 虑 分 裂 
(A, V^ 


А = | » 
OU C 
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ХНА, УСУ т Ум -ma Ee. OS Y HX 
(^ 0 ` 
\о с, 
Wies ©, em} 计算 关于 A 的 不 变 基 ， 需要 计算 mx (N ~ m) 
kak: D 5j m x m 矩 阵 M， 使 得 


Ам, 


D 


Bp 
A,TVD-M, CD-DM=-U. 

解决 这 个 问题 的 Newton 迭代 法 在 Dongarra 等 (1981) 中 人 
绍 。 
8.5 文献 注释 

在 第 7 节 与 第 8 节 中 ， 我 们 的 框架 是 解析 摄 动 论 。 关 于 
R(t,z) fy Neumann 级 数 展开 式 的 收敛 性 在 讨论 预 解 式 、 谱 投 
影 及 迹 的 级 数 展开 式 的 收敛 性 时 起 着 根本 作用 。 因 为 这 是 量子 
力学 中 常用 的 本 征 元 的 Rayleigh-Schrodinger 展 开 式 的 基础 ， 
所 以 这 在 实际 中 是 重要 的 。 在 微分 方程 的 内 容 中 ， 使 预 解 式 
Neumann 级 数 展开 式 收 和 敛 的 摄 动 称 为 正则 的 摄 动 (Reed 和 
Simon, 1978) 。 

Rellich (1936—1942) ,Sz,—Nagy(1951), Kato (1976) 
及 其 他 人 已 经 发 展 了 当 参 数 t 充分 小 时 ， 闭 算 子 的 解析 摄 动 
i£. Rin, ERIM REP. KF TRI’, жт =1 属于 解 
析 区 域 。 人们 可 以 想到 ， 在 这 个 内 容 中 参数 t 的 引入 是 入 为 
J. XERE, Lemordant (1980) 已 提出 关于 闭 摄 动 刀 的 解析 
相关 理论 。 我 们 的 大 部 分 介绍 取 自 Redont (1979а) 与 
Lemordant (1980) . 


正如 我 们 在 第 一 章 及 本 章 所 见 到 的 ， 关 于 矩阵 ， 解 及 本 年 
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元 的 级 数 展开 式 可 以 既是 理论 工具 又 是 实用 工具 。 一 方面 在 与 


yf T = T + 末 有 关 的 使 用 中 是 理论 工具 。 在 第 六 章 中 我 们 将 
用 这 样 的 分 解 从 “小 ”的 算 子 QTQ 的 谱 知 识 得 到 关于 闭 算 子 
TIT 的 谱 知 识 ， 这 里 Q 是 已 知 子 空间 上 的 有 限 秩 投影 。 在 实际 
中 ， 这 个 子 空间 可 以 选 为 了 的 逼近 不 变 子 空间 ， 但 这 不 必得 出 
后 验 误差 界 。 用 T 的 谱 投 影 所 得 到 的 逼近 算 子 T, 的 类 位 分 解 
得 到 本 征 元 的 收敛 速率 。 另 一 方面 ， 当 与 分 解 了 = 了 T。 -~ (T, - 
T) 有 关 的 使 用 时 它们 是 实用 工具 . T“ 是 T 的 数值 逼近 算 子 T。 
的 情形 将 在 第 五 章 与 第 七 章 中 描述 。 关 于 了 T。- 工 的 充分 条 件 将 
给 出 来 满足 (3.17) 。 对 于 有 趣 的 实际 情形 ， 条 件 将 容易 满足 
( 当 了 是 积分 算 子 时 ，jj7,-Tl-> OE T, T, 参阅 第 七 章 》 
全 书 中 应 用 解析 摄 动 论 的 概述 在 表 3.4 中 给 出 。 

33.4 解析 摄 动 论 的 应 用 


T(t) = Тт’ ~t(T’-T) 
Rayleigh — Schódingerzg Xy 


第 三 章 第 8 和 节 
ahr " T'-QrQ« a-ora-o| 
第 五 章 第 6 节 ERRAR 
第 七 章 第 8 节 第 六 章 5.25 
{ 
矩阵 的 后 验 误差 界 


第 一 章 ， 984.2715 
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第 四 章 ”积分 算 子 及 微分 算 子 的 数值 逼 
7 ЖБЖ | 
5| 


hill 


我 们 介绍 方程 
(T —z)x= f, (ж) 
XE, z 在 p(T) 内 给 定 ， 及 其 相应 的 本 征 值 问题 了 mp = АФ, 
(p> 0) 的 数值 逼 近 的 一 些 方法 。 我 们 选择 方程 的 上 述 形 式 
(ж) 而 不 是 形式 Tx = 了 来 研究 ， 是 因为 形式 OO) 与 谱 投影 


P -| (T — z)^!dz 
Ai r 


有 着 明显 的 联系 。 

将 这 些 数 值 方法 纳入 一 个 抽象 的 框架 ， 其 中 逼近 算 T T, 
与 定义 在 相同 的 Banach 空间 X 中 。(* ) 的 解 x 用 (T。- 2) 2, 
= f HR RKE. 

在 大 多 数 情形 下 ， 收 敛 性 *, 一 x 在 文献 中 已 直接 证 明 。 这 
里 我 们 介绍 收敛 性 T。->T 的 研究 ， 由 此 收敛 性 х, эх 可 直接 得 
出 , 而且， 更 有 趣 的 是 本 征 元 的 收敛 性 也 将 从 收敛 性 T, 一 T 导 
出 (这 个 收敛 性 的 建立 总 是 比 x, 一 x 更 为 困难 ) 这 些 将 在 第 五 
章 完成 . | 
| 一 类 重要 的 方法 是 在 X 的 有 限 维 子 空间 X, 上 的 投影 法 
它 包 含 诸如 Galerkin 法 ， 最 小 二 乘法 ， 配 置 法 及 有 限 元 法 . W 
3s |х – х. ПЕРУ 9154 (x, X, ) 来 表示 , 它 是 解 x AX HEB. 
.因而 关于 jx - x, [| 的 估计 在 逼近 论 中 可 以 简化 为 计算 dist (x, 
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X.) 的 问题 。， 第 六 章 及 第 七 章 中 给 出 的 例子 将 表明 投影 法 起 
着 重要 作用 . 


A. FREDHOLM PIAT 


1. 问题 
设 X 是 复 Banach 2: H, HRTEXLAF, lei 
题 
Тх-2х= 了 ， 对 于 关内 已 知 的 了 ，z 在 p(T) 内 (4.1) 
To=M9, 0-9 CX | (4.2) 
的 数值 解 。 算 子 了 的 主要 例子 将 是 积分 算 子 。 
x(t)'>(Tx)(t) =| к, oxcoas, tea (4.3) 


XH OZER'ONÉI 的 有 界 区 域 。 在 实际 中 ,XX 通常 是 Cl 0Q) 
或 L?(Q)。 (4.1) EWF 2 26 0 的 第 二 类 Fredholm 方 程 ， 而 
(4.2) 是 相应 的 本 征 值 问题 。 
对 于 2 内 的 每 一 个 +， 定 义 函 数 k, 为 
k,(s)=k(t,s), SEQ, 
我 们 可 以 改写 (4.3) 为 


(Tx)(t)= | k,(s)x(s)ds 
a 


我 们 假设 x Kk, 56 Lebesgue WM mA. Alf (4.3) 是 明确 定 
хв. 

我 们 将 考虑 工作 为 在 L'(Q) (1<г<оо) 上 定义 的 算 子 。 
很 多 积分 算 子 不 但 是 有 界 的 而 且 是 紧 的 。 我 们 给 出 核 k 的 特 
性 ， 使 工 成 为 从 CORACORA ЯТ. 

定理 4.1 (Graham #lSloan) #1< р<оо,р-! +95! =1. 
对 于 所 有 使 得 q<r<co 3 r, H (4.3) 所 定义 的 积分 算 子 从 . 
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L'(Q) 到 C(Q) 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 满足 
Ci) sup,eolk,|, «oo 3 
(ii) lim ‚|К, -k,],- 0， 对 于 所 有 ftEQ。 

证 明 见 Graham 和 Sloan (1979) . 

MFixrso, WAFRARCCL*CL'CL! 48823 k 也 
引出 从 工 Е", АІС, КМ" 到 C 的 紧 算 子 。 最 后 的 一 
种 情形 在 应 用 中 常常 是 最 重要 的 。 

现在 我 们 给 出 非 紧 算 子 的 例子 。 

例 4.1 由 


(Tx)(s) = s x(t)dt 


o/s? — tà 
B.CTx)(0) = (TV/2)xX(0) 所 定义 的 算 子 开 是 有 界 的 但 不 是 紧 的 . 
实际 上 ， 可 以 证 明 纯 量 1 是 T 的 点 谱 ， 具 有 无 限 的 重 数 ， 
习题 

4.1 FX = С(а,ь), HE 


b 
(i) sup | Ik(t,s)| ds со, 


g«t1«bJau 


WFO<s<1 


5 
(i limf lKkCt - 0,5) -kCt, s) ds- 0, a<t=<b. 
9+ 017 a 


用 Ascoli-Arzela 定 理 直 接 证 明 工 在 和 内 是 紧 的 。 用 定理 4.10 
证 结果 。 

现代 的 实际 方法 主要 是 用 有 限 维 子 空间 上 的 投影 或 者 用 数 
值 求 积 来 通 近 了 。 我 们 着 手 考 察 这 些 技巧 。 


2. 投影 肥 数 值 求 积 


2.1 数值 分 析 中 的 投影 
设 X, 是 复 Banach 空间 和 的 有 限 维 子 空 间 。 由 于 计算 的 原 
W, X, 常常 是 多 项 式 的 集合 ， 或 者 是 逐 段 多 项 式 或 者 是 在 0 
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上 用 单个 表达 式 所 定义 的 多 项 式 。 考虑 从 X 到 X。, 上 的 投影 序列 


Xa. + 
j, (x): =dist(x,X,) - inf|ix — yl. 
»€X, 


对 于 和 中 的 任何 x， 
6,(x)<|(1-2,)x||<|l1-2, 6, (x). 

ПИА Ел, х х MRT (х) Riral ne, |, | 
可 能 不 是 有 界 ， 

作为 基本 例子 ， 我 们 考虑 在 X= C(a,b) 内 擂 值 投影 工 。 
它 将 YEC(a,b) 与 在 把 {tin}i, Catia <t, on <t, Sb) 
上 它 的 (4- 1) 次 Lagrange 搬 值 多 项 式 Lux 相 对 应 .X, 是 Pai, 
即 在 [a,b] 上 次 数 小 于 n 的 多 项 式 集 合 。 于 是 对 {t;,}1 的 任何 
| IL,|. = (2/=2)log(n-1) +b(n), 
ЖХ b B: n pA (Laurent, 1972, P.301) . RU 
C(a,b) 内 至 少 存在 一 个 函数 ， 使 得 L,f 办 1。 但 {t;,}i BJ Ж 


种 选择 会 比较 好 些 。 如 果 {t;,)1 是 Chebyshev jx (HÆ [a,b] 
上 的 第 一 类 hn 次 Chebyshev 多 MREFA) ， 那 么 IL ,|. < 
(4/x)logn+8. SWFA RNA A. en asus lh, |. 2" 
(Laurent, 1972, P.302) 

注意 ， 如 果 投 影 在 某 个 空间 内 无 界 ， 宠 可 以 在 男 外 的 空间 
内 有 界 。 鲍 如 ， 如 果 {t;,)! 是 在 [-1,1] 上 的 Chebyshev 点 , 工 


是 从 C(-1,1) 到 工 ( 并 ,1)》 的 一 致 有 界 算 子 ， 这 里 L5 C-1,1) 
是 加 权 平 方 可 积 的 函数 x 的 空间 ,其 中 权 通 数 p(t): =(1- 
t2)71/3, te[-1,1] 《参阅 第 7 P). 
ЕХ =C(a,b) АХ. = 本。-i 的 例子 中 ，x 的 最 佳 逼近 p*€ 
四 ._-1:1， 达 到 lx 一 p*1 =dist(z,X), 它 可 以 用 连续 函数 x 对 于 
ó> 0 的 连续 模 0(0,x) 所 界定 。 
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Q(0,x):- sup ( |x(t)-—x(t’)}, t,t €[a,b]). 
If-t/1 <å 


对 于 XEC(la, b), A dist.(z,X,) =O(@(l/n,x)), 而 更 一 
艇 地 对 于 XEC?(a,b) Hn=p, dist.(x,X,)<(c/n*) lx C? |. 
( 见 Cheney Jackson 2 HHJ, 1966,P.142—145) . 

习题 

4.2 设 0sxEX UE HH A RU Х„) SF (1/|х|) 
ó, (x), 

4.3 Wm HE, EIEA iE EA E,EHilbert2z [B] H 8 8 E 
维 子 空间 . 证 明 r,x 一 x， 当 且 仅 当 dist(x, E,)—>0. 

设 A 是 La,b] 的 严格 分 划 ，a = te <t <: <t, =b. А: 
—[ti;.,,f1;), i= 1,5, n Kh:i=max,sis (ti —ti-y). 
加 . ,2 是 在 每 个 4i(i = 1,6, n0 ERBDT r + 1 NARS 
项 式 集合 ， 在 5 点 的 值 由 连续 性 确定 ， 


习题 

4.4 ЕН = L2(a, DA, W Xs 是 投影 xX >x, x, Bra 
相对 应 ， 它 在 A,(i =1,…，7) 上 的 次 数 小 于 r + 1 的 多 项 
式 集合 中 的 最 小 二 乘 方 逼近 ，(r,xz) (5) 由 连续 性 确定 。 证 明 
z,:L?(a, ) > ®,,д 是 正 交 的 。 WERE —>0, Axe, We 
L?(a, b)!Bz,xx. 

4.5 EEL’ (a,b), Zi x C C^ (a,b) Wldist; (x, P,,a) 
«ch? |f C? 其 中 | 

: = min(r-* 1, a). 

习题 4,4 所 定义 的 投影 nn EEL? a, b), |л,1.= 1. 
同样 的 投影 可 以 认为 是 从 L”(a，b) SJIP ,, AC L (а,Ь) 上 的 算 
子 ， 而 且 在 关于 分 划 和 4 的 某 些 假定 下 sup ,lx ,可 以 是 有 界 的 . 
(de Boor, 1976; Graham, 1982) 。 


217 


ge. TO ae а RETR -HP Sori оар .et PT mh tren etin eS! Wee t чын Pm ae 


ал, = [tinis til, 定义 CA: -II.,CCA D. f Є CA 


由 7 个 分 量 f; € C(A,) 所 组 成 ，f 是 逐 段 连续 函数 ， 在 分 点 t， 
ECi=2,-,.2-1) (可 能 ) 有 不 同 的 左边 值 及 右边 值 。 用 
1714 = пах, |17; 1. LEH! * la, Сд Banach 空间 且 对 于 f 
€CA, Hi T'|l#lla= А1, BiiiCACL a, bd. HTF f СР, ,д, 
BEC HH AERA, WP... C Cu. 


5E 

4.6 设 [c，b] 上 的 分 划 是 拟 一 致 的 。 对 于 x € Cu, 在 每 个 
AiCi =1, =, m b, ÆA N HER E XE BS EB 
Lagrange 揪 值 工 ,x， 其 次 数 小 于 r + 1: L,xC€C > La, 假设 这 
分 划 是 拟 一 致 的 证 明 x € Ca>L,x ТЕ L=>(a,b) 中 定义 了 一 个 
有 界 算 子 ， 具 有 定义 域 Cs 使 得 Ls = 工 ,。 证 明 在 C (a, b) 上 ， 
355 — 0 时 , 有 Ls.x 一 x。 推 导出 sup。, Lx] x € C(a,b), 
|х|. = 1) <оо, 

ЖИЕ, 2—4- 33 25 ERZES, 2, BIC''*(a, 
b) 的 子 空间 由 属于 也 ,-1,4 BRANAR: S., aE XE AEK 
ЖЖ. ща Он, RIE 

dist.(x, 5,,2) = О(о (М, х)), х € C(a, b) 


B. 
dist.(x, S,,4) = O(h' o (h,x(?))), xC CP(a,b), 0<p=<r-1. 
习题 
4.7 证 明 dimS,,45-n-«r- H . 
2.2 数值 求 积 
我 们 考虑 线性 泛 函 


b 
I(x) =| x(t)dt 


res etim he Еа 


ЖЕЛИН PR, EP x EC(a，b)， 借 助 于 求 积 公式 


I, (x) = > wink (trad a=<t;,=<b, 


i=] 
这 里 权 w ij。 是 实 的 或 复 的 。 
我们 希望 公式 I. 对 于 任何 连续 函数 x MMM, I. 
I(x), SHA x € Cla, b). О 
引 理 4.2 ФЕС (а, Ь) 中 ， 对 任何 x І, (x) 一 1(x) 成 立 的 
充分 必要 条 件 是 
Ci) lim,..1,(p) =I) 对 任何 多 项 式 p， 


Cii) sup, Z $-, lw ;,] <оо, 


证 明 AAI, | = 荆 ?.jw;,|, 从 而 这 是 Banach-Steinhaus 
定理 的 直接 结果 。 0 | 

SUMAN ДД ПД ш, 是非 负 的 ， 则 (11) Ж (i) 的 
结果 。 实 际 上 ， 对 由 p(t = 1, t Cla, b]% Z BJ DUX 


b п 
b~a =f dt -lim $9 w;,. 


在 条 件 G) 中 ， 全 体 多 项 式 集 合 可 由 在 C (a, b) 中 稠密 的 任 
何其 它 集 合 代 替 ， 如 所 有 逐 段 线性 的 连续 函数 集合 。 
现在 ， 我 们 来 描述 获得 求 积 公式 的 基本 方法 。 在 [ce，2] 内 
给 出 {ti ,) 1 je n PACH В (e D? } {ш 
e()(t,,0-0;;j, i, j=1,.,n, 
考虑 插值 投影 ， 对 于 x ECU, b SER 


XX = S> x(ti,)e!") 
i=j 


FF AE X. 


I. (x): =| (T,x)(t)dt = У wiax(ti.) 


其 中 


b 
wi, =| ef? at, 1 =1,.…, 7. 
a 


W Xa {elm ei"). Wx EX,， I, (x) =I(x), 即 在 


X, F I, 是 精确 的 ， 
| 014.2 ELO, 1] E, n + 1 个 等 距 分 点 的 梯形 法 则 是 


1 p= |р +44) © dI. 


X,JECCO, DETE., HÉ Ez FE MAHAR. 

让 我 们 考虑 X,= 中 。1. 于 是 由 其 构造 引 理 4.2 的 条 件 (i) 
成 立 。 因 而 关于 这 些 公式 收敛 的 充分 必要 条 件 是 条 件 〈ii) 成 
ул. "EAE. 3038w;,2 0, KUERZ. HF {1;,}1 的 所 有 
选择 这 种 收敛 性 不 是 都 能 成 立 。 

例 4.3 {tiati Æla, b] Ef Chebyshev 点 ， 则 权 是 正 的 ， 
而 且 求 积 公 式 收 敛 〈Laurent，1972，P.317)， 

例 4.4 {tin}: Æ Gauss A (BJ n 次 Legendre 多 项 式 的 零 
GO ‚Min 点 Gauss 求 积 公式 对 直至 2n 一 1 次 多 项 式 是 精确 的 ， 
BRIER. 

在 某 些 情 形 下 ， 直 接应 用 简单 的 求 积 公 式 是 不 能 令 人 满意 
的 。 例 如 ， 当 x 迅速 振动 时 就 会 出 现 这 种 情况 。 乘 积 积分 技巧 
可 以 用 以 克服 这 些 困 难 。 我 们 记 x(t) =r(t)o(t)， 这 里 r(t) 是 
性 态 良 好 的 ， 而 0(t) 含 有 引起 困难 的 部 分 。 用 


b п b 
1,02 = | a(t)(x,r)(t)dt = > ll e Det? (юа |0) 
G i=1 a 
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一 > wial(tind 


i= 1 : 
来 逼近 I(x)。o(t) 应 是 足够 简单 ， 以 便 使 权 vw ; ,可 以 在 封闭 的 
形式 中 计算 (Atkinson, 1976a; Sloan, 19808) 。 


习题 
4.8 考虑 I(r) = [et Jat. 计算 对 应 于 n + 1 个 


等 距 分 点 的 梯形 法 则 用 For Ct ) 的 权 。 如果 r cC C2(0, D, 
证 明 
-1 dn)) < max j|r”(t)| 
te[0,1] 
关于 更 多 的 数值 积分 内 容 ， 读 者 可 参阅 例如 Davis 和 
Rabinowitz (1974) Æ Stroud (1971). 
5. 投影 法 


E x JE: Я Banach 25 [8], X, P X PU 7258], Hor. 
从 和 到 X。 上 的 有 界 投影 x.X-X,.4.0X (4.2) TEX, 内 


分 别 用 有 限 维 问题 

x,Tx, — zx, = Tf, x, S X, (4.4) 
K | | 

л„ТФ„=А,Ф„, 0= o, € X, | (4.5) 


这 是 在 子 空间 和 .上 的 一 般 投 影 法 。x。( 或 X,。，9。) 是 这 样 
HAM, ERR -z)x,-f CR (T -А,)ф,) EX, ARF 
SHB. ER rux。=xw( 或 zu9.=9)。 这 方法 常常 称 为 
Qalerkin 方 法 ， 

术语 的 注 记 ”在 积分 方程 的 内 容 中 ，Banach 25 间 内 的 投 
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hp Pt печы онна pi: re t ee EE 


影 法 常常 命名 为 Galerkin 法 。 相反 地 ， 在 微分 方程 的 内 容 中 
这 一 命名 津 常 在 更 多 限制 下 使 用 ， 即 限制 在 当 投 影 在 Hilbert | 
空间 内 是 正 交 的 。 因 而 导致 我 们 介绍 两 个 定 X: Galerkin 法 

(或 者 在 Banach 空 间 ， 或 者 在 Hilbert 空间 内 斜 投 影 ) REX 
Galerkin 缩写 为 了 上 一 Galerkin (在 Hilbert 空间 内 正 交 投 
3.1 相应 的 离散 问题 

X, AW RAAT n = л,Т.х, 定义 : 
(2 „-—12)х„=хл„], FaPn =AnPae 

和 的 维 数 取 次 于 下 。 为 了 简单 起 见 ， 我 们 令 dimx,:= n, £i 
H X, 的 基 {et} 2 & X5 95 x*X* 的 伴随 基 (et) n 投影 FT。 是 


т 


这 样 的 ，z ,x= 2 <, ei"? Hel, ИЕ о, AH 


EE. 
A,: = (a(?)) = (Tel, e(9 *), i, jet, n, 
Be lB] Bt 
Ent = (Ein), Ue? = (и), Na: = (Nj), i=l, 
其 中 
Ein 7 Gu, ef") >, ui (p, e», m s ў, еб") 5. 
&,K u, 分 别 是 C "中 和 矩阵 问题 | 
(A,-zDE,-0, 5 А.и, =А,и, 
GE. TEX. PRs. 及 9, 从 它们 关于 基 {ef""}? 的 分 量 而 
в]. 
从 计算 的 观点 来 看 ， 更 有 趣 的 是 考虑 X, 及 Xs 中 的 基 不 是 
伴随 的 ， 即 是 这 样 


(e *, (© узеб,, 


е rR ч п. D Sono EE Np een еы rp e тита три шш — 


例如 若 X, 是 三 次 样 条 通 数 子 Ж, MU) B - 样 条 (de Boor, 1968; 
Prenter, 1975) 是 这 种 类 型 极 好 的 基 ，， 
PE X, 的 基 (xl YE ХВЕ (у )2, 其 相应 的 Gram 
AB A 
В = (090) = Cr), убу), i, Faden, 


现在 ,用 rz = 呈 ? G, Внук. Ay, Ey, u, 
Вт. ЎН Te, yE, Cen wid, 《Kr VIN, Ж, 
yf" 定义。 要 解决 的 矩阵 问题 是 

(A, -ZB,)& = T, 及 A ,u, =M Bally. 


3.2 一 些 例 子 


如 果 不 致 混乱 ， 现 在 略 去 1; 与 e; 上 的 指标 n ,虽然 n 仍 有 
AUR. 

814.5 X = C(a, b)。 用 点 tf;， CGi=1,= 6, n)t i= a, 
t,= bp ， 划 分 [a， 60] 为 n 一 1 个 区 间 。 设 XX, 是 X 的 子 集 ， 由 [a， 
b] 上 逐 段 线性 函数 所 组 成 ， 有 第 二 章 例 2.6 所 定义 的 基 {e;}i. 


я, ЖЕКО ПЕВА ИИН ВИ, Н x,x= Z il x(t) de; 
EX. BR, Ж 
max lti =~ tici] 0 


Sicr 


Wa, 1. HIRE A, E 


(я) ita . ; 
ij = kCt;, s)e,(s)ds » 1, j=l, =, n 
yea 


定义 ， (to =a，t.+1 =b)。 这 是 在 配置 点 {t;}1 上 的 配置 法 的 
例子 ， 具 有 基 函 数 {e;}? (参阅 第 3.5 节 ) 。 | 
$4.6 设 和 = 了 工 -(a,b)， 在 点 ti @ =to <t<+*- <i, = 


a 
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b 将 [ae，b] 划 分 为 4 个 区 间 。 令 4i:=[t-l，1i)，i=1，…， 
п. X, Æla, DILARWRBRMRA, HAS {ei}i 是 7 个 4: 
的 特征 函数 的 集合 ， 在 A; 上 ei;(t) = 1, EREMASTS. 
ех X UB TE PEL 


| 1 
* MEME 
eei, X» ties 
EX., x, 是 平均 投影 
(m,x)(t) - і | x(t)dt, t CA:;., 
ti 一 ti-1 & 1 


Moo 


Z;maX,ci, lt; . y — til 0 , ШУУТ x Є С (а,б), Л.Х х . 
{Н ЖЕ L (a, ьт AIE Jpj. НЕА, H 


1 . 
a(*) =- 一 | | k(s,t)dtds i,]71,:,n, 
J ti 一 Ti-l A; A; 


定义 。 这 是 分 离 区 域 法 的 例子 (Mikhlin 和 Smolitskii 1967, 
P.254) . | 

Dj4.7 ië H=Li(a,b). 设 {eijn 是 HH 的 标准 正 交 基 。 于 
是 对 于 i ERN， e; -ei. E Æe, c, en ck. л, 是 E, 上 
的 正 交 投影 。 令 


b 一 一 一 一 一 b 
а: | с} k(t,s)e;(s)dsdt, 1,)=1,2, °°. 


A ,的 元 素 不 依赖 于 1a. А ,是 系数 为 ai ;的 无 限 矩 阵 的 n 阶 左上 方 
阵 。 这 是 最 初 的 Galerkin 法 。 它 用 算 子 了 ,代替 了 工 ，T。 是 在 E, 
上 用 术 | 
| п Ь _ п — 

к„(ї,з) = > |! k(t,s) e (s)ds је, Сз) = Dui (tye: (з) 

i1 а i=1 
定义 的 。 对 于 x EE, $ 
Ej: = [Eroro as, j=], =, n. 


于 是 x(s)= F j Ë; e (s)B. 


b " 
(T,x)(t) =f k,(t,s)x(s)ds = > £u). 


1=1 


在 基 {e;}? 下 T。 AAA BR. К, 是 函数 的 有 限 和 , 这 些 
函数 是 上 的 函数 与 s 的 函数 的 乘积 。 这 种 核 称 为 退化 核 . 

例 4.8 ЖЕН = 1,2(а,Ь)+н, 1 —Galerkin 法 的 另 一 个 例子 
EHEH (Vorobyev, 1965), XE r, $X H rp б 5n BJ 
и (u, Tu, , T" tu} ERIER RE. 

例 4.9 4 TÆ Hilbert SH FE €A fr BF, L— 
Galerkin 法 取 Rayleigh 一 Ritz 法 的 特殊 形式 . RE, E H Ж 
RETZE. л, E, 上 的 正 交 投影 

Rayleigh 一 Ritz 方 法 在 于 用 7z, Txan- f1-080fx, СЕ, 
来 逼近 Tx= f 的 解 x ,在 HH 上 定义 数量 积 (x, y)r: = (Tx,y) 
及 相应 的 范 数 ||xja: = (Tx，x)。 于 是 

f Tx,—- J CE,&—x,-—- X LrE,, 
这 里 上 7 表 示 关 于 数量 积 (".，“')z 的 正 交 性 。x, B: x £ E, PR 
于 范 数 | REDRE 

|x, – х7 = min |x-»lir. 

»€E, 

>J EE 
4.9 AS SFC BA IAHE „үа; izj—x í =b;, i=1,2---, 
假设 


= 


> la, i|? «eo, > lb; |? <оо, 


i, 1”1 i= 1 
TER Ee Nh LASS Е. TEM HHE, = {e1,… 
es} 定义 的 上 一 Galerkin 2 ËJ iM rA. AHR 25 fi 2E PE — A8 
的 关于 (а, j 的 充分 条 件 ， 
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3.3 Petrov + 
考虑 和 的 两 个 具有 相同 有 限 维 数 的 子 空 间 和 X, 及 Y,， 投 影 
法 可 以 推广 。X, 是 右 子 空间 ， 而 Y, 是 左 子 空间 。 设 T, 是 在 Y， 


上 的 投影 。 分别 用 

Л.Т -z)x,—f)= 0, x, C X, , (4.6) 
及 

л„{(Т-А„)Ф„]= 0, Ф. ЄХ, (4.7) 


XOBXIC(L.D ER (4.2). 注意 现在 rsx 关 xz。 OXÀE.9.79,.). 
EX, лах, :Xa>Y。， 状 且 引 入 条 件 : 

对 于 足够 大 的 n ， 元 。 存 在 且 一 致 有 界 。 (4.8) 
习题 C 


4.10 写 出 在 X。 及 Y, 的 给 定 基 下 ， 相 应 于 (4.6) 及 (4.,7) 
的 离散 问题 。 | 

4.11 AR ni: mc, Ane ERT EE X. EÉ. ЧЁ 
导 在 条 件 (4.8) F Petrov 法 等 价 于 在 XX, 上 用 投影 x 确定 的 
Galerkin 法 ， 

4.12 设 E, 及 FPF, 是 Hilbert 空间 HH 的 子 空间 , Н dimE, = 
dimF, <œ., Tz ,是 在 F, 上 的 正 交 投影 ， 参 见 图 4.1。 我 们 定 
x 

0,: - O(E,,F,), 


, ` ^ 71 
to = inf |z,x| m. Dot. 


üx|-1 
证 明 9*+za= 1. 推导 ， 对 于 足够 大 的 


~~i 
lx, [<<< O(E,, F,) <1. 
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(Krasnoselskii 2, 1972) 


图 4.1 


ibid o MAH (4.80 满足 时 ， Petrov 法 在 理论 上 与 Ga- 
lerkin 法 没有 差别 (习题 4.11) 。Petrov 法 常常 称 为 推广 的 Ga 
lerkin. 我 们 也 区 别 Petrov 法 (在 Banach 空间 或 在 Hilbert 
空间 具有 斜 投 影 ) 与 在 Hilbert 空间 中 具有 正 交 投影 x ,的 上 - 
Petrov 法 。 注意 当 SuUp, @(E,,F,)< 1W, |-Pettov 法 等 价 
于 〈 斜 ) Galerkin 法 .在 俄 文 文献 H, Petrov, | -Petrov, K 
|-Galerkin 法 分 别称 为 投影 法 ，Petrov-Galerkin 法 及 Bubn- 
ov-Galerkin 法 (Krasnoselskii 4, 1972), 

014.10 wT Hilbert ZEH PHARARS. 对于》 
EH， 我 们 考虑 方程 (T-z)x=y, z Єр(Т). REH FA 
出 两 个 稠密 序列 {eijN 及 { 太 ij)N。 按 形式 ,= Е abit: SOROR 
近 解 x, 。 其 中 系数 5; НЯ СТ 2)х, 一 3 正 交 于 fises 的 
条 件 决定 ， 即 

((T—z)x, —y,fi) = 0, i= 1,:'°, и. 


S((T-z)e;, fE; =O, fi) i= 1, n. 


E,: -(ei,e,) AF, = {fiss fa) ЖН BJ f-2E IB], Per, E: 
从 五 到 下, ЕЕ. El n x n 方程 组 等 价 于 方程 
m [(T-—z)x, —y = 0, Xn CE,. 
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这 是 最 初 的 Petrov 法 。 其 相应 的 逼近 李 征 值 问题 是 
((T— ÀM )O,, fo=0, i=1,- ,n, 


Pn = Уи; ,е;, 
1=1 


> (Tej, J )u,;, =M 2 (e; ,fi)u,,, 1 = 1,:-:, ñ 


例 4.11 “我们 在 前 面 例子 中 选择 F. STE,. 方程 Tx= f 
BAT I1CLCH) 用 
xr, ,[Tx, -fJ= 0, x,CE, 
KEW, KE ox, ЊЕ, = TE, 上 的 正 交 投影 。 这 就 定义 了 最 小 
二 乘法 。 容 易 验 证 x, CE, 是 极 小 化 问题 
1те, - fl = min | TY- 1 
的 解 . 
习题 
4.13 设 工 是 自 伴 正定 。 说 明 最 小 二 乘法 作为 上 7Tr-Galer- 
kin 方 法 ， 由 关于 数量 积 〈.，)r 是 正 交 的 投影 所 确定 ， 
在 CNS 中， -Petrov 法 连同 斜 投影 法 的 例子 已 经 在 第 一 章 


第 5 节 给 出 A Saad, 1982a), Petrov EHH CANS Æ B 
部 分 中 考虑 。 


3.4 X f Kantorovitch 正则 化 方程 的 投影 法 


对 于 那些 使 zf 六 了 的 方程 (4.1) 62.10), Капшо- 
rovitch (1948) 提出 了 下 面 的 修正 。 当 仍 有 并.Tf 一 Tf WJ. 
&y:=Tx, TÆ, ЊН (4.1)，? 满足 y-zx= ]. RUT, £8 
到 “正则 化 >” 方程 
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(T-z)y-Tf, x = (1/z)(y- f), 
对 它们 用 投影 法 Gz +0), sl 
(m T-z)y, = x,Tf, y, EX,, 
(4.9) 
x, = (1/2) (У, - Р), 若 z 关 0。 


x! 不 属于 X。。 注意 (4.9) 与 (4.0 ЗНН НИВЕА, Эх 
法 需要 计算 Tf. 

注意 上 述 的 正则 化 与 不 适 定 问题 的 Tichonoy 的 正则 化 毫 
无 共同 之 处 . 


习题 


4.14 xd (4.1) KERR A =p (т) x, 


v: =x 一 xX。 然后 考虑 方程 《T -z)u= r 。 写 出 正则 化 方 程 ， 
以 及 它 的 投影 逼近 。 推 导 关 于 x 的 另 一 个 逼近 。 
3.5 配置 法 

已 知 半 个 无 关 函 数 的 集合 {1 I HEMEL, bLA nA 


RB RI) 使 得 det(1;(T;)) 关 0， 按照 形式 


Xn = > Eialis Ф, = Eulis 
і = { i= 1 


来 寻找 解 z, 及 gg 对 ri 及 Ti = 1,…， п ,仍然 省 略 指 标 n. 

配置 法 的 基本 思想 是 决定 系数 5E; Fu, ,使 得 各 个 剩余 (T 
-2)х, {Тф – №, p ENTE ftriii 上 等 于 零 。 引 出 两 个 
n x n Jy fa. 


b 
> [| k(r;,8)1;,(s)ds - iG, 


j71 


=f(ti), L=1,+, n; (4.10) 


. киы Eerie ear 
aa Ie IR ire or lnc y rane can ` 


> (| kee,,s>1;Csyds) us, 


j*1 


=A, D lilin і = 21,06,08. (4.11) 


] = 1 
我 们 定义 矩阵 4, 及 B ,， 它 们 的 元 素 为 
7 b 
a!n) -| k(r;,s)l,(s)ds, bin) =1,(т(), 


1, ] = ,+е,п, 
于 是 (4.10) K (4.11) WEA 
(А„-:В„)&„=(](т;)), A.U, =M Baty. 
PARE MTB, BS Kt = {11,…,1,}。 定义 到 
X, 上 的 投影 zr,， 使 得 zx 是 在 X, 中 的 元 素 ， 它 是 x ATi 
的 插值 函数 。 令 


(m,x)(t)= > Cjin7i(t)。 
i=. | 
因为 det(1iCri)) 头 0， 从 而 cj 由 


> с;,1;(т:) =x), i= 1,+-,n 


唯一 确定 。 留 给 读者 验证 (4.10 Ж (4.1D ， 可 以 写成 具有 
Ker, 的 形式 (4.0 及 (4.5)。 所 以 配置 法 是 投影 法 ， 并 以 
播 值 投影 来 定义 的 。 在 实际 中 ， 从 两 大 类 函数 中 选 出 基 函 数 集 
{1;}?: 第 一 类 是 逐 段 多 项 式 ， 第 二 类 是 在 [a,b] 上 用 单个 表达 


式 定 义 的 多 项 式 。 在 第 一 类 情形 通常 有 逐 点 收敛 +, 一 1， 出 
此 可 以 建立 方法 的 收敛 性 。 在 第 二 类 情形 收 伍 性 依赖 于 配置 点 
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{ri} Hee (ZR 2d xprChebyshevj;i & Lagrange 插 


值 ， 代 ,| -是 与 log nmi PIE, Wee. Ws, Æ {Tt1}i 的 
插值 误差 公式 ， 对 于 足够 光滑 的 x， 有 


x(t) - (L,x)(t) = TIG Í ros) C), 
i=1 


а<5<6., 

而 且 联 想 到 Chebyshev FR, HNX i xe dE d max, s... 0) 
117.,02—-т:) |^] САСһелсу, 1966, Р.61) 

ZER, MEEL (a,b) 中 的 上 -Galerkin 法 ， 配 置 法 
不 需要 为 和 ,及 卫 。 中 的 数 积 计算 积分 《比较 (4.10) 及 (4.11) 
与 第 3.1 节 的 一 般 公式 ). 
习题 

4.15 ЕВЕ 1,2 (a,b) 中 关于 (4.1) 的 上 -Galerkin 法 ， 
这 里 数量 积 用 近似 求 积 公式 计算 ， 等 价 于 配置 法 ， 其 中 配置 点 
确定 为 Gaierkin i Er Xe SE Jo ЈАНА. 

4.16 说 明 配 置 法 作为 Petrov 法 ， Xa = {liss la}, T. 
是 在 {rt;}? 上 的 插值 投影 由 Y, 01, 7,1053 所 定义 ， 使 得 det 
(iDEA, CRER. 

ЕГ Ла Jy HW Bland 的 配置 法 可 以 解释 为 关于 了 :和 
一 Y 的 Petrov 法 ， 分 别 由 关 ,Y 的 子 空间 XX,，Y ,所 定义 。 CH 
Bland, 1970; Fromme 和 Golberg，1978). | 


3.6 文献 的 注释 
投影 法 已 经 用 了 很 长 的 时 间 。 它 的 抽象 化 处 理 至 少 可 奶 溯 
到 Kantorovitch (1948) 及 Kantorovitch Ж Akilov (1964), 
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在 Atkinson (19768) БШ АЯМА, - z1 或 4。-zB。 的 
离散 方程 组 的 稳定 性 分 析 ， 读 者 在 那里 可 以 找到 有 关 退 化 核 方 
法 的 研究 (参见 例 4.13)。 了 配置 法 由 Kantorovitch 就 常 微分 方 
程 引入 (参照 第 8 节 )。 Æ Chebyshev 点 上 的 多 项 式 配 置 法 曾 
在 Karpilovskaia (1963) 及 Vainikko (1965) 中 作 了 研究 。 
最 近 由 于 逐 段 多 项 式 的 使 用 ， 配 置 法 已 被 重新 考察 。Petrov 法 
在 Krasnoselskii 等 (1972〉 中 详尽 研究 .- 自动 与 非 自动 积分 
方程 解 程序 的 比较 试验 在 Riddell 和 Delves (1980) 中 做 出 ， 
4. 近似 求 积 法 

在 近似 求 积 法 中 ，(4,.3) BOAR ASP ORR. 我 
们 在 这 里 讨论 8 是 有 限 区 间 Ce,b], X= С‹а,Ь) ЮТ JE. Ж 
们 假设 (4.3》 所 确定 的 积分 算 子 的 核 在 La,bjx [a,b] Le. 
对 于 lis Cis Ui InsR 381 п, FEAR EE 1B — 4648 公 
式 А 

І. (х) = 5 wix(ti) = 5 (| eoat), 

对 于 所 有 连续 的 x 它 收敛 于 TI(x) = хат. 
4.1 Fredholm 法 

HE (4.1) 与 (4.2) 中 ， 积 分 用 求 积 公 式 1 ЖИН. 
给 出 

> wk(s, t,)x,(t;) — zx. (S) = f(s), 


i=l 


asSs<=b, (4.12) 


> wik(s,ti)jg,(ti) =A PaCS), 


1=1 
a=<s=<b, (4.13) 
Fredholm 法 在 于 用 相同 的 结 点 来 离散 s. Аш Bn x n J 
程 组 
У owijkCt; tx Ct) -zx«Cti) = f(t;), 
} =1 
i = ],- и, (4.14) 
> owijkIG teu) = M p. (ti) 
j=l 
i= ,hn (4.15) 
ў: 


Ant = (шу, t0, Ent = (x, (10), 
ир? = (p,(t;)), 
(4.14) É (4,15) 可 以 改写 为 


(Ay -zDE, = (JG) 及 AM, = ate, 
"e © HPTEROSBURS Rui EX, = (el， On} 64.14) 
E (4.15) 的 解 取 为 


n " 
x. = D Eine; 及 9.7 2 Mines. 
i"1 i 


es AME ACE) OCTET MARTRA 
公式 1 ,的 插值 ， 
习题 | 

4.17 比较 Fredholm ЖЕЕ E x, ЖОНУ НЕ 
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EE, Жңүл„х= FZ 12 x(ti)6e,. 
4.2 Nystróm z 

从 方程 (4.14) K (4.15) 得 知 x(ti) RAs, p Ci, 
假设 > 及 和 , 非 零 ， 由 计算 


X, (= l Xu, k(s, t;)x, (ti ) 一 二 Ts)， (4.16) 


j71 


9, (9) = 2—5) wikis, ti ) pti), (4.17) 
” jsi 


我 们 可 以 对 于 s 关 ti i-21,2,-,n RJE (4.12) Ж 
(4.13). Nystrom (1930) 首先 考察 了 这 方面 的 问题 ,方程 
(4.16) Ж (4.17) 称 为 “自然 的 ” 捅 值 公式 ， 因 为 给 出 了 

x, (ti), Palti) i= 1, 1， 它们 对 所 有 t+ 确定 了 xnu(t) 

Bent). 

习题 

4.18 证 明 只 有 当 xn(t;) 是 (4.14) 的 解 时 ，(4.16) Л 

是 从 xu(ti) 283 x, CO. 的 插值 法 ， 

自然 的 插值 包含 算 子 工 的 某 些 情况 ， 并 且 作 为 一 个 结果 ， 

Nystrom 解 将 常常 比 Fredholm 解 更 为 重要 (参阅 第 六 章 ) 。 

Nystrom 及 Fredholm 解 可 以 认为 是 在 m {t+;)i 的 值 之 间 的 两 

个 不 同 的 播 值 函 数 ， 


4.3 乘积 积分 


如 果 核 & 是 光滑 的 ， 但 是 右边 了 不 是 光滑 的 ， 第 9, 4 市 的 
正则 化 技巧 指出 了 Nystr5m 法 如 何 用 于 正则 化 方程 
(T-z)y=Tf, x =G(1/z)Xy- f). 
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这 里 ，Tf 至 少 如 同 核 K 那样 光滑 . 

当 核 上 是 不 连续 或 坏 性 态 时 ， 求 积 法 则 应 该 属于 乘积 积分 
形式 。 我 们 写 k(s,t)=r(s,t)oO(s,t), 这 里 对 于 Га,6) 内 的 每 
As, ге 的 正则 函数 ， 而 0(s,t) 是 奇异 的 或 坏 性 态 的 

用 2.2 节 的 记号 ， (4.3) 中 的 积分 由 


| o. t) [ > x(t;)r(s,ti)e, a lar 


i= 1 


= Sw, (sr(s,tixX(tin)s 
is] 


b 
wio) =f o(s,t)e,(t)dt. 


SER LBS ESF AP wR Ros, t), HME, NX 
ш;(5) 能 用 某 些 求 积 公式 来 计算 。 对 于 
o(s,t)=1/]s-+t]° a<1 ZEos,t)=log|s-—*#] 
在 Atkinson (1976a) 中 已 经 做 到 。 — 
于 是 乘积 积分 解 x,(s) Rp) 由 方程 (4.14) 及 
(4.16) (或 (4.15) 及 (4.17)) 来 计算 ， 这 里 权 岂 j 用 miji(Cti) 
及 wji(s) XER. 

之 全 离散 化 方法 由 Fredholm (1903) 提出 。 自 JANystróm 
变形 于 1930 年 引入 以 来 便 被 广泛 应 用 。 乘积 积分 H Young 
(1954) ЕҢ, Ж#Н 由 Atkinson (1972, 19762) 所 研究 . 
Kantorovitch 的 正则 化 方程 的 用 法 和 Nystr6m 3 BJ EREE [н] 

许多 数值 试验 一 块 也 可 在 Atkinson (1976a) 中 找到 。 


5. 选 代 解 及 和 迭代 本 征 向 量 
假设 z 及 入 两 者 都 不 等 零 . 这 当然 不 是 一 个 限制 ， 当 工 是 
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紧 的 ， 因 为 z NCT oT), BEST E, UE T BSTETI $K E E 
值 也 不 等 于 零 。 如 果 当 一 co 时 入 一 入， 那么 对 于 足够 大 的 
п, МАРА. 2 或 入 等 于 零 的 情形 ， 见 习题 4.20 及 4,.21。 

Wx. GRA., p.) Ж (4.1) (或 (4.2) WEM. RII 


Wx, (Bide, Pa) УЖИ х, СВАЕ HO.) 为 
х= (1/2) (Tx, - D, (4.18) 
P = (1 To ，， (4.19) 
x ,可 以 认为 是 从 逼近 解 x， 应 用 于 方程 Xx = (1/z)Tx- O/2) f 
的 不 动 点 迭代 的 结果 ，。 
习题 
4.19 考虑 C xX 中 非 线性 算 子 F : 
F 1 
(2, ху» ( z, ==). 
HEAR (А, p) 是 王 的 不 动 点 ， 并 且说 明 (4.19) 。 


4.20 考虑 方程 TX= ff，0 Ep(T), EO zo Ep(T) 是 
Cah. х, IH, WHE RR 


x, = (1/zo)[ f — CT —zo)x,] 
ШЕ. | 

4.21 A=O8RTHARIE: To = 0, OF Qp. Uo, 是 
逼近 本 征 问 量 ， Т.ф. = А.ф, OF Pas 使 得 当 一品 时 入 ,一 
0 。 证 有 明 对 任何 已 知 的 & = 0， 壕 代 的 本 征 向 量 可 由 


~ 1 
9573-2417 aes 


确定 . 


x ,与 9 ,的 计算 需要 求 出 Tu 的 值 ， 其 中 尺 是 已 知 函 数 ， 
或 者 是 x 或 者 是 p。。 当 这 在 封闭 形式 中 不 能 做 时 ， 较 高 阶 的 
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逼近 Tu (M> n) 可 以 用 于 逼近 并 。( 人 参阅 例 4.15)。 例 4.12 讨 
论 由 投影 方法 得 到 的 x, 及 9 Е. MR, Exa Ran Pa) 
24 REXX., GRP) 比 x。( 或 pg,) 是 x (或 p) HERE 
近 时 ，x (或 9 。 的 附加 计算 才 有 价值 ， 这 个 问 题 将 在 第 六 
章 及 第 七 章 中 考虑 。 

4.12 Bex, GRe.) 是 (4.4) (或 (4.5)) 的 解 。T 由 
投影 法 逼近 。 适 代 的 Galerkin 解 +。( 或 9p。〉 的 使 用 已 由 Sloan 
(1976a, b) 作为 Galerkin 法 的 变形 而 提出 。x , (或 9 ,) 是 一 
个 在 X。 之 外 有 非 零 分 量 的 逼近 解 . 注意 rz。x。=xzu( 或 天 ,9， 
SPa). MEX RP) 的 计算 是 相当 省 事 的 , Seen b. dS 
x, = 卫 ?_ieine,， 则 Tx,= 开 ?einTei， 这 里 的 4 人 Te ;ji 在 求 
ША ,时 早已 得 到 。 所 以 仅 需 要 一 些 附 加 存储 器 来 内 存 这 些 向 
量 ， 作 为 变量 的 预先 指定 值 . 

例 4.15 设 {e;}? 是 H =L (а,Ь) ЕХЕ, НАЕ, : 
={e1，…，es}。 给 出 积分 算 子 T， 设 T, 由 退化 核 ,(s,1) = 
Fil (Te,)(s)e, (t) Эе. 退化 核 的 方法 在 于 解 

(T,-Dx,2f 对 于 x,Cx. 
因此 


and 


X „(5) = - 10+ 25) Ši „Те; ) (5) 
j=1 


1 
2 


这 里 Xx， = E j Ë; „ne j SF AE; ,是 


— 
— 


(Tx, — f (8S), a<s<b, 


> (Те, е.)&;, 一 ZEiu = ( ] , е,), 


1 =1 


的 解 。 考 虑 由 也。 确定 的 上 ~ Galerkin 法 ， 我 们 看 到 xX, 是 大 
代 Galerkin 解 。 

014.14 设 x, (或 9,) 是 由 (4.10)( 或 4.11 ) 确 定 的 配置 解 
(或 本 征 向 量 ) . CRRISOUEE ION E 


x a(S) = H[f k(s,t)l,; oat acres) 
之 
а=<=з<р, 
或 . 
+> 
[ „(з) = > (| k(s, 1)1. — ies а) 
"j=l 
TE 


Kt) X&.liGo oz GO (REP A(T) = ACTA). 

选 代 解 在 配置 点 上 是 一 致 的 。x, 及 X% 。( 或 p。 及 9 REDI 
认为 是 由 x，( 或 9 。) f (ri) AEBS HZ ШИНЕ URS 
个 不 同 的 函数 。 

我 们 注意 ， 如 果 对 于 所 有 ss ， 上 上 ， 有 r(s， t) = 1, Ні; = 
Cis i= l, =, n ° WX s) 与 乘积 积分 解 是 相等 的 。 PA] mj 3 
代 配 置 法 是 乘积 积分 的 特殊 情形 ， 其 中 k = o HRS Ui W 
足 1;(t;) =6;;。 因 为 假设 det(t;(t;))*0, 总 可 以 利用 X， = 
(1;, °". ! .1 的 基 恋 换 所 得 到 的 集合 来 讨论 , 

8J4.15 当 x, REH (4.16) 所 确定 的 Nystrom 解 时 ， 
Brakhage (1960) 已 经 考虑 xy = (1/2) (Тых, ~f), ХШ Tu 


ЖТ @—А ЖАЯМ» n 。 因 而 xw 是 迭代 Nystr6m fg 
的 一 个 通 近 。 
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习题 

4.22 写 出 相应 于 习题 4.9 确 定 的 逼近 解 的 友 代 解 。 

4.23 ”证 明 由 (4.18) Ж (4.19) 所 确定 的 x ,及 9。 是 
(Tx, —z) x, = Í E Tx, Q, =А, Ф.В. 

4.24 the, K p, EH (4.6) Ж (4.7) 所 确定 。 


GED) x ,及 中, 分别 满足 rux, = Zm, XX, Ж л„р„=л„Ф„+ 
Qn. 


6. 通 近 算 子 的 抽象 框架 


为 了 区 别 在 前 两 节 定 义 的 各 种 解 ， 我 们 介绍 表 4.1 的 记 法 ， 
HG, S, Р, FRN4 FRR Galerkin, Sloan, projection 
(投影 ) , Fredholm 及 Nyström. 为 了 建立 这 些 解 之 间 及 本 
征 问 量 之 间 的 相互 关系 ， 我 们 先 初步 研 究 如 下 。 


X 4.1 
' b M m ÑrFrrpnrrcrF —Psasw cr 
投影 法 近似 求 积 法 
ee | 
方程 编号 (4.4) (4.5) (4.18)* (19* (4.9) (4.14) (4.15) (4.16) (4;17) 


id = PAPE F,=9¢ s = x: Ф = 95 ГОТ re 9,295 x, = ху Ld 


°37,=2,T 
6.1 4R4E X MDM T 65 2 E 
ET€S(X) HRXAARX=YOZ, WH Y KE Z jË 
X BW PB 7258]. 设 7 是 从 XX 沿 Z 到 Y 上 的 投影 。 TT 按 
照 投影 地 而 分 解 成 四 部 分 。、T=Ti+Ta+TiI+Te， 其 中 Ti : 
=2Tx, T;:=*T(1 —m), Ty: =(1—xm)Txz, KT, =(1—- 
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x)T(1- x), 了 TT 具有 分 块 表示 


| Р | =: 
T =| 一 一 十 一 一 上 . 
Ts | T. 
RAVES (X mosrui—-TT: 
Т.:= NTZ, BB Ta=Tis, 
Ta t = xT, Вр Та=Т‹+Т,, 
Ty:= Tx, B] T.-Ti-c-Ts;. 
Eig 4 zz 是 Hilbert 空间 中 的 正 交 投影 时 ，T。= x Tx #K 
为 了 的 压缩 ， 反 之 ，T 称 为 了 。 WBA. (A Halmos, 1950; 
Sz-Nagy #1 Foias, 1970) , 
RET: =T: YoY, HRLCY PREM, Alz): 
=(F-z 1 对 于 z EPT). iB ожо КАЖА 
数 的 本 征 值 ， 用 Jordan 曲线 了 孤立 之 ， 相 应 于 人 的 谱 投 影 是 


9 - xl ROZELY) 
@ = (Sb ) 多 是 对 应 的 帘 零 算 子 ， 且 1 是 上 的 陡 度 ， 
定理 4.5 对 kxEfte，8，?7y， 在 p(2) 中 任何 非 零 的 2 属 
于 po(CTxe) 而 且 由 了 孤立 的 具有 有 限 重 数字 的 任何 非 零 本 征 值 必 
是 Тк 的 本 征 值 且 具有 相同 的 重 数 ， 如 果 了 不 包围 0， 下面 的 
公式 成 立 : | 
R.G)sZXG)x-(0/z2)0-x), P, = ж, (4.20) 
Rs (z) = (1/2) (2) T a – 1/2, P = PTs, (4.21) 


R,(z) = (1/z) T,Z%(z)zm — 1/z, P, = T, 692m 
(4.22) 


其 中 i14 22 gy 
£x). 
证 明 我们 首先 在 形式 上 解 (T - zx =f, EER ЇН 
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形 下 得 到 x = RCGOf. 


(F-z)xx=af 
情形 1 (та 2x71 < Í 
—z(1-— m)x=(1— x)] 
mx=“Z(z)ZX f 
< { 
(l-#)x=-(Cif/z)(i-x)f. 
因此 在 p (BRI ff taj z » 0 都 在 P (T4) H, 


(Z—z)m=x+xT(1-—xm)x= xÍ 
Ж 2, (Tp-2)x=fe> Í 
—z(1- 2)x -(1—- x)f 
Sx = A(z) | rf+--mT(1-x)] ] „і (1— ж)ј. 
(2) ятт = (1) лі = лі +R) rf. Hv 
х = 过 giGYTf -f= R 2f. 


JE H. e C2»'RBS z > ORF eT). 


(2-2) лх- xÍ 
情形 8 (Ty-z)x=f <=> { 
(1-m)Txzx-z(1-m)x=(1-z)f. 


<=> x = Z(z)XÍ] -二 (1- Xx)f + 二 (1- л) TACz) xf 


并 且 
лТ#(2)л]= TR Nf =xf+z%(z)ZX f, 
因此 
1 l 
x = т Т:2(2)лј- = R,(z2)f B 0 = z € p (T.). 


因为 了 不 包围 0 Н Tr 是 有 界 的 ， 显 然 在 每 种 情形 下 ，4 是 
o 《Tx) 在 本 内 唯一 的 点 。 其 相应 的 谱 投 影 是 由 Rx(z) 在 上 的 
积分 而 得 到 。 我 们 推断 dimPxrX=dim9g2Y 。 因 此 4 是 Tx 的 本 
征 值 。 因 为 了 不 包围 0,， 由 —— 
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i| #Gzaz= Фл 及 | = 0 


2i rz 


容易 得 出 P。 = л, 
1-1 k 


1 -Z _ TT 2 . hoh+ 
PG) = у - 2 xG- шар l(a-ayg, 


H TB ET EB. RAB 


1-1 
r= [PSG] re vm. 
类 似 地 P. = T, 6925. L] 
ЯГ кЄ{@,вВ, ү }, 简化 预 解 式 是 Sy =lim,., Re(z) 
C- Рк) (R F =lim,.,ACz)1-H)). 
推论 4.4 px 0， 则 下 面 公式 成 立 


$.-S^n--Cl- m), (4.23) 
1 1 1 
= u Ts +7 SPT sg TH’ (4.24) 
1 1 1 
5у= T, xt T, 6S2. - т. (4.25) 


证 明 我们 写 出 恒等式 : 
Ra(z)(1- Pe) =Blz) (1 - P)a- 501 — x) 
K 


1 1 
Rg(z)(1— Pg) = ауте TT z RT EDT 


— 


+> ODT. 


Z = s, 所 以 
Z (2) % ED = (>) £ UM + 0) 


> (<)! I a )e-eos 
É 


R (2z)(1 — Р») = 2.2020) -PTa - > +> SPT». 


类 似 地 _ 
1 1 1 ME 
Ry(z)(1- Py) = y T,£8(2)2 —z- TTRI EPn 


+ T, gØr = 过 > T,%(z)(1— Š2)x +— LT... E 
5] Bi 

4.25 ”假设 I 包围 > 的 K 个 具有 有 限 重 数 的 不 同 的 非 零 本 
征 值 {w;}i . EZ: (MD) ЖНА T BEBE T, He ;的 谱 投 影 
(27) HERH 


6.2 投影 方法 
6.2.1 Galerkin 法 
HFa RAT ix :XX 一 XX。， 用 表 4.1 的 记号 ,方程 (4.4) 
5 (4.5) Æ X, 可 以 写 为 : 
(@%,-z)x?= mX.f, FTA pi. 
如 果 我 们 令 A, (2):  C7,-2) ! :X,—X,, х =4#„(:)л„]. 
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但 算 子 T,T: XX 一 XX 也 能 很 自然 地 想象 到 .我 们 令 Tr:= x,T 
及 R55(z):= (Tb-z)!'!. HE 4.3 9 X,-z,X, X = x, 
XO(G-z,0X, "FAS z 260 BS REC = (1/z)%Z,(z)T”— 
(1/2. BIER" (2) л, =Z, (z)x,, HIERE) Anf. 
习题 

4.26 证 明 9* 是 Ta 相应 于 和 ,的 本 征 回 量 。 

4.27 ERAT Т9: =x,Tx,, WIT?- Z,x, }®Җ® 087, 的 
扩张 。 证 明 

R89(z) = By m, - T = z,)3 x? = REZ) Wal. 

HERA TE ТОЛДУ TA AE. MER х= R7(2)f= xt 一 


(1/2) (01- л,)ѓ. KÆR AIC XBR. 
4.28 考虑 方程 (4.9 . ШЕНҢх»=х= RÍGOf. 


4.29 0, (RMS, MD Ez, (sk TS, THAR 
EBA Ae 0 的 不 变 子 空间 ， 其 中 和 ,是 是 由 不 包围 0 的 Jordan fi 
绥 了 所 隔离 ， 证 明 

M,=MS=ME. 
4.30 设 9 是 工 的 相应 于 入 的 本 征 向 量 。 证 明 PI p = 


(A/A,) PS 这 里 Pi 及 Ps 分 别 是 Ts 及 T5 相 应 于 半 单 非 零 本 
征 值 ,的 谱 投 影 。 
6.2.2 Sloan® jë 


RAIAT’: = Тл, RS(z): = (TŠ —z)”1, Wz 0, 
Š = Z -4 s.l _ 1 = 5 
R :(2) = zl. 2) B. x, z T x5 =} Ri(z)f. 


习题 
4.81 证 明 фі = O/A DTP i TATEA e 0 的 
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本 征 向 量 。 GER ERMA, Й РФ = 1/X T PS Фф. 


4.32 设 M3 是 T: 相 应 于 ,的 不 变 子 空间 。 证 明 M，= 
Tr, ,#,. 
6.3 近似 来 积 万 法 

相应 于 Nystrem 法 的 算 子 记 为 工 * 且 .由 

(тх) (в) = € wk, t))2(4)) 
j= 1 

所 定义 。 WRYXGO:-(0TÀA—2) 1, Bü] (4.16) WIR IEX = 
RA(z)f。 phie TILT), WATE, 

为 确定 与 FEredholm 法 相应 的 Fredholm 算 子 Ts 我 们 假设 I， 
是 由 点 {t:}" 及 通 数 {ei}' 使 得 ei (0 =0;; 所 确定 的 插值 求 积 
Ax. PÆ TEH | 


Т &х = > | D mka ғ) Је, 


cV 
所 定义 。 
2) ES 

4.33 Wm: X. >X, EEX, WE (ei) Х» 的 伴随 基 
{е1)1 F, HABER 

A,=(wik(t;,t)))s i, jo 3, n, 

Xopa,et =x(t;)， 所 定义 的 算 子 。 证 明 TS = 742, = 
л.Т\. 


4.34 ЖМ (2) = (GI —z) 1, X, > XBR) = 
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<Тһ-2)71. [їй 20,01, , 及 РЕ. 证 明 RI(z)= 98. 
(z)m,-—(1/z)(1-—x,)MD Ж 22-0, ЗЕН 证 明 Ра = 52; л,. Ж 
eal = Ain, f= Riz) л. Неф T ESA BWA. 
4.35 п 
Ей (т) =— ТҮС. (2), -1g P= TIEL Din, 其 中 


1 
а 5 1 ( - ZY 
„= 2 À, Ne ) * 
确定 MY* (或 .Upi) ， 即 T*( 或 1) 的 与 相应 的 不 变 子 空 
fal, SFA AR TIRIM. 
方程 (4.1600 5 (4.17) 可 以 改写 为 
N11 NF N l +N ЕР 
Xa = C Taka f), P'an А1" Qa. 


这 些 公式 十 分 类 似 于 投影 法 (4.180 与 (4.19 的 相应 公式 ， 
(4.18) Ж (4.19 HWUSA 


1 1 


x? = —(T SxS р), pr = = T> фб. 


z 
其 中 选择 XxX。 -x$ q, = oS. 
7. SE 7; iE PS SE 


我 们 仍 不 准备 研究 本 征 元 的 收敛 性 。 这 将 推迟 到 第 5 X. 
4.7 MCT) PRZ, СТ, -2z)x = 了 的 解 z ,到 CT —z)x= f 
的 解 x 的 收敛 人 性， 由 引 理 3.16 知 道 这 收 敏 性 等 价 于 对 p T) 中 
#902, T, —z—T —z. 

在 本 节 中 我 们 假定 工 在 复 Banach Z хн. 然后 
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TEXT X, 的 适当 假设 下 , 我 们 将 看 见 对 于 第 6 їй Н Br E ЈЕ 


近 方 法 或 者 1T，- Т1 0, Ad T, T.G R(z): = (Т) 
BR, (2Z):=(T, -zz)-1， 我 们 知道 
Gi) Т, - Т1 0 218, (2) –- R(z)||— 0, рТ) 中 


Е 2, 

Gi) т. тА, (0) 802), IPT PEEM z. 
习题 | 

4.86 3j na> 1H R,(2)>R(2), WEBER, (2) x ,-R(G)D. 
7.1 当 季 ,人 1 时 ， 投 影 方法 的 收效 性 

M z, 一 工时 ， 由 于 了 的 紧 性 ， 方 法 的 收敛 性 容易 得 到. 

定理 4.5 若 在 X 中 T 是 紧 的 且 r, 人 1, WITI-TI-o H 


тт. ЖЖ, ЖХ", л 1 тт 0 
证 明 TI— T =(1-x,)T., НЕЯ 3.253 Е. 


现在 证 明 Tx, 一 工 ， 我 们 利用 命题 3 .4 以 了 。: = TRU: = x,. 
注意 到 
ЇТ«»—Т{=[Т‹(х„—1)[|[=[(лт*—-1)Т*{ 

ЕНД G HE. Li 

8 л, 1 mt 1 的 投影 z, 序列 的 明显 例子 Æ Hil- 
bert 25 [š] 中 逐 点 收敛 的 正 交 投 影 序列 。Hilbert 空间 中 fi x, 
及 mW 1 的 非 正 交 投影 在 实际 中 是 备 见 的 . 这 种 例子 将 
在 关于 有 限 元 法 的 内 容 中 给 出 (第 9 节 B 部 分 ) 。 这 将 是 与 非 
Hermite 强制 连续 半 双 线性 形式 相应 的 投影 序列 ， 

对 于 p(T) 中 的 任何 z 及 对 于 和 中 的 任何 了 o fS. x+, K 
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х» W ВЕ, AED БТ e EW S ЕЛНЫ, FATE 
面 的 误差 界 成 立 。 c 是 普通 常数 。 
命题 4.6 若 工 是 紧 的 且 л, 1, W 
caja- anx |<|х—х©<с„,|(1—х„)х], 
ix—xiil<clh(1_-2,)Txil, 
їх-—х}||<с|Т(ї—хл„)х]|, 
证 明 展示 (л,Т- 2) (х- х8) ， 我 们 得 到 


z(] —m,)x =< (Z — x, T ) (x — xS) É x — xS 


= ZzRV(Zz)X(m, — x, 
其 它 两 个 不 等 式 分 别 应 用 恒等式 
Xx-xa=(R(z)— R,(z))f= R,(2)(T, — T)R(z)f 
= RQGOCCGT, ~ T)x 
于 算 子 Ts 及 T* 而 推 得 . Г 


Galerkin Jg x. X. 达到 最 优 的 阶 6,(z)， 并 且 这 个 
阶 不 能 改进 .因为 
ITA- mals TA- x,) NC- x,)x|, 
HITA- a.) 0, ИЕТ - л) [ly 0 ,xs 改善 了 xs 
(参阅 第 6 章 及 第 7 章 ) . 另 一 方面 ，Tx 常 常 比 x 更 光 请 , 因 
而 x* Rf EA PEE XS. 


习题 
4.57 ， 设 ,在 Hilbert 空 间 中 是 正 交 的 。 证 明定 理 4.6 中 的 
常数 c1,，c; 可 以 这 样 地 选择 使 得 c= 1K c, <1+e,, HPS 
п -> оо е, > 0, 
4.38 Ў л,:12 (0,6) > P ,, ,是 习题 4.4 定 义 的 投影 .证 明 
3ih0, Wl -z,2Tl;2 0, HxrECla, b), x x, EU 
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x C CP(a,b), р2ғ +1, |x —x$|],=O(h'*!), 

4.39 X-L^"(a,b), THEMXBDC(a,d) 中 的 紧 算 子 . 工 ， 
是 习题 4.6 定 义 的 投影 。 证 明 若 jp 一 0， 则 1 一 工 ,)71| -一 0， 并 
H (L,T-2) !fEL^(a,b) 中 对 于 p(T) 中 的 z 一 致 有 界 。 推 
导 当 xEC(a,b) Bj, x$—x, 以 及 当 x € CP(a,b), p>r+1 时 ， 
lx -x£].— O(h'*1), 

4.40 对 于 习题 4.39 定 义 的 投影 方法 ,证 明 在 C(a,p) 中 ， 
TL,—T HxŠƏx, 

4.41 Sx, 2120 F k KE f EB (T - z)x = f ORE 
CP(x,b) 内 的 充分 条 件 。 
7.2 Petrov iè #936 + 

我 们 考虑 由 复 Banach 3 ja] X HFS X, RY. 所 定义 的 
Petrovik. л, GRo,) 是 到 Y。( 或 X,) 上 的 投影 . 

引 理 4.7 ”我 们 假设 T 是 紧 的 ， 在 X 中 ,>1，f。 是 一 
致 有 界 的 且 满 足 (4.8) 。 则 Petrov 法 是 收敛 的 并 且 收 敛 速率 


lx —x,] < cl -wo,)xl<cdist(x, X,) 


证 明 zf: = ліл, EEX LABRE. TE 
Hal(T — 22x, —f]5 0, x, EX,, 
等 价 于 用 x 人 所 定义 的 Galerkin 方 法 ， 
| zi[CT-2)2,—-f]92 0, x, €X, 
剩 下 只 要 证 明 x;-> 1 。 对 XX 中 的 任何 x ， 恒 等 式 
1—х{=(1- xita, ) O -7.) 
证 明了 101 - л) <с\(1- ao)xl。 由 定理 4.6 得 出 结果 。 口 
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当 在 Hilbert 空间 五 中 由 子 空间 上 ,及 F, 所 定义 的 上 -Pe- 
trov 法 的 情形 ， 条 件 (4.8) 等 价 于 条 件 
SUp@(E,,F,)<1 (4.26) 


(参阅 习题 4.12〉. li MNF 1 Galerkin Ge WE, = 
F, AOE, Fa) = 0, Ж (4.26) 显然 满足 . 


引 理 4.7 以 某 个 到 X, E 的 投影 ,的 收敛 性 @ ,一 1 KH 
jk Petrov 法 的 收敛 性 。 但 是 对 于 Y, 上 的 投影 x, 的 性 质 比 


o, 的 性 质 掌握 得 更 多 。 于 是 借助 于 r,~ 工 的 收敛 性 , 对 于 研 
Ж, Petrov 法 的 收敛 性 是 有 用 的 .现在 我 们 证 明 对 于 某 个 已 知 紧 
算 子 KK 及 Q Ep(K) 关系 

X,= (K—a)Y,. 
成 立 就 属于 上 述 情形 。 


命题 4.8” 若 T 及 K 是 紧 的 且 m, 1, WEF CT -z)x= f 
zEp(T) 的 由 子 空间 X,，Y, 定 义 的 Petrov 法 是 收敛 的 ， 其 中 
X,-(K-3)0Y,, aCp(K), Н. 

lx- xr SCO- ж, (K-a) 1xz|<C distCy, Y.) 
其 中 X= (K —a)y. 
证 明 为 证 明 ri1, 我 们 应 用 由 Y ,定义 的 Galerkin 法 
FRR (К -a)uw= 9， 对 于 X 内 的 任意 8 。 它 引出 方程 
Tn(K—au, = л.д, u, CY, (4.27) 
因为 是 紧 的 并 且 m. 1， 对 于 足够 大 的 n， 这 个 方程 有 唯 
— fun Щп->со Три = (К-а) 710, + 
Us»: = (K—0)u, 
方程 (4.27) 可 以 改写 为 
N nUn = Rae, 


对 于 X 中 的 任何 g， 方 程 有 唯一 解 u, СХ, ШЕТ, ел, rn 
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# X, E EAR: Un= 3, A, B= mig. 
ЯЕ ТХ НЕЕ О, о, g 可 以 改写 为 
nig- X, x,g9. 
н Banach—Steinhaus 38, |x, л„|<с. EE WF p, C 
Y. ‘ 
Fx. gll. sg. со, l. 
BE BL ist |< С.Реггоу tig We Ok EE HH 3 884. ТД ЕН. P |x — x, | 
<c- 24)x|<cdist(x,X,) 是 显然 的 。 由 恒等式 
^ (1- widg=(K-2)(u-u,) -a(K-a)(x,K—a) !(z,—1) 
(K -ay tg | 
得 出 所 求 的 界 . 
于 是 | 
|(1—-лх,„)(К-а@) !xlxc dist((K—a) !x, (K -a)"1X,)< 
cdist(y, Y ,) .(] 

命题 4.8 的 一 个 重要 应 用 是 关于 方程 

(T -2)х= }, 26р(Т), TE 
EE, CHERAN EE ES KAMER. 它 等 价 于 由 子 空间 E，， 
F, 所 定义 的 上 一 Petrovy 法 ， 其 中 使 F。= (T -z)E,。 于 是 车 定 
X S:-(/z2)T(T-2) !, WS BRA S —1/z25(T—2)! 
是 可 道 的 。 所 以 (S -1/z)F,=E,, H4 x,— 1 时 Petrov 法 
是 收敛 的 . 

注 记 ”我 们 刚才 已 证 明 x.>1 RT RAM sup, OT- 
zZ)E, E.)« 15 T-z 因 而 是 正则 的 〈 参 阅 第 三 章 例 3.11). 
2) & | 

4.42 ”如何 减弱 命题 4.8 中 天 是 紧 的 条 件 ? 
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命题 4.8 (353 Pe A ES 9 节 给 出 . 
7.3 x. 工 的 例子 

在 C(a,b) +, ЕНШ, ВНЕ А W 
敛 的 ， 但 对 于 在 全 区 间 [a,b] 上 多 项 式 播 值 投影 的 情形 就 不 是 
这 样 了 。 所 以 配置 点 的 选择 对 于 证 明 这 种 配置 法 的 收敛 性 将 是 
重要 的 . 

这 里 指定 {ti}1 是 Chebyshey 点 。 当 a =-1, b= 1 时 ， 
Chebyshev 点 为 

т; =COsS[(2i—1)/2njx, 1=1,,п, 

并 县 用 工 。 表 示 投 影 ， 工 ,映射 [-1， 工 ] 上 的 每 一 个 连续 如 数 到 
它 在 Chebyshev j& (z) tin -1 次 播 值 多 项 式 。Banach 空间 X 


可 以 按 各 种 方法 选择 。 下 面 的 结果 属于 空间 Lp(-1, D, H 


有 权 函 数 p(t)=1/vV 1 -t?, t€[-1, 1]. | 
命题 4.9 (Vainikko) @THMLjJ(-1, D 到 C(- 1,1) 
中 的 紧 算 子 ， 则 4,T - T|, 0. 误差 公式 是 
lix—Xalla,p<c dist,(x,D n-1) 对 于 XE C(-1,1). 
证 明 BRC(-1, DCL;Cl, D, 3EBXFTxCC(-1, D, 
lxla,psclxl.. Wk i RT ACCƏO- 1, D ALC, 1) 中 的 算 
子 ， 由 Erd6s-Turan 定理 《〈 见 Cheney，1966，P137)， 对 每 个 
xEC(-1, 1), Lax 按 加 权 oC — OF XIMSCE х, Вр 


|. \((L,x—-x)(t)| 20(t)dt— 0, 
-1 


HaZZ, ELGI, DPL, >i. 现在 TT 是 映射 Lp( 一 1，1) 
到 C(-1，1) 中 的 紧 算 子 ， 且 |(L - ioTl; o0. 
Wz.cP.,Hxcct-1, D. TX 
Ix-L,xll2,p = 102-2.) -—L,(x-Z,) (2,0 


<|lx—-zalle,pt+ [1„(х—2,„)]|›,р 


<([| оса + hoho) -zl.. 


ILa leor JE RAH. Az, 在 中 ,- 1 中 是 任意 的 ,由 命题 
44.6 我 们 得 到 所 要 求 的 界 。 L 

上 述 结 果 仅 是 建立 基于 Chebyshev 点 的 配置 法 的 解 x。 关 
FReCt ) 的 均 方 收敛 性 . 现在 我 们 能 够 证 明 补 充 结果 ， 即 达 
代 配 置 法 的 解 x。 在 工 (-1，1) 中 收敛 。 

命题 4.10 CSloan#flBurn) 设 核 K WEZ, HÆ p> 


(i) sup  lk,l,»«- co (4.28) 
tej-i ,11 - 

(ii) lim Iker —Ky lip = 0 -1<t,t’<1, (4.29) 
t 2T 


那么 积分 算 子 T 了 在 C(-1，1) 上 是 紧 的 并 且 在 C(C-1，1) 中 


TL, ST. BEARBHEX E CC(-11D)， [х-х„|<с- 
dist.(x, @„-,). 

证 明 它 是 根据 下 面 的 结果 (Erd5s 和 Feldheim, 1936): 
对 于 X=C(-1，1) 中 的 每 个 x 及 每 个 实数 4 ，0 <9 <оо, 


F. I(L.x -x)00 |*oCDdt-0, noo, 


AUT p RED 1+qdg-1= 1 ,对 于 p>1，qg<co。 我 们 首先 
证 明 对 于 x € X, TL,x—Tx, 


JTL.x(s)-Tx(s)] = I. k(s, t)(L,x(t) - 00044] 


<f |е, 1) 


35. I(L,x -30 CO] p(t)dt 


I 1 IP 1 /Р 
x UMLODET oC dt] 
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一 


x [| r-o оса |" 
其 中 用 带 权 项 数 P (+ ) 的 H6lder 不 等 式 . xL T p> 1 


max  p(t)!?- 1, 
'€[71,1] 


H (4.28) Ж Erdos—Feldheim 定理 ， 我们 断定 在 基 中 TL,-~> 
T 。 由 定理 4.1，T 在 X 中 是 紧 的 。 为 了 得 到 TL, 一 了 ,我 d 
{ХЕНК = U5-1:TL,B 是 相对 紧 的 ， 这 里 B 是 XX 中 的 单位 
Ek. AAMAS USHA $3 H sup, TL, <o, КЖ ЕҢ 
界 ， 为 证 明天 的 等 度 连续 性 ， 令 ó> 0 是 给 定 的 ， 且 设 s,s E 
C-i, 1], W E |s/-s| < ó. Wx 6 B. FE 
ITL,x(s)—TL,x(s”)| 
= i [k(s, t) - КО”, t)])(L,x)(t)dt] 


1 1/? 
< [| Ik(s, t) —k(s’, t) [pce 17*at] [L.xllesp 


1 1 / P 
<sup | (о, t) - Go" , t) | dt | ; с,0'Є[-1, 1], 
А 71 


la -a'| < o }xsup{]L axles os п>], x€ В}, (4.30) 


XE la, ox о BJ JH L 范 数 。 由 (4.29) sek, Æ 
从 [一 1，11 到 L?[ ~ 1，1] 内 的 连续 函数 。 因而 它 是 一 致 连续 
lim sup |k,-k,/||,=0. 

O010-0/1<6 | 

这 表明 (4.300 的 右边 第 一 个 因子 趋 于 零 。 为 证 明 第 二 个 因子 
是 有 限 的 ， 我 们 写 lim., iL,- xla = 0 ,由 一 致 有 界 原理 从 
而 得 出 sup, (lL,xjleo,p,， LE B)«oco. HiAscoli—Arzela д 38 
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WUKEX PREM. Hz. EP... 中 的 任何 多 项 式 ， 则 
IT(L,-l)xfo= ] T (L, —1)(x— 2) lox CTL, 1. + IT ie) x 
-zc<。 因 为 z, 在 下 。-: 中 是 任意 的 ， 由 命题 4.6 得 出 所 要 求 的 
界 。 O 

什么 时 候 满 足 条 件 (4.280 K (4.200 ? 首先 容易 证 明 对 
于 每 个 连续 核 ， 对 任何 Pp > 1 ， 都 满足 它们 。 实际 中 出 现 的 许 
多 弦 的 奇异 核对 一 些 p > 1 也 满足 (4.28) 及 (4.29)( 见 Graham 
Sloan, 1979). 
习题 

4.45 在 Chebyshev 点 上 的 配置 解 的 性 态 是 什么 ? 能 否 从 
命题 4.9 推导 出 它 ? 
7.4 近似 求 积 万 法 的 收 伊 性 

定理 4.11 (Anselone) 车工 是 积分 算 子 具有 在 La, b] x 
fa，b] 上 的 连续 核 ， 则 在 X = c (a, Ъ)ф TY T, 

证 明 对 于 [a,， bj 内 的 s， 由 于 数值 积分 方法 的 假设 ， 当 
n —col TIx(s) 一 Tx(s)。 Н. 


ITO] < wil kis, tD x(t} 


< max dkG,Dl 9 lw,l lxi. 
| ans tab 1=1 
于 是 ,对 于 x 上 日， 日 是 C(o，b) 中 的 单位 球 ， 序 列 { 工 好]} 是 
_ 致 有 界 的 。 它 是 等 度 连续 的 ， 这 是 因为 对 于 a s sb. 


|Tax(s)— Tax (s’)| «cli x |, max |k(s, t) -k(s',1)] , 


当 |s -s ->0 时 ， 它 与 ?无 关 地 趋 于 零 。 因 而 {T*x} 是 一 至 
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有 界 等 度 连 续 的 函数 序列 ， 对 于 [a，b] 中 的 每 一 个 ， 这 序列 收 
AFT Ela, bl EMM, NOT. HFT 紧 


的 ， 这 也 就 证 明了 U?.，T*B 是 相对 紧 并 且 T*~>T。 D 
推论 4.12 #r,>1, ТЕТ, 


证 明 JA TI=xz,TIBDV,: = T(K U,: = m, 应 用 命题 
3.4 得 出 。 Cl 
习题 

4.44 证 明 若 核 k 是 连续 的 ， 则 [TY — TI. T ile 
(Anselone), 

(TY 一 了 | 一般 不 趋 于 零 。 然 而 如 果 核 是 足够 光滑 的 ， 在 
适当 的 Banach 空间 中 ， 当 利用 近似 求 积 的 复合 公式 时 可 坟 证 
明 一 致 收敛 性 。 

定义 ”在 [0，1] 上 的 复合 求 积 公式 是 绥 性 泛 函 


п P - 
1nLossSi[Ex4ArqQMEEB)| ято, а, 
j = 1 i=1 


这 里 整数 了 及 复数 14 ;六 是 给 定 的 。 

矩形 公式 ， 梯 形 公 式 ，Simposon 公 式 及 Gauss 公式 都 是 
BEAK. 

对 于 已 给 整数 m 宇 1 ,我 们 考虑 定义 在 [0,1] 上 ， 具 有 直至 
mt 阶 连续 导数 的 沿 数 x 的 集合 ,赋予 范 数目 x := maX nos.. т 
sup, rcr lx(i)(t)| ， 这 个 集合 是 Banach 25 8], WAC. 

命题 4.15 (Baker) 设 积 分 算 子 T 有 核 K ,使 得 偏 导数 
Əitik(s,t)/osioti, 0 <i, j<m, Е [0,1]x [0,1] 上 是 连 
续 的 ， 则 工 是 从 C ?到 Cx 中 的 紧 算 子 。 若 对 满足 互 4-14; = 1 
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的 复合 求 积 公式 来 应 用 Nystem ik, WI TI-T Wo. 
ПЕНЯ М, Baker (1971) ，Baker 和 Hodgson (1971). 
关于 在 C3 中 Ts 是 TIT 的 一 臻 下 近 ， 只 须 BQ ЖК, ok/os, 

Ok/0t， 及 ðk/ðsðt 在 [0,11] x [0,13 上 连续 。 车 核 是 二 阶 微分 

方程 的 Green 函数 就 不 是 这 情形 。 

当 了 1, 是 插值 求 积 公式 ， 我 们 研究 近似 求 积 方法 Ts，T* 及 


相应 的 投影 方法 T5，T3 之 间 的 关系 ， 
定理 4.14 жые; ИЖ ЕЖЕ 


(1) max sup (t t:i]; ei C(t)360) 90, mo, 


1dxi«&h axis 


(4.31) 


n b 
GD sup | le,colar (4.32) 
" і= 1 a 


昌 若 核 是 连续 的 ， 则 HT5- тА 0. ЖЖ, X x. 108 
ITE- Til.—>0. 
it Hj 


h 


b 
(TN- Tx > [viket 一 | kc ne area. 
i= ° 
4D,={t С[а, b]; e;(t)= 0}. MJ 
IT- TÌ < < sup max sup [kCs, t;)-k(s, t)| 


x«3«b 1«j«n^ fep 


> , le;(t)| dt. 


¡”i 
H (4.31) K (4.32) 得 出 结果 。 现 在 
TE— TH= Tix, -Th=x,(1i-T*) 及 1r <м 


HA r>. D 
大 多 数 求 积 公式 满足 (4.31) 及 (4.32) . же, BIE 
B, W (4.32) RE: 


b п 
0); -| ei(t)dt H. ѕир У w;<> ( 引 理 4.2) 
a " isi 


2] B 
4.45 在 定理 4.14 的 假设 下 , Н n, 1, ERT = 


2 Fn 满足 第 三 章 习 题 3.1 给 出 的 两 个 天 antorovitch 条 件 . 
4.46 用 于 k(s,t) =r(s,t)ol(s,t) 的 乘积 积分 定义 算 子 


(T,x)(s) = > r(s,t;)x(t;)w;(s) 


i71 


i 


一 S rs, t;)x(t; f e;(t)o(s,t)dt. 


i=1 


在 哪些 条 件 F T. T 成立? 

4.47 XE Banach 25, B HAMEETE. 
AT", Ta, ThE LOX). ЕК: = U;  /T,BK K": = U;-1 
Т.В, MCN, MEAN RJ 3FE 3 m-— coli, |T -T.i 一 
0 关于 站 一 致 成 立 。 WAU ..,T7B 是 相对 紧 的 . 

如 我 们 在 第 3 节 所 见 ， 投 影 方法 时 常 产生 一 个 逼近 T”, 
它 包 含 不 能 在 封闭 形式 内 计算 的 积分 。 我 们 设 17" -TI 一 0， 
mi 一 co 。 现 在 设 7n 记 TT 及 T" 的 数值 积分 指数 ， 这 定义 了 算 子 
TRT MRRP EKAR T, >T RM 1 т, TIT”. 
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它 导 臻 禹 近 方 式 的 基本 变化 ，T"->T(Anselone 和 Lee 1976.) 

投影 法 的 收敛 性 已 被 广泛 地 研究 (Kantorovitch 和 
Akilov, 1964; Krasnoselskii 4&, 1972) . 命题 4.9 应 归于 
Vainikko (1965) ， 命 题 4.10 应 归于 Sloan 和 Burna (1979) , 
Nystr6m 法 的 收敛 性 已 在 Anselone (1971) 中 做 了 确定 性 的 讨 
论 ， 由 于 引入 集体 紧 收 全 概念。Vainikko (1969b) 首先 直接 
证 明 Fredholm 法 的 收敛 性 ， 作 为 Galerkin 法 的 摄 动 。 乘 积 积 
分 方法 的 收敛 性 在 Atkinson (1976а) 中 研究 。 关 于 积分 方程 
方法 在 Baker (1977) 中 给 出 很 广泛 讨论 。 近 似 求 积 在 投影 方 
EAM HM], Pil wl fEAnselone#jLee(1976) , Prenier(1975), 
和 Chandler (1979) 中 得 到 研究 ， 


B 微分 方程 边 值 问题 
З ”微分 方程 的 边 值 问 题 


我 们 将 考虑 常 微分 方程 ， 椭 圆 型 偏 微分 方程 或 可 能 是 方程 
组 边 值 问题 。 
8.1 常 微 分 方程 

考虑 р 阶 微分 方程 Cp > 2) 


Cu: =u P) — D aitu? =f(t), a<t<b, (4.33) 
i=0 


具有 章 次 边界 条 件 
p-1 
' (u): = > [ai ,ulil(a) Bi.uC? (6) ] = 0, 
i= 0 
k= 1, *, р. | (4.34) 
系数 {ai1}5- AbxESESE ERA PQ. MRK a, Bi 是 实 的 或 复 
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RE ina ERE BAER —- Tisi: э Meere napua ee CE EAs ee ec а Re s 


їй. К n] RB 

(Р) = [Фи = ў, I*(u)=0, k=1,-", p], 
与 如 下 确定 的 微分 算 子 T 相关 连 . ÚW X =L (a,b). 5р: = 
{ис C*^1!(a,b), uC L"(a,b) H. t4(4) -0,X] k=1,--, p) 
于 是 对 于 和 ED Tu =u, TAE ИУ DEHAT. 

问题 (P ) 的 积分 公式 表述 按 下 面 方法 可 以 得 到 。 我们 假设 

问题 

(О) =[u( P) = 0,' ,(üu)=0, k = 1, 6, p), 
Llu = 0 作为 唯一 解 。 于 是 由 定理 2.17 存在 唯一 Green 函数 
gt, so 


(Qo-[u?^- x, w= G], 
的 解 u H 
b 
u(t) = | g(t,s) x (s)dS, 


给 出 . FEH x > u = GX 定义 了 积分 算 子 G 
命题 4.15 车 在 边界 条 件 (4.30 下 方程 4‘?) = 0g nE— 
#и= 0， 则 方程 Tw= fst fx =Kx+ f, Hult) = 


Faa, x coas, KH g(t, s) 是 附加 条 件 (4.34). 的 方程 
u P = x 的 Green 函数 ， 及 有 是 积分 算 子 ， 核 为 
k(t,s) = De (12 80, 1S) 
证 明 
ux Ы цб) [9-9 5:9 cas, 


W x ЖЖЖ Fredholm 方程 
x = Kx + f 


b 
Kx= | k(+,s)x(s)ds 


O'o(t,s) 
k(t, d= Ха, соз. 
ОКЕ s = 1 有 第 一 类 间断 。 由 定理 4.1， 关 作为 从 工 (a， 
和 实际 上 


(Ci) ѕир, |К, |. «co 
(li) К i, — kil > 0 A f'-» і. [| 


eT BGR ТСХ), B A-K 1 CS (X), 
14.15 ABRO сост), ЖЕНЯ Ту = Ар 同样 地 每 


价 于 广义 本 人 征 值 问题 一 Gp 及 (1 一 K)9g = Аф. $ 
P = iz] (T —z) dz 
д ` 


dt Ep KABV J T ИНЕ Ж. 
_ -~i -1 
Q 一 ss) О —K-zG) !Gdz 
是 广义 本 征 值 问题 的 谱 投 影 CRAS BB 2.28), (T—-2)'! 
=G(1-K-zG) 1 及 P=GQG 1, О 也 是 标准 本 征 值 问题 
9 -A(1-K)^!Gg 
相应 于 本 征 值 1/X 的 谱 投 影 。 实 际 上 ， 如 果 我 们 置 
U:-(1-K)^!G, = 


| (1-K-—2G) !Gdz = j (1-zU) !Udz 


J pg (ooy s] 


(U - t) 1dt, 
raza) | 
PP roo 不 包围 0 ， 其 中 用 变量 代 换 ! =1/z。 注 意 GUG-! 


|) 
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eee ee re p— PH eR 让 -dh 


vui ar. ARI Аран. T oc) ль PA 


= Jl, 

Dj4.17 REPT) Paw - 2+ 0, WHTu= 了 可 以 写 为 
(T+z)u-—zu= f, XH T cz HH. ЖЯ. Rha, s) 是 
(T+z)u= f BJ Green ЩЖ, hA E P -2 pies. dmn 
果 A, 是 具有 核 h(t,s) 的 积分 算 子 ， 方 程 TU= 了 等 价 于 Fred- 
holm 方程 》 =zA,yt+ fu =A. 
习题 | 

4.48 MBO Ср(Т)Ә 5 A= T "1, Ty- Ay SEH O = ХАО 
Bob = АВ, 与 入 及 1/ 和 相应 的 T 及 A 的 谱 投 影 是 但 等 的 . 

4.49 给 出 问题 (P) 

uu = f, u(0) -—-u'!(0)= 0, u(1) +и' (1) = 0 

ty) Lap ДУ А ЕМ. 

4.50 考虑 由 

£g = AMY 与 (4.34) 

py iB Bra] BE Sx E L 由 (4.33) 确 定 并 生 Tus = F Q b (tui), 
假设 6 Epo(CT)， 给 出 问题 的 积分 公式 表述 。 如 果 函 数 bi 是 连 
续 的 ， 所 得 到 的 核 光滑 程度 如 何 ? 
8.2 禧 圆 型 偏 微 分 万 程 

设 Q 是 及 ”中 的 有 界 区 域 ， 有 边界 908， 并 假定 它 属 于 类 
C . H'(Q) ZE Sobolev ж 8 W1,2(Q ) RUE illi, 
Hi 2 ) 是 Hi(Q ) 的 子 空间 由 那些 “在 边界 0Q8 上 等 于 零 ” 的 


函数 组 成 。H!i(Q)》 是 多 (8) EH o HAA, iiia» 
是 无 限 次 可 微 在 2 内 具有 紧 支 集 的 函数 集合 。 
我 们 首先 考察 下 面 Neumann 问题 
例 4.18 齐 次 Neumann 问 题 的 经 典 表 述 如 下 。 对 于 
L'CQ) PREK f, dEH!'COD PRH u 使 得 
— Atu+zu= f 在 Q 内 ，zEC， (4.35) 
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bi 
ПЕ 


у = (vi) EA FO о 的 单位 外 法 向 ， 


假设 (4.35) 满足 H Bu CH1(Q), Ж Dl u 3E#E Q E 
积分 ， 由 分 部 积分 得 


ачта X òu ov а) -0u ay, 


- Oot, Ot: on Ov 
ix Hdt-dt,-e- dtv, dy 是 0OQ 上 的 面积 元 素 。 由 边界 条 件 ， 
我 们 得 到 方程 
ди — AL 一 
j, > QU aie z[ woar=f svat 
对 所 有 v EHA), (4.36) 


N 
a(u,u): -| (5, 9:00:0+ zuv ) dt, 
i1 


ix H0u/ot; 38 5 Jo u, (4.36) 可 以 写成 
a(u,0) (f, 对 于 所 有 vv C€ Hi(Q). ` (4.37) 
这 是 (4.35) ARR 5X. RZ, ж (4.37) mer, Du 


(4.35) 亦 成 立 ， 这 是 由 于 对 所 有 wv EHA) 有 | (on/ov) 
en 


vdy- 0 蕴涵 在 9Q8 上 有 0u/9v= 0 В Neumann 问题 的 经 
Ji JE 5X; 5 88 JE ESE OS 
FETT BLE лї VL 29 dla pet] EPIS] TE X. НЧ 1Ш @ fE 
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"E ea A Wa тре PDE n n NEED RE ee ee dina А iia maniem: 


AB. EVR Hy: W A Hilbert Sh, OF) BRA A Bid A> 
(Dr 及 Ce, н. ЛНУ BCE lull, = DO, Wy]! ? [иа = 
[(,12)4]! 2. RNR Fu CVA lula<ciuly, Bii vcH 
НУ AAW АЈ, FARKRVEHAMS. 

4 (u,v) іэаб(и, 0) 是 定义 在 Vx Y 上 的 半 双 线性 形式 ; 
假设 a(d,u) 是 连续 的 ， 

la@u,v)|<Aiulylviy Wre,vev, (4.38) 

FF HEH, Xp a> 0, 


Re a(u,u)z=a|u|; RWrwcv. (4.39) 
з= a(u, UvU) 及 EH， 我 们 考虑 问题 : 
Xu EY， 使 得 
a(u,u)= (ј,0)н, 对 于 所 有 VE V, (4.40) 
XX ACC, OF PEC VBE 
a(j,U) = Ag, VE 对 于 所 有 wv € V (4.41) 


ery, HH 和 a(W,v) 可 以 在 五 中 定义 无 界 算 子 了 。 我 们 确定 
作为 V 内 4 的 集合 ， 使 得 反 线性 有 形式 Uv i->a(w,v) EVER 
FH (ESE. EET Eu C D i> Tu 定义 的 算 子 ， 使 得 
a(u,v) = (Tu,u)n 对 于 所 有 u C V . 
мау La, TRKE D + Hine. 
”命题 4.16 T 是 从 五 到 互 内 定义 域 为 了 的 线性 算 子 . 
iB] diu CD. AAVERE, ARR REER 
u1—a(u,u) 可 延 拓 为 H 上 有 界 形式 .。H 是 Hilbert 25 јај, MA 
由 于 Riesz 定理 存在 唯一 的 Tu C H 使 得 | 
a(u,u) = (Tu, 2) ы. 
易 见 映射 是 线性 的 。 O 
例 4.19 H=L2(Q), У= НСО), H 


a (uv) 3l ( Xov cuv yt, 
Q. т, 


via(u,v) #EH (Q) LKXFL?7(Q) 的 范 数 连 续 。 所 以 
D - HiCQ) 
HAT T Hi 
uC H1I(Q)i>Tu= — Au+uC L2(Q) 
定义 .这 是 与 齐 次 Dirichlet 问题 
— Au+u= f Жо, f CL?(Q), 
u = 0 ждо 上 
相应 的 微分 算 子 ， 
借助 于 无 界 算 子 T， 方程 (4.40) 和 (4.41) [ШЖ Н: 
分 别 写 为 
Tu= f, Tú = AY. 
在 V 中 这 些 问题 的 另 一 公式 表述 由 Lax- Milgram 定 理 给 出 存 
在 同 构 S c Z (v) B 
a(SU,v)= (WU,v)V 对 于 ww,v EV， 
形式 v 1 一 (f,v)a 是 在 H 上 连续 的 ， 因 而 在 V 上 连续 ， 所 以 
Cf,wu= (1],®)у, 
xcd NET IEC LCH,V). 
因此 (4.40 Ж (4.41) 等 价 于 V 中 方程 
S^1!u-«Jf, S^!y- АД, 
RIS A:=SI, ACZ(H,V), 及 w - Af 是 (4.40 的 解 . 
H (4.41) 确定 的 本 征 向 量 尹 是 与 本 征 值 1/X 相应 的 4 的 本 征 
向 量 ， 
习题 
4.51 ERR DEH PRS. FEER T ЕРИН]. 
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Таана ET NTO а ERICA. ene ecl eria аьан 


4.52 AED EB Ж: 14: = (uli 170182172, и 


€ D, iEBH D RK PIX Ph RW a 是 Hilbert zx ji] D, ETE 


LDH). 
4.53 idt T! EH 
a*(u,v): -a(v, uU) = (f, 0) <=>а(о, и) 
-(vfue»T'u-1[, 


定义 的 算 子 。 证明 T'JE Hop T BJ EBE RT. 
4.54 WiEBIT !-AC ZCH) {арс V. 
4.55 Ша, b EBEE Ух V 上 连续 的 半 双 线性 E 式 ， 
这 里 假设 a 在 V 上 是 强 制 的 。 用 Lax-Milgram 定理 分 析 本 征 值 
问题 
RAEC, 9 € V, ф + 0 18 aQ,v = Mb (0, 0), ЖРТ 
有 vvEV。 
4.56 设 A=T- 1，ImACV。 对 于 uw EV 由 BU= Aug X 
ВС(У), ШН CA). = Bx, 其 中 B* 是 8 在 V 中 的 a 一 
伴随 (参阅 第 二 章 例 2.14). 
4.57 如果 a 是 Hermite 的 ， ЕЕН ФА = 4 “及 在 了 中 
。 此外， 如 果 a 是 强制 的 证 明 A 在 互 中 是 正定 的 。 
4.58 设 Q 是 正方 形 (0,1) х (0,1) 。 考 虑 微分 方程 
әхи: = У) (-1)!“![D° P.(t)D°u), 


а}! <р 


Nu: = У) (-D!''DD'aq,COD"?u], 


1а1<9 


х8 0 <q <р, Pas qa 是 CI ! (Q) 中 的 实 值 函数 ， ё = 
(a,,0,)EN?, |01 =, +а,. DRE D A GOL H RA 
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t;00:- >  b,,D'x- 0 
[2 |<2p-1 

对 于 tf COQ, b. C Ç, 1і= 1,6, р. 
RZEC) 中 满足 边界 条 件 的 函数 空间 。 如 果 С, +). ZE 
L'(Q) 的 内 积 ， 我 们 假设 Слх,у), Ж NERF, Y 
€ OH Hermite 正定 的 半 双 线性 形式 ,证明 对 于 x，?7 € 2, 
(х,у)н = (х,у), K. (х, У)у = ( х, y), 定义 了 多 中 两 个 内 
积 。 如 果 H 及 V 是 多 的 关于 上 上 yg 及 | 上 "jr 的 完备 的 Hilbert 空间 ， 


UERS V Æ H pI Н AEE 19] 
Mu = Xu # Q 中 ， 
li(W = 0 #oQ Е, i= 1, р, 


对 于 所 有 zu EV 可 以 写 为 CGi,u)a= Аи, vry. 
£84.20 MATER 


N 
Cu: = — -2 [a;; | 
“u: 2 "T aii (Dar +a (t)u, 


其 中 aii，ae 是 C (0) 中 的 函数 ， 相 应 于 半 双 线性 形式 
N 


a(u,u): = INI > ai 19:49; 0 +aeuv | dt. 


1,171 


MEA a > 0a 0 使 得 


N N 
Re > a;, (DE ё ‚>а > |£ 17, | 
ij = i=l 
EECLC， 儿 乎 处 处 在 Q r, 
Re ag (t) 2а, 几乎 处 处 在 Q F, 
那么 由 Girding 不 等 式 (Yosida, 1965, P 175), 
Ke a (u,w) z min(ag,ao)llu||2 对 于 uw €H'(Q), 
在 这 些 假 设 下 ，a(u, v) 在 H1(Q) 中 是 强制 的 。 系 数 在 Q 中 
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ri 


AY ARE ha(u,v) #EH1(Q)>x H1(0) 上 是 连续 的 . 

命题 4.17 MRRAI: V 一 fH 是 紧 的 ， 并 有 旦 对 于 某 个 z。 
C q k a> 0, 

е (a (u,u) — Zq|\ul]2) >a llu |z 对 于 ww су, 
(4.42) 
那么 算 子 了 在 互 中 有 紧 的 预 解 式 。 

证 明 T (D> HEA Fau, v) 的 算 子 ， 那 么 工 - Zo: 
D> HAN Ta(u,0 一 Zo (UV)n。 于 是 由 Lax-Milgram 和 定理 方 
fe (T-2,)u-7 f AME — и = (T —z a) ! f 2 R(z )f, HP 
R(2) EL(H, V). Br, К(20) -ieR( ÆH PERE K 
R(zo)1v = R(zo)oi 在 V 中 是 紧 的 。 L 

例 4.2] HRA H (Q)— L2(Q) KH! (Q)—L2(Q) 都 
是 紧 的 。 于 是 与 齐 次 的 Dirichlet 问题 及 Neumann 问题 相应 的 
微分 算 子 有 紧 的 预 解 式 ， 

感 兴 趣 的 读者 可 参阅 Coddington # Levinson (1955) 以 
了 解 常 微分 方程 的 更 多 内 容 ， 并 且 参 阅 Lions 和 Magenes 
《1968)，Aubin (1972) 和 Ciarlet (1978) 进一步 了 解 椭 图 
型 偏 微 分 方程 . | 

现在 我 们 转向 介绍 已 经 引入 的 微分 边 值 问题 的 某 些 数值 方 
ik. 


9. 关于 常 微分 方程 的 投影 法 
我 们 再 次 考虑 p 阶 微分 方程 


Р-1 
Cu: zu? — Sa i(t)u(i) =f), 
i=0 
astsb, (4.33) 


带 有 了 个 齐 次 边界 条 件 
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r———r— i 


p-1 
|, (u): = S (a;,u( (0) +B u GP (001-7 0, 
i=0 


k= 1, p. (4.34) 
EET HEHE X = L` (a,b) 或 5?(a,b〉 中 的 微分 算 子 ， 对 于 w € 
DüjTu-tiuxYW, XE 
Dzí(uczC?^(ga,b),uÀÁcx 并 
(,0070, k=1,°", D). 
我 们 考虑 方程 | 
Tu= f (sk Тұ = Ay), 
投影 方法 的 原理 ， 比 方 说 把 于 个 线性 条 件 强加 于 剩余 Tu, — f 
(或 Ty, 一 和 rn) LBV RAST SAX, PREU, CRA 
Еу). ИШҮ, Хх 2:19), AAR Bn, Hc. 
是 从 X 到 Y, 上 的 投影 。 投 影 方法 要 求 
л.СТи, -}1= 0, u, € X,, 
CR mx UTO, - А.ф. ]= 0, ЄХ), 
在 现在 所 述 的 方法 中 ，X,。 是 由 多 项 式 或 逐 段 多 项 式 组 成 . 
9.1 ik 
我 们 在 H -L?(a,b) 内 考虑 问题 。(4.33)》 K (4.34) 的 
逼近 解 在 形式 


u,(t) = HERO 
i=1 
中 寻找 ,这 里 {ei1}? 是 满足 (4.34) 的 p+ i 一 1 次 多 项 式 ，i = 


l,e’, nAn, 我 们 记 {tel， 0,0.) = P pani П (4.34). 
除 :u 之 外 ， 有 另外 一 种 微分 形式 


ф-1 
Mu: =u p) S b (tu i), axt<b, 
t= 0 
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nt pp SAAR NRA 二 -有 < 


我 们 用 D? 记 算 子 w э DD u= и), 系数 E; ,由 条 件 


b — 
[Cun fy Merat = 0, i= 1,,..., n 


决定 。 它 们 是 如 下 n x n 线性 方程 组 的 解 : 


n b — b —— 
> (| Ve, wie; dté&;, = | fte dt, 
=l a a 


ТЕЗЕ Be Tr FP a Б fE IB URS ВЕ Е: 

Ci) W=L, x8 BRN HH. 

Gi) ”= DP， 可 以 假定 De; =tit, i-1,2,-- 
n, 
后 一 种 方法 常常 称 为 “基本 ”最 小 二 乘法 。 

我 们 定义 E, = (eí, e Y RF, = ME, ={Mier, +++, Me, } 
作为 L?( a ,bb ) 的 子 空间 。 设 z ,是 F, LEZHE, (4.43) 可 
了 以 改写 为 
| Z.[Tu, —f 1-27 0, u,C€E,. 

这 意味 着 变 求 剩余 Ти, – 了 正 交 于 Fa. 
习题 

4.59 利用 第 GD 选择 的 定量 法 研究 T$ y HER. 

4.60 ”证 明 对 于 最 小 二 乘法 有 F，,=~E,= 1-K)P,-,, 
而 对 于 基本 最 小 二 乘法 则 有 F, = рЕ, = Pa. 

以 后 ， 和 窍 法 特别 是 指 选择 (ii) з B) 0t—D?*, 

9.2 配置 法 

现在 置 问 题 于 工 (a,b) 中 。 设 6:02 Еос: + 
17, 1=],2,--, 是 次 数 为 PP，PT+1，7DT2，…， 多 项 
式 序列 ， 它 们 满足 (4.34) 。 逼 近 解 x, 仍 在 形式 
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и. (t) = > Ei.ei(t) 


i=1 
中 寻找 . 配置 法 是 由 剩余 Su, — 了 必须 在 几 个 规定 的 配置 点 
{Ti1]1 上 等 子 零 的 条 件 来 决定 &;，,， 其 中 ， 
a STi ITa < ST, b. 
于 站 得 到 
us?’ (TiD) 一 Уа, ri Nu (т) = f(r), 
k=0 


i=1 ,n, (4.44) 
ё: „и х n 线性 方程 组 


" f p- 1 ] 
> [е(? (r;)- Уа, (т; )е(* (ri) £j = fi, 
i=1 | k=0 J 


i= 1,:-::, и 

(fs. MERE TB det( ei(ri)) 关 0， 册 方程 组 有 
唯一 解 . 

我 们 现在 定义 XX. = {е,, s Co} RY. = P, eN L (a, 
b) 的 子 空间 。 设 工 , 是 Lagrange 播 值 映 射 ， 它 将 每 个 连续 函 
Be oh HON AS EAT IA Ca- 1) 次 播 值 多 项 式 ，(4.44) 
可 以 改写 为 

L,(Tu,-f)=0, u,CX,. 


习题 


4.61 用 配置 法 研究 Ty= Ay PS B jm, 
4.62 比较 用 配置 法 和 用 和 矩 法 解 Tu = 了 中 出 现 的 离散 问 
ЯЙ. 


4.63 验证 离散 问题 (4.44) 仅 取决 于 配置 点 及 和,, 于 是 
选择 y, = 0.1 是 任意 的 。 可 以 作出 什么 样 的 其 它 选 择 ? 
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merae З. me б s 
Trie- = WOR INR. P тЫ ERE -! 
Loo om сони n RR IMMER ir TI Mmm eae арор SHU ча CHIC asna ie el 


9.3 逐 段 多 项 式 的 使 用 

е, (t) 选 为 选段 多 项 式 时 ， 相 同 的 方法 仍 训 定义 ， 
设 4A=ftto 是 [ao， 菇 的 严格 分 划 ，a =to<ti<e-<t,= b. 
*<*Ai:1=[t,; iti) i =1, 6, hn。 WPF, a Ce l(a, b) 
中 的 函数 集 即 是 在 每 个 4，(i = 1,06, n) ER MNF p+ 
r +1 的 多 项 式 . 我 们 定义 C, 为 到 7! PRE (4.34) 的 应 
数 集 合 : Ca = PIT. (4.34), {ес AC, HE; 
и. = Eil Eini ХЮ, ЖОНН НУ, fid du, — f 

C1) Ж ТЕРУТ НЕ, = WC, = (%Re,) pr. 

(2) 在 配置 法 中 在 每 个 A ,上 选择 的 > + 1 个 配置 点 
Gs i= lo, ne LSPS, 


习题 


4.64 KFRERM BRM = D^. uEHHD* C, = Р,,.. H 
习题 4.4 定 义 的 投影 工 。 来 改写 条 件 Sy。 f LF, 
4.65 ”证明 条 件 (Su, – f) (ті) = 0 可 用 习题 4.6 定义 的 投 
Ж L, XAS., | | 
9.4 积分 公式 表述 的 说 明 : Galerkin 法 
由 命题 4.15 方 程 组 (4.33) K (4.34) SOF 
u = Сх, x =Kx+ Í. (4.45) 
我 们 指明 微分 方程 的 投影 法 可 以 解释 为 关于 它 的 积分 公式 
表述 的 Galerkin E. 1723895 EPN =D) 及 配置 法 . 
于 是 ， 在 多 项 式 的 情形 子 空间 X。 及 了 ,定义 为 
X,7[95,,:.10 (4.34) K Y, = D, _. 
或 在 逐 段 多 项 式 情形 
Х,= 0411,47 (4.34) KY,= P,,4, Нл, 
Y。 上 的 投影 。 
命题 4.18 Х,, Y,, z, 由 上 述 定 义 ， 工 的 投影 法 等 价 于 
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HY, 1 — K BJGalerkin 法 . 
证 明 这 容易 从 D2?X, =Y, 81. 方程 
t,.(Tu,- f)= 0 u,CKX, 
所 以 等 价 于 
Un =GXns х, =A Kx, +m, FF x, EY,.[L] 
(4.46) 
命题 4.18 可 用 来 检验 配置 法 中 Y, 的 选择 的 正确 性 。 
推论 4.19 如 果 x1, HAM nocBu, u, 
证 明 ú —u,=G(x -x,), HEGER HJ. AW 
z.— 1 3EBH KJE EM, Prplx,— x. 0 
我 们 定义 〈4.46) WY (Galerkin) ИМ Йй X, = Kx, f. 
命题 4.20 下 面 等 式 成 立 ， 
u -us =T !(0-2,)x,. (4.47) 
证 明 | 
x—x,=(1-K)'1f-(1-—x<m,K) 1л, ј 
-(1-K)!(1- z,)K(1- x ,K) іл, 
+(1—K)'1(1- x,) Í 
=(1-K)'1G(1—x, (Kx, + f) ` 
=(1-K)'1G(1-x,) Xa. 
于 是 
и-и, =G(1—- K)`1 (1-л„)х, 
=Т^ї%(1-л„)х,. 口 | 
在 第 七 章 第 6 节 中 ， 就 逐 段 多 项 式 分 析 & — u, BJ #8 ik Sk pk 
时 将 用 到 等 式 (4.47) 。 
例 4.22 在 C(- 1，1) 中 用 Chbyshev 点 {z,}j; 的 配置 法 来 
逼近 方程 Tu = 1 。 作 变量 代 换 2 (2 = x， 重 新 得 到 第 7.3 节 定 
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义 的 关于 1 一 KK 的 配置 方法 。 由 命题 4.9 


iu OC) ~ wt? pe dist.(u ^, Pai), 
及 由 积分 
lu GO? шс р xc dist (u 7, Pa), 
0<i=<p-1. 
这 证 明 在 一 致 范 数 内 и, >и. TER ar 4.10K AA C(—1, D 
ix. x. 
例 4.25 考虑 方程 CT — z )u = 及 其 投影 逼近 fu. 
我 们 可 以 [至 少 在 形式 上 (参阅 第 七 章 )] 考 虑 由 了 TU。=zuU + f 
所 定义 的 迭代 解 。& ,与 如 下 的 积分 公式 表述 有 关 : 
u = Gx i u = Gx 
CT -2u2fel el 
(1- K -zG)x «f x= (1— K) ![zGx fi 
FU, = Gx, Э ху = (1- K) 1 (2Gx, + f1. HE x1 ER 
选 代 解 ， 它 不 同 于 (4.47) 中 当 z = 0 时 所 考虑 这 的 迭代 解 ， 
x, =(K+zG)x + 了，2zs 拓 0. 相 应 于 那 种 迭代 解法 . 


习题 
4.66 说 明 关 于 Tu = 了 的 最 小 二 乘法 作为 天 于 工 一 区 具有 
AF SAY RAF Sila OX, 的 上 — Petrov 法 。 
4.67 证明 关 于 Ty = My 的 投影 法 等 价 于 
Pn =G@,, (ї-л„К)Ф„=А„л„СФф„, p. S Y,. 


4.68 证 明 当 л, > 1 时 对 于 足够 大 的 n 及 z CoCTOBUR 
式 的 差 满足 
l(1—zr,K—-zz,G) 1x,G—- (1-K-zG) !G[— 0 24 
Now, 
4.69 证 明 恒等式 
(1- P), = (Т-А, ) IC- P-K -AG On 
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= 5(А„)(Ф„— 9,0 СКФ, = Кф, +А,СФ.) 
= S(hg) (т, -1) Pa. 

天 于 Tu = 了 的 投影 法 作为 关于 (4.45) BJ Galerkin 法 有 
非常 简单 说 明 ， 而 对 于 本 征 值 问题 就 不 容易 ， 这 是 因为 积分 公 
式 表述 得 到 广义 本 征 值 问题 〈 参 阅 例 4.16 及 习题 4.67) 。 我 们 
现在 借助 于 Petrov 法 而 不 是 Galerkin 法 来 给 出 另 一 个 可 能 的 
WU. 

9.5 另 一 种 说 明 :， Peirov 方法 

AE Os - 2 срт) 并 且 令 4.:=(T+2) !. 我 们 
考虑 例 4.17 确 定 的 等 价 性 | 
u =A,y 
ти = j= | 

¥=2A,y+ f 
HEX, Y. ©0589. 47, Ху: = TX,=(1-K)Y,. 
命题 4.21 ”关于 工 的 投影 法 等 价 于 由 右 子 空间 Xi RAF 
空间 Y, 所 定义 的 关于 1 -2z4: 的 Petrov 法 。 
证 明 T.lTu,— }]= 0, u, € X, 等 价 于 
Un = А.У,» Zm .[(1-zA,)y,]=zx,f,. y, S X:. N 
(4.48) 
在 上 述 框架 中 由 推论 4.19 给 出 的 收敛 性 可 按 如 下 的 方法 : 
и-и, = А,(У — y.) 
得 到 证 明 ， 并 且 从 下 一 个 引 理 得 出 y, Y. 


引 理 4.22” 若 m, 1， 上 述 确 定 的 Petrov 法 是 收敛 的 。 

证 明 ”我 们 利用 命题 4.8, 其 中 X,Y ,使 得 Xs= (1- K)Y, 
KH КЈУ. O 

PRA BU TEBA 2 EECA. 48) CPetrov) pe RUE y, =zA,y, + f. 

命题 4.25 下 面 鲁 等 式 成 立 
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и —u, = O/2)- Y a). (4.49) 
证 明 
1 1 ~ 
u—u,=A,(V-Y,) = (y- f) — > ( y, - }) 


r- 


1 ~ | 
= (~ Mund. Ld 


习题 


4.70 如 果 0 Ep (T )R.A =T 1!， 关 于 TB= My 的 投影 法 
等 价 于 
Ya =A0., m,[9, -4,A40,] = 0, 6. C X;. 
4.71 证 明 己 等 式 ， 如 采 和 Nn 志 0, 
(1- Рф, -ra- P)8, 其 中 6,-A,A0,. 
9.6 文献 注释 | 
关于 无 界 算 子 工 的 投影 法 在 Krasnoselskii 等 (1972) 中 
对 应 用 于 算法 及 配置 法 加 以 研究 。 关 于 用 多 项 式 的 配置 法 可 参 
m] Karpilovskaia (1963) 和 Vainikko (1966) ， 关 于 用 逐 段 
多 项 式 的 配置 法 可 参阅 Russel 和 Shampine (1972) . 


10. 偏 微分 方程 的 投影 法 


这 里 仍 使 用 3.2 节 的 那些 记号 .我 们 回忆 HH 与 VY 是 复 Hilbert 
vi, VCHJEHVAEH B5. V 到 的 单 射 是 连续 的 。 考 
RUE Tu = 了 及 其 弱 形 式 | 

a (u, u)= (ff，DU)p 对 于 所 有 vuw EV. (4.40 
设 给 出 V 的 有 限 维 子 空间 族 (Vil. V, E 的 投影 法 归结 为 用 
и. EV, Ki и, и, eV, PHE 
а (u, Uu.) = Cf, vu BUR v. СУ, (4.505 
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的 解 。 如 果 我 们 假设 c(.， +) EV EERW, HEr V 
V, 由 于 
а ((1-ла)и, u= 0 对 于 所 有 Vv CV, PTS u C V 
而 明确 定义 〈 人 参阅 例 2.18) . 
2] Ei 
4.72 证明 (4.50) 有 唯一 解 w,。 
4.73 写 出 与 Vy, 的 基 的 选择 相应 的 矩阵 问题 ，。 
定理 4.24 Gace, +) 在 V 上 是 强制 的 ， 则 (4.50) 的 
и, 5 (4.400 的 精确 解 的 投影 win, 
证 明 (4.40) EUER FERT AH VAS a (Af, v) 
=(f, он ЯРНИ Г, о ЖУ, Hu Af. 于 是 
a ((1 —x%Af, 0.) = 0 对 于 及 中 的 所 有 f,V， 
中 的 所 有 vw， 
这 证 明 有 界 算 子 A, : H— V H 
a (A,f, u,)= (f, un 对 于 所 有 的 vn СУ, 
所 确定 ， 使 得 А„=л«А, В 
Un =A,f=x;Af= xu, U! 
当 投 影 法 用 于 弱 形 式 
Т„=]‹=>и= Af 
时 , 值 域 在 V 内 的 算 子 4 可 由 ?84 来 逼近 .这 是 在 有 界 算 子 4 


上 借助 于 投影 x :而 规定 的 (如 在 和 A 部 分 中 ) 一 种 Galerkin ik, 
当 子 空间 V ,由 连续 的 分 段 多 项 式 组 成 时 ， 这 种 方法 以 协调 有 
限 元 法 (f.e.m.)3 R. 

例 4.24 在 其 最 简单 的 形式 中 ， 有 限 元 法 是 一 个 构造 了 的 
子 空间 V。 的 特殊 过 程 。 例 如 ， 读 者 可 以 在 Ciarlet(1978) 中 找 
到 实际 例子 . 

A SA, 可 以 定义 为 
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ol rt er i ee 


a(Af,u)= (f,u)us Vuc V, 
a(A,f,us) = (f, Un)Hs V Un CV.. 


类 似 地 ，H 一 伴随 算 子 A’ 和 As: H— V 可 以 定义 为 
a(v,A'p = (0, н, Vu СУ, 
alUn, Alf = (Un, Ун, Vus CVs, 

(习题 4.53) 。 我 们 知道 CAD py = (А зу), (Are 是 V 中 的 a 

一 伴随 ) , AA 
(Ал) ry = (Агур) = (m; A у) * 

(习题 4.56) . 

习题 4.74 试用 问题 

3X A.€ C, das 0: aa, Un) = А, Pg Undo, Vo, СУ, 
ЖС [8] (4.41) 。 注 意 一 般 说 加 AY, 
10.1 пка 


在 了 中 考虑 问题 。 由 于 -xs = (1 一 xXs)u,， 问 题 在 于 以 


0,00 = disty(u, VORE] (1 一 xuly。 
884.25 若 c(.，.) 在 了 上 是 强制 的 , 则 对 所 有 的 uc V, 


max(|1- z ul, | Q- т*)и];)<(8/а)д„ (и) 其 中 8 
及 4 分 别 是 (4.38) 和 (4.39) 中 的 常数 。 

证 明 这 已 在 第 二 章 例 2.18 中 证 明了 。 口 所 得 到 的 界 
[и — и, ly x (B/a)ó, (4) 应 归功 于 Céa( 见 Ciarlet 1978, TE Jp 8 2x 
有 用 到 投影 zx:)。 由 引 理 4.25，j|w 一 wy 的 信 计 问题 化 为 一 个 
HCH. DE. fh И TE V ORT, Hur AVS 
AV 的 距离 。 在 第 六 章 中 我 们 将 加 到 这 个 问题 ， 并 论述 误差 
X. AAV Pate u Allulascllully, ВНУТ 4.25 可 以 得 
hii [а -un lacs, (и), XE c 是 一 个 普通 的 常数 . LI 
当 的 假设 下 ,估计 式 可 以 得 到 改进 ， 这 由 下 面 的 引 理 可 得 . 
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引 理 4.26  (Aubin—Nitsche) BVCHHV=H, WA 


lu — u, РЕЧЕ 7А lydy(A‘H,V,). 
证 明 ШСЗ аА: НУ, ERR 
аб(о,А'9) = (0,9н  VvCV,gcH. 
现在 и-и, = (1-лп)инН. 
((1— л)и,в)н=а((1- wi)u,A’g) = 


=a((1— л?)и, (1- x; )2A'9 . 


于 是 
IG- 2 uly= sup JC — * egal 
0*g€H oll es 
сс жш, sup JG )A gly. 
0*geH lalla 
今 有 


IG- ri") A gl &cdisty (Ag, Va)» 
dy(A’H,V,) = sup(disty(A’g,V,);3 [A gly = D, 
DeH 
|A’glly<ellgiiz. 


所 以 
Ia- 42") A’ally / 
sup LTZ Ta 2⁄2 SV <c sup disty(A’o.V,))> 
o +g eH Wo fle AGT is “ally mee 


<céy(A‘'H,V,). 
车 Vs 很 好 地 逼近 4“ 互 ， 则 这 给 出 一 个 改进 . 例如 ， 若 4 是 紧 
的 ， 则 A 45, HOrCA'H,V,)—0 0 
类 似 于 界定 数 积 的 技巧 下 面 将 用 于 得 出 改进 的 结果 ， 特 别 
用 来 改进 第 六 章 中 的 误差 -А,. 
因为 方程 (4.40) 和 (4.41) 是 在 站 中 考虑 的 ， 我 们 定义 


279 


al x ORD: SRNL M Pr Pt + = 


召 为 4 在 了 上 的 限制 ， 了 B = A, CS (V), 类 似 地 ,有 (xX :A)i1y 
= лаВ. 
定理 4.27 E 
(i)a, >) 在 了 上 是 强制 的 ， 
(ii) ЖҮР ЇЇ thu, Adisty(u,V,)> 0, 
(111) 5 在 V 内 是 紧 的 ， 
RA (1-22) Bilyoo. 
证 明 是 最 然 的 。 当 V 到 H 的 在 入 不 紧 时 ，A ， 因 而 B， 两 
者 都 不 是 紧 的 。 我 们 定义 
91: = AaBivs = NAv: Va Vans 
B,:= Z8, Xi, 
B,d B BJ B F28 9 йу 180, 
定理 4.28  (Descloux, Nassif, 及 Rappaz) 在 定理 
4.27 的 假设 CO 和 Gi) 之 下 ， 以 下 的 命题 是 等 价 的 ; 


(a) B,———B, 
(b) Sup,ev 1‹В -- B,9ulvs lulr=1)->0。 


证 明 H 2J BL 3.2 3 B,-— BR (b)= (a), 我 们 证 
明 其 道 。 fig (3900. 于 是 存在 V 中 的 一 个 有 界 序列 {us w, 
使 得 |(B - Bu, („26820 Fn € CN, CNR, BA 
lim(B - B,)u, =v 
"ЄН 
13101,26. 定义 v, Æ v EV, ЕН УЕ RB: 214 n— co 
Bju. >v, FTE 
@|® |+ < He a(u,v) Slim, |a((B - Ba)ua,v)] 
i 
= lim la((B - B,)u,,v—v,l 
NEN; 


xpBlim([(B ~B,)ually |v — u, ly) = 0, 
HEN, 
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这 与 iojy 立 6> 0 矛盾 。 口 
由 命题 3.20 及 习题 3.13 HY H, XT p(B) 的 任何 z， 


В, > BHT HV h B, -zr —B - z. 
习题 

4.75 证 明 p(4A) = oCB) 及 Qo(A) = Qo(B) (Descloux— 
Nassif—Rappaz) , 

4.76 ”对 于 p(B,) 中 的 z 及 所 有 的 n， 证 明 

SUP (108. 7 z) *ulv; jully=D<e, Vn, 


<> sup ( JA, ~Z) tells Bula=1l)<c, Yn, 
其 中 c 是 一 个 普通 的 常数 (Descloux—Nassif—Rappaz—Tar 
tar), 

4.77 ”证 明 在 定理 4.27 的 假设 下 有 

Ia- xiAla0. : 

10.2 žale, +.) < Hermite 半 双 线 性 形式 时 的 Rayleigh— 
Ritz | 

FEAR BH Beals, +) Hermite 半 双 线性 形式 : 


a(u,u) =a(u,u) 对 于 u,vEV. YENE 
性 形式 a(wu,v) 在 V 上 是 强制 的 时 ， 它 在 V 上 定义 了 一 个 内 积 及 
其 相应 的 范 数 ; 


(4,0),:-2G(0,v), [u],:-/aQ v), use Vv. 
投影 л. 关于 这 个 内 积 是 正 交 的 (352.18), H(4.50 4 f 
u, E u ЕЎ 01-1, FERE: 
и-и, ||, =min|u —vll,. 
VEV e 
关于 w= Af 的 Galerkin 法 归结 为 对 Rayleigh 一 Ritz E Jiu, = 
niu 的 计算 . 
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mm a ndun RA К К с OP AP an 
С ас асаасан с С сне инее Ане таун Наи а ст Адар ое с ааыр онлине wm те t танце: 


习题 

4.78 设 了 T 是 如 命题 4.16 所 定义 的 . uEBj T YEH P3 Ji A 
{ТЕЕ Е ЖЧ, НР ис р осу, (u,v), = (Ти,о)н. WF 
A 解决 同样 的 问题 . 

4.79 jS 如 同 定理 2.9 中 所 定义 . 证明 5 =S*=S” 在 
V 内 是 自 伴 正定 算 子 ， 自 Cw,v0)s = (S lu,u). 

4.80 Bka- Bf, WHEW ri Bai 在 V 内 是 a 一 自 
伴 的 。 验 证 离散 问题 (4.50〉 的 矩阵 是 Hermite 正 定 阵 。 

4 a ft HermiteJ£ Bj, (4.40) Юи ERME V E. 

Rucv 使 得 J(u) = тїп} (v), (4.51) 


BIER J:V— €, EMR 
J:u€VeoJc»: = a(u,u) — (f, 0) н 


ERIZ RR. и, 是 (4.51) 在 V ,中 的 解 :J (us) = min,ey,J (v). 
在 弹性 理论 中 ，u 表示 一 个 力学 系统 的 位 移 ， 而 J 表示 能 量 . 
Wiel. BMRA "BER RM, LV LESH Fl|lellr. (4.40) 
为 (4.51) 的 变 分 形式 .这 个 名 称 来 自 微 分 学 的 观点 J (и) 
J 在 wEV 处 的 Frechet 导数 。(4.51) 表 示 

J'(u)u=a(u,u) 一 (f,v)n=0，YvEV， 这 就 是 了 的 一 次 
变 分 〈 即 其 Taylor 展 式 的 一 阶 项 ) , 当 J(w) 是 J 的 一 个 极 小 
值 时 ， 对 于 所 有 的 v 都 等 于 0 ， 当 了 是 凸 泛 函 时 ， 正 如 在 这 里 
的 情形 ， 这 一 条 件 也 是 充分 的 ， 当 a 不 是 Hermite 形式 时 ， 不 
再 存在 相应 于 (4.40) 的 极 小 化 说 明 。 现 在 来 论述 ， 当 a(*,*) 
是 Hermite 形式 日 在 V 上 强制 时 ，Rayleigh 一 Ritz 法 应 用 于 本 
征 值 问题 (4.41〉 的 一 种 重要 性 质 。 所 考虑 的 逼近 是 

KHA CC, 044, СУ, 
使 得 apa 0.) A. vs 对 任 一 v。 EV,. 设 谱 的 下 半 部 分 
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中 包含 有 限 个 具有 有 限 重 数 的 孤立 本 征 值 ,依照 它们 的 代数 重 
数 的 增加 值 被 编号 为 4; (对 应 地 ，&1"))， 1=1,‚,К, 
命题 4.29 设 a 是 Hermite 形式 且 在 V 上 强制 ， 则 在 谱 的 
下 半 部 分 中 ， 重 本 征 值 满 足 
шб") Shi, i= Í, е, k. 
证 明 本 征 值 的 极 小 一 极 大 表示 的 一 种 形式 为 
M, = max тїп C |—1,--, k, 


FC YV u gF (u, и)н’ 
cod іт Нан і — 1 


其 中 codimF =dimF* (Kato, 1976, P.60) 。 设 Bo 是 站 的 一 
个 子 空间 ， 使 得 


n. = minces u) 


其 中 codimPEu = і —1. [ Ш 


и тіп a и,и) 
т, (u, и)н 


且 因 为 codim Fo = і -1, РоПУ, «ФУ, ЖЕ ТХК i- 


1. рж 


k. Í| 


a(u,u) . 
u; < min sui, i=], e 


„ЄР nr (Ul W)u ^ 
10.3 有 限 元 法 的 其 他 例子 

我 们 举 出 一 些 有 限 元 法 的 抽象 框架 ， 这 些 方法 和 在 本 节 开 
始 介绍 的 基本 有 限 元 法 (4.40 Ж (4.4D APA. 

例 4.25 “(椭圆 型 本 征 值 问题 一 般 弱 形式 的 协调 有 限 元 法 ) 
设 V 是 复 Hilbert 空间 ，a ，b :Vx V 一 5 是 连续 的 半 双 线性 
形式 ， 上 是 设 a 在 V 上 是 强制 的 .由 V 中 的 Lax 一 Milgram 定理 
p: 


a(u,v) = (8510и,0)у = (u, S; "vy, 


oy GM vc NNI loa dun Aor Misi ph: ER KOC EMRE T I WS 和 


b(u,vu) = (S;ilu,u)y= (и, Sri*tv)y, 


其 中 S;', S+! S,fE V F£ 8 A 8g. 
Г SCAB AE EL E. 
RAEC, О жи CV; а(и,о) = А№(и,о) Ў о EV 
等 价 于 
Bu= (1/Аи Н B=S,.,S;l1C S(V). 


а(5 5514,0) = (S;lu,u)y=b(u,u)=a(u, S*S 7 *v GEM 


Bi a -伴随 算 子 是 B= 551°. 

{Van 是 Y 的 一 个 子 空间 族 。 把 原来 的 问题 的 绊 形 式 限 
ВЕУ. x V, E: 

RA, C €, 0и, СУ,; а(и,, Un) = A,b(u,, Va), 对 所 
AH unc Va 
这 等 价 于 Bu = 1/A un, Ж В, = xsB， 这 里 Ts 是 V, 上 
的 椭圆 型 投影 . 

Hic 问题 (4.41) 是 上 述 问题 对 于 b(w,v) = (u,v) ну 
种 特殊 情形 。 上 面 的 分 析 证 实 了 这 样 一 件 事 实 ，Y 是 提出 问题 
的 自然 空间 。 而 五 则 是 第 二 位 的 。 

114.26 ”对 于 非 椭 圆 型 方程 的 混合 与 杂交 有 限 元 法 〉 当 
a 是 非 强制 的 Hermite BRN, u 是 泛 函 J(u) 的 一 个 驻 定 点 ， 
在 “混合 ”与 “杂交 ” 方法 中 ， 形 式 Sze a(v,v) 能 够 取 不 同 的 
符号 ， 且 v 可 以 含有 两 种 不 同类 型 的 未 知 景 一 位 移 和 应 力 。 问 
题 能 够 纳入 下 面 的 抽象 框架 之 中 ， 

设 H | 及 HH, 是 两 个 复 Hilbert 25 8], ў лу Ale |e lz 
1 ， 设 给 出 了 从 互 x 互 到 @ 内 两 个 连续 的 半 双 组 性 形式 а 与 
b 


加 在 a 上 的 强制 性 条 件 现 在 由 下 面 较 弱 的 条 件 代替 
inf sup latu, v) = а> 0, (4.525 


zeH; 2 
ILE P! ji" Il 2721 
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sup jalu, > 0, Н, RAN u 0. 
yriant 
Riesz 表 现 定理 表明 ， 存 在 从 H ;到 ;内 的 有 界 算 子 A 与 B， 使 
BHARA v EH, alu, v = (Аи, v): b (u,v) = (Ви, 
v)2。 伴 随 算 子 A* 与 B* 是 从 H; 到 Hj 内 的 ， 且 对 所 有 的 w EH 
满足 条 件 a (u, о) = (и, A*u), Ñi b (и, 0) = (и, В*0),. Œ 
ik (4.52) ZAR A EA H,2J H, 内 的 一 个 同 构 。 
ET =A "1B 及 T” =A*-1B*,， 了 TT 是 H, 上 的 一 个 有 界 算 子 ， 
对 于 所 有 的 vv EH,， 它 满足 条 件 aCTw,v) =btu,v). AEH, 
T* 是 吾 : 上 的 一 个 有 界 算 子 ， 对 于 所 有 的 uw CH, EW E E 
alu, T'v)-b(, 0). RIVERS, HFH, RAAK uE H, 
中 所 有 的 v， 有 a (Ти, u) salu, T'v), TET EH HR a 
一 伴随 算 子 。 
为 了 构造 工 的 一 个 逼近 ， 引 入 两 族 有 限 维 子 空间 H 1，, CH， 
及 昌 ,, 二 ;>。 我 们 设 下 面 的 假定 成 立 ; 
inf sup  la(u,, v,) | = a> 0, 


uU. Ha UatHos 
DM PLISELETPLE 


sup |а(и,, v,)| > 0, HH: HMA BI, = 
TATE 0, RBr& n 
和 
6,,(4)=dist,(u, H,,)> 0 对 每 个 uw CH,. 
WW, i= (uC H,: a (üu, 0) =0 VuCH;,). Hi=Hi, OWin 
及 由 Hi 沿 W in Hin E WJ 0 mi C Z E X. B Wë E RTT 


a((1— T Ínu, u)= 0 对 五 ;, 中 所 有 的 v，，。 
(C1 — minuli có, u), u C H,. 
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- чез- “Bei: nier c Ж 
А А А p— eRe н. ласер i 
Ge Та арас КАН. orca ДЫ: РАДУ pe- 


UH, АН, Н, 上 的 投影 2; 可 以 定义 为 


a(u,, (1 一 X21)v)= 0 Н, PRAM, Hai = ma. 
设 f EH Hh. W H; PAW, Jalu, о) = Ь (и, vw 
解 可 由 方程 

а(и„, Un) =Ь(], u,), 对 所 有 的 vs € Han 
TE Hi, 中 的 解 来 逼近 。 显 然 w = Tf 及 us = T,f= mi Tf, 注意 


Sj r:.T)"- Т*лї„. НБН лї „1 (习题 4.81)， 


BAT EH HS, ШҢ\(1—л{„Т)|—>0. 
习题 | 

4.81 Шлі. СЕУ, HWE Wu CH, FF C1 一 
л 1) Có, , (u), WH x 3.86 LEAR А 21162 

Bj4.27 (EDA 5с) 我 们 介绍 一 种 情 襄 ， ZH 
rR, 有 限 元 空间 了, 不 是 所 考虑 的 空间 V 的 子 空间 。 设 GCH 是 
Pi Hilbert sla), sala WA. 11:16. Gl H НУРИ. 
射 是 连续 的 ， 但 不 必 是 紧 的 。 设 了 是 G 的 一 个 闭 子 空间 ， 且 设 
a 与 b 是 分 别 在 G x G 和 Hx H 上 的 有 界 半 双 线 性 形式 ， 

我 们 考虑 f EH 时 的 方程 


a(u,v) =b(f,uv), SV PRB v. (4.53) 
H THEE REN, SR ATV YE GY B TF ЖЕ aj] 1V «3: OT 
a(u,, Un) =b(f, ө) ЖУ, PREBI Un (4.54) 


当 V。SY 时 是 一 个 非 协调 逼近 。 关 于 形式 ec ， 我 们 进一步 假设 
Re a(u,u)>a|u]2, ú C V, a> 0, 

Re а(и„,у)>0, MEVAPRAH us 0 п. 

(4.53) EX Y A: H^ V, ТУФ v, CHE KA 
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a(Af, v=b(f, 0) Hu = Ај. Ris, (4.54) EX Y As: 
H—V,, u, =A,]Í. 

由 于 形式 a 在 V, 上 是 强制 的 ， 所 以 从 G 到 V, 上 的 投影 ла 
有 定义 。 但 是 ， 由 于 缺乏 在 V, 上 的 一 致 强制 性 ， 不 能 证 明 它 
EKER. KAEA OA (如 果 这 是 对 的 ) 必须 用 其 他 
证 明 而 不 用 投影 mI. 注意 ,车 a 在 G 上 症 强 制 的 , 则 用 x :进行 
讨论 是 没有 问题 的 。 

10.4 参考 文献 与 注释 

“VA AWA RRR, FB IIT, -Tij 0 
研究 协调 有 限 元 法 首次 出 现在 Bramble 和 Osborn (1973) F. 
有 界 但 非 紧 的 单 射 情形 在 Rappaz(1977)，Descloux 等 (1977， 
1978a, b) 及 Mills (1979a,b)〉 中 借助 于 离散 紧 收 敛 讨 论 过 . 

当 半 双 线 性 形式 a。(，，…) 不 是 强制 的 时 候 ， 条 件 (4.52) 
是 由 Babuska (1973) 和 Brezzi (1974) 提出 的 。 在 例 4.26 中 
引入 的 抽象 框架 由 Kolata (1978, 1979) 和 Mercier £ (1981) 
在 工 的 紧 性 假设 下 用 过 。 在 Mills (1979c) 中 它 被 推广 到 自 反 
Banach 25 |8], 

离散 紧 的 性 质 对 于 混合 有 限 元 法 已 经 证 明 (Kikuchi 1980 
a，b)， 也 对 非 协 调和 杂交 有 限 元 法 给 出 了 证 明 (Stummel 
1980) . 

在 我 们 已 给 出 的 说 明 中 ， 重 点 在 于 椭圆 型 投影 积 算 子 收敛 
上 。 在 久 下 几 章 中 ， 这 一 框架 将 用 来 研究 谱 收 敛 和 建立 本 征 元 
收 伍 的 最 优 阶 .通常 解 的 收敛 性 分 析 是 由 直接 估计 | 一 u,v 作 
出 的 (例如 参见 Strang 及 Fix，1973， Ciarlet, 1978) . 

从 计算 的 观点 ，MODULEF M 43 (Begis fjj Perronnet, 
1982) 提供 了 用 有 限 元 法 解 二 维和 三 维 热 传导 、 弹 性 理论 和 流 
体力 学 问题 的 FORTRAN 模 型 。 关 于 数值 积分 的 效果 ， 读 者 可 
参看 Ciarlet (1978， 第 四 章 ) ， 在 那里 提 到 “多 数 古 典 的 有 限 
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анлы «о arrsa. - : 


Тао е Ва онро ЫЛАН Ск а е {ун AGRE SALE AEE WINE IU а аана азий ea 


差分 格式 恰好 能 解释 为 选用 特殊 有 限 元 空间 和 特殊 求 积 格式 的 
有 限 元 法 ”。 其 结果 ， 一 致 收敛 性 (如 果 可 能 ) 成 为 集体 紧 性 
(2811798) 。 其 他 投影 法 ， 如 同 关 于 偏 微分 方程 的 最 小 二 乘 
法 和 配置 法 在 Prenter (1975) 中 作 了 简短 介绍 。 


11. 有 限 差 分 法 


给 出 有 限 差 分 法 的 综合 论述 超出 了 本 书 的 范围 。 我 们 仅 选 
出 这 些 方法 的 少数 几 个 有 意义 的 特性 ， 不 加 证 明 ， 但 给 出 适当 
的 参考 文献. 
11.1 数值 微分 
对 于 实 变量 r 的 光滑 实 画 数 x， 例 如 x C Cr, 考虑 数值 
微分 公式 
Sh 


X(T (Dlx): =h У) aix ttih) 


i--f, 
х На, CR, м +522 К, ЯН 
(S іх) (2) =x(t+ih) 
Е Si, ҖЇП DI =h TS [t-pain SX 
ЛИНА ККК, CH ВИХОР xC CP, YES Е, S 
h 0W, D(U?x(Dx( "OD, 下面 给 出 一 个 简单 例子 
дһ: = 71051-1) füü,:2h !1(1— 571). 
函数 zF>X(z) = E15, aii zi REUS IS 
X(z)-z^'&(z —1)*p(2), 
其 中 p(z) 是 使 得 p(1) = 1 的 多 项 式 . pOD 的 零点 称 AWB 
Dy, RTE. 


有 限 差 分 法 在 于 用 收敛 的 数值 微分 公式 来 代替 导数 。 于 是 
微分 算 子 了 由 矩阵 4 :C "— C" ЖЫТ, "为 网 格 点 的 数目 . 
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11.2 常 微 分 方程 
我 们 考虑 与 满足 4.34 的 常 微分 方程 〈4,.33) 相应 的 算 
F. Ж Vainikko (1969b) 和 Kreiss (1972) 中 指出 一 些 差分 
烙 式 给 出 预 解 式 的 离散 紧 收 敛 。 有 限 差 分 法 的 有 趣 特 性 是 它 与 
Fredholm 法 用 于 积分 公式 表述 上 的 联系 (Vainikko, 1969c). 
例 4.28 我 们 考虑 方程 


u” = f(t,u), 0<t<1 (4.55) 
满足 边界 条 件 
u(0)=u(1)= 0 (4.56) 
(5. IER (4.55 , (4.50 等 价 于 积分 方程 
исо) = at, s)f(s,u(s) ds, ` (4.57) 
这 里 
t(s-1), ISS 
в, | 
501—1), #t>s 
是 微分 问题 


и”, u(0)=u(1)= 0 
BjGreenpgZx. [0,1]3]2*29 n EBI, DAR ti =i/n, i = 


0 n, hio Euli): =u , 边 值 问题 代 之 以 有 限 差分 问题 


Wi -1, tn - f(ti,ui п)» i= 1, oe n= l, 


(4.58) 


Uon =Unn = (0, 
这 里 ui. ЖИ us 在 点 (tio ИН. 


习题 
4.82 线性 方程 组 
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и: ~ 2и; +U; . 
€ Titl =y;, i= 1, ne 1, 


h? 
Wo =U, = О 
XPT FE Ж TS (yil17 7. AE A 


и; ==> glt tiyis i 50,,n, 


j=1 
所 以 ， 方 程 组 (4.58) {үр (习题 4.82) 
n=] 


uin =E i ti) f(t ui n), 1=0,еф,п, (4.59) 


FE (4.59) 可 以 解释 为 用 [ 0 , 1 ] 上 的 矩形 求 积 公式 
il. i 
Io sx >z) 
对 (4.57) 使 用 Fredholm 离散 化 的 结果 。 这 说 明了 为 什么 有 
限 差 分 法 的 收 敏 可 以 对 应 于 预 解 式 的 离散 紧 收 敛 。 口 ] 
我 们 回 到 方程 (4.33) — (4.34) ， 用 收 伍 的 数值 微分 方 
HKE. Vainikko (1975, 1976a,b) 已 经 证 明 如 果 D (P) W 
特征 值 的 模 数 不 等 于 1 ， 那 得 到 的 逼近 是 离散 正则 收敛 的 , 
例 4.29 (Anselone 和 和 Ansorge) j%X := C?[0, 1] = 
(uCC?(0,D, u(0)=u(1)= 0, u" 是 等 度 单调 (或 等 调 ) } 
而 且 


lulz: = ule + u ll + du" |... 
Y:=C(0,1), lvlv: = lvil.. 
БИШ, ZEX'Bu.-uec—iTEYu.—u,ul—u',ulu', 
4E X A:X—Y, H (Аи) (ғ): =u" (Ct) +a tu’ (t) 
+b(t)u(t), Ha, b CY. AY RRA, $10, 1] 划分 为 
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nn 个 区 间 ， 分 点 为 t; =i/n, i= 0,-,n. h = 二. 


A.X Y E XN 


CA,10 Ct) = (0010 Ct) - aCt) +b(t)u(t), 


u(t +h) -—u(t-— h) 
2h 


其 中 Gow (o: = MOE AR) ас ka RD 


(Anu) Ct) = (А,и) (и), Oxtxh, 
(A,u)(t) = (Anu) (1-й), 1-ht«l, 
我 们 想 要 证 明 А, А. HA EEA nok, А, A. 
Bunty 是 和 中 有 界 序列 使 得 在 了 中 А.и. > о. TÆ (usd 
Хил} Бит) ҮН. 这 推出 {wus} 及 {us} 是 等 度 连续 
的 ， 所 以 由 Ascoli-Arzela 定理 在 Y 中 是 相对 紧 的 。 因 为 在 Y 
PA. > 0, 
{дди„} = (A,u, — аш, — bu, +e(n)} 其 中 e(n) 一 0 
是 在 Y 中 相对 紧 的 。 因此 存在 NiCN 及 w,*,y€ Y {51Ү 
XFPRCN, и, >и, ulox, дди, y. НУТ И Ж. 
F, х=и' 及 y=X =u", )m AI СМ, 
EY Hu, >u, (u,) C X -»uCO =и(1) = 0. 
由 于 904, 是 连续 的 及 wl 是 单调 的 ， 于 是 存在 6, (1) € 


[—1/п, 1/n], Ж Coou,)(t+6,) =u%Z(t), nEN,, 现在 
(0- Ou, } 等 度 连续 及 =u" —BOEBHRIAT Ze YP alow". Hi 
{uw} 的 等 度 单调 性 得 出 wu" 的 相同 单调 性 。 所 以 


. / / Hyu! 
fEY P и, >и, ипи, unu } EX iB uu, 
u” HR, u(0)=u(1)=0 
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连同 Au 7 v, 这 就 证 明了 A。 一 A4， 

在 Vainikko (1976b, PP.101—104) 中 给 出 的 上 例 的 分 
析 与 前 面 提出 的 高 散 化 相 类 似 . | 

在 这 个 意义 上 CBR) 正则 收敛 的 概念 是 一 种 十 分 有 用 的 
工具 因为 它 允 许 在 微分 算 子 上 直接 工作 。 反 之 ，( 离 散 ) 紧 收敛 
需要 在 反面 工作 。 
11.3 椭圆 型 偏 微分 万 程 

偏 微 分 方程 各 种 格式 的 有 限 差 分 法 的 收敛 性 已 在 Grigo- 
rieff 和 Jeggle (1973) , Vainikko 和 Tamme(1976) 及 在 
Vainikko (1976a,b, 1978a,b) 中 又 用 离散 正则 收敛 概念 进行 
了 研究 。 


12. 用 邻近 算 子 通 近 微分 算 子 


相应 于 常 微分 方程 〈4.33) 一 (4.34) 的 微分 算 子 工 ， 用 有 
限 秩 算 子 逼 近 ， 不 能 保持 本 征 值 的 渐 近 分 布 。 我 们 介绍 一 种 方 
法 来 结束 这 一 章 ， 它 可 以 逼近 这 个 渐 近 分 布 ， 工 的 逼近 不 是 用 
有 限 秩 算 子 ， 而 是 用 下 面 定义 的 邻近 微分 算 子 . 

定义 ” 设 工 是 相应 于 在 [0,1] 上 ， 


Cu: = ylP)— Sau, 
i-0 
具有 个 齐 次 边界 条 件 的 微分 算 子 . T. 是 邻 近 微 分 算 子 ， 当 
且 仅 当 它 是 相应 于 在 [0,1] 上 ， 


#- 1 
1= 0 


满足 相同 边界 条 件 ， 并 且 使 得 
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[а;-а{"![[„:= max |а, (#) - af? (| —0, 
| ФЄ[0»1] H — 


1=0,°,p-1. 
在 Canosa 和 Gomes de Oliveira (1970) 与 在 Day (1974) 
中 ， 用 阶梯 函数 来 逼近 系数 函数 ai， 而 在 Pruess (1973a,b) 
与 Smooke (1978, 1980a,b) 中 ， 是 用 逐 段 多 项 式 Bj KIB 
例 4.30 考虑 在 [0,1] 上 的 二 阶 微分 方程 ， 
X=C(0,1), D =(uC X; u! C XB.u(0) =и(1) = 0), 
T :u € Diu" — a,u’ ~ aot, 
T, 246 Dou" — at") u/ —~al u, 
这 里 a;， al) EX; i-0,1. 
我 们 证 明 条 件 ja; -afo 0, i=0,1, 蕴涵 在 XX 
т, РОСТ) 中 的 任何 z，1(T-T,)R(z)|。->0。 首 先 
可 以 证 明 (Kato, 1976, PP.192 一 194) T-T, 是 工 一 有 界 
B: 
I(T - T,2ul,«a,lul.--B.liTul., «CD. 
现在 从 jai -af ls 0 得 出 
a> 0, B,— 0, (noo). 
对 于 z Ep(T) 及 UEX 
I(T — T,)R(z)u| <a, Rv] +8, + ZRCGOv|. 
<[(a, + |z] 8D İRZ) ||. + 8,1101... 
MAIC T- T.) ROGO. 0. ШЕТ, ~ TEMA 
特殊 情形 ， 它 满足 对 zEp(T)，|R,(z)- 尺 (2z)1 一 0。 


UE MRE T Ds VE 


引 言 


设 久 是 复数 域 C 上 的 Banach 25, THX LWW AER 
子 ， 其 定义 域 为 D=DomT. 设 入 是 TT 的 孤立 本 征 值 ， 并 有 有 
限 代 数 重 数 m «c. 。 于 是 存在 一 条 闭 Jordan 曲 线 生 包围 和 并 使 
之 孤立 开 来 ， 即 由 工 包 围 的 域 A 除 入 外 不 包含 谱 oCT) 的 T: 
A. 记 P: = (- 1/200 | Reade 是 与 相应 的 谱 投 E, M: 
= PX 是 不 变 子 空间 : m: = dimPX。 
f T, n = 1 ， 2， 是 闭 算 子 序列 ， 其 定义 域 为 了 om 
СТ.) = 也。 如 果 工 位 于 p(T。) 内 ， 对 T, 可 以 定义 预 解 式 R， 
(z): = (Т, 一 2Z)-1，(z C€ Г), RRS Р: = (— 1/2im) 
| Raz, АЕТ, OCT, А. Mat = P, XJ: T, 相 
урот.) ПА 的 不 变 子 空间 。 

定义 ”序列 CT,jN 称 为 工 的 逼近 ， 当 且 仅 当 对 所 有 的 x6E 
D, T,x— Tx, B34 n — co Bf, Т„>Т. (5.1) 

关于 TT, 的 本 征 元 趋 于 T 的 本 征 元 的 收敛 性 分 析 ， 我 们 利用 
FRU EGE. OCT AN AKATE Mra ROT 
不 变 子 空间 M， 

关键 性 的 概念 是 对 xz C A fA) SS SE CEPA T, - z 
—T-z, XJA — (X) 的 任何 紧 集 中 的 z 是 一 致 的 ) ， 以 及 本 征 
值 代数 重 数 的 保持 。 这 就 引出 了 在 QT) 中 的 和 某 邻 域内 强 
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fe PD es OR i em 


ARIMA, TESS (р, XO t, HPD I Wie 


T,-z—T-z, ZEA, ЖД. 
1. BoT I П A ВБГ 
1.1 € X 

我 们 回忆 一 下 在 Kuratowski (1961) zy Hahn (1948) Ж 
义 下 ， 复 数 域 C 上 点 集 的 序列 的 下 极 根 、 上 极限 和 极限 。 设 
Е, E, С, nCN. 

(а) E:=limE,， 当 且 仅 当 对 任何 的 x CE, 存在 无 
ШЖМ, 局 <， 使 得 对 任意 nENi 及 Xx, EE,， 有 Xs- x, 

(b) E:=limE,， 当 且 仪 当 对 任何 XE E, FE x, € 
E ,使 得 xX,> x, ncN. 

(с) BB:=limE,， 当 且 仅 当 lim E, =lim E, =limE,, 

设 入 是 TT 的 本 征 值 ， 被 厂 孤立 。 AP p t Bj BJ bk, PLE 
o(T) 站 A = {A}， 参 见 图 5.1， 

定义 AT, WISN A, HAX 

lim[o(T,) A] = (À) (5.2) 


JE X ES HES El AE И I A EAL ËJ — ARX 
Ё. 条 件 (5.2) 表示 当 了 工 受 到 摄 动工 - T.T, = T— (T — T ,) 


r 


wa оту. 的 部 从 
图 5.1 A 5.2 
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FERRERS eR чаа I me тирэк EE LR A ННСА РЕ АМА DE CaCI 2 АР EAI RIE с ` 


Hj, (т) 在 入 的 4 邻 域 中 的 连续 性 。 这 里 的 连续 性 是 指 并 集 
m rx. 
{А} clim[aC T,) N A] 
ELE Е, 
{ajclim(o(T,) n А]. 
下 半 连 续 性 的 意义 是 指 对 任何 和 的 邻 域 ,及 充分 大 的 7 ,存在 一 
点 属于 oCT,), 特 别 地 ,ol(T,) 站 4 非 空 .上 半 连 续 性 是 指 CCT，) 
N A 中 的 点 列 的 任何 子 列 ， 如 果 有 极 跟 则 只 能 是 入 ， 
正如 下 面 将 看 到 的 例子 ， 关 于 了 工 -T, 的 条 件 (5.1) 一 般 
说 来 不 足 推出 连续 性 (5.2), | 
ост) 间断 的 例子 
例 5.1 CEEE Tn AREE AAF p (T) 中 的 
EH. Pew =1* H RADEN (eil. T; x = Z ix ie; I> Tx= x, 
ei 是 {e1} 上 的 投影 ，o(T) = {0,1}， 其 中 1 是 单 本 征 值 ， 由 任 
何不 包含 0 的 曲线 所 孤立 ， 参 见 图 5.2。 我 们 定义 : 


оо 


Ta: x = У Xiei эхе; t 2х„е„, n = 1 , 2 Г. 
| T 
o(T,)= (0, 1, 2). 4x C XB, T,x—^ Tx, JF 28 pCT) 
中 的 点 ， 


例 5.2 CFARE 存在 着 工 的 本 征 值 使 得 T。 WATE 
的 任何 子 列 都 不 以 它 为 极限 。 设 X=C(0,1)，D= {XE x' 
CX Hx(D-»x(0), Т; x€ Dt>x'+x, PBAc(T) = {1+ 
2ikz, kC Z,i2 = —1) 由 单 本 征 值 组 成 。T 被 如 下 差分 格式 
ВЕЗЕ: BLO, 1] 划分 为 n 个 相等 的 子 区 间 ， 分 点 为 t; = i/n, 
xlt): =X; ї=0,1, еп, — PRB to, t, Е, í Bp 
НЧ Аз EISE т, AHAB. 则 离散 本 征 值 问题 为 : 


Xo = Xs 
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tr 


NX, — ху) + X9 = ÀXg 

- NX — Xi) +X, =ÀXi = R(Xi — XQ) t X1, 

H(X;i,rí —X;) +X; =АХ, i=2,3,°",n-1, 
aso“ x n ЖИЕНИ: A E= AE, Heep, 


E = (X, Хуу" x, - 1) T 


及 
]-n n 0 ^ 
Í 0 
-n n+1 0 
Ü О 1-и n 
A, = 、 
` ` 
`. `. 
* M ` ` 
x 0 :0 | l-n n 
V. H 1-п, 


如 条 利用 分 段 线性 插值 ,我们 可 得 到 相应 于 4 REBT, 

其 定义 域 为 Dom(T。) =D， 并 且 对 x € D, T,x—Tx, T, 和 

A ,的 非 零 本 征 值 为 {1,1~n), 其 中 1 是 2 重 的 ，1 一 n 是 n- 2 重 

Hj. PRI WS, TRAE ABE Т, 的 本 征 值 来 逼近 . 
现在 我 们 给 出 (5.2) ЖА. 

1.2. OTAN Ask dk 86 35 2 RA | 


Ez Ep(T) 固 定 。 我 们 设 T。- z>T-z， 这 意味 着 满足 
(5.1), BR 
3 N(2), n>N(z), z Cp(T,), 
| R, (2) [| < M (z) | (5.3) 
则 称 在 点 z CoCT) 处 逼近 {T。JjN 是 稳定 的 。 由 引 理 3. 16 可 得 
E OKE R (2) 2800). _ 


命题 5.] 在 条 件 (5.3) F, KA zi >R, (2) ци 充分 大 
时 ， 对 zEp(T) 是 连续 的 ， 并 且 对 是 一 致 的 ， 


证 明 iz E p(T)， 
Ts—-Z=T,.—Zot+2o—-Z=(T,~Zz0)[l- (g— zo )R,(Zzo)J. 


可 以 形式 地 表 为 ， R, (2) = (2 4-9L (2-29) R, (292 J") 
R,(z|). HIZ- zo | <| R,(z y] t, PRR. H 
(5.3), 4n>N(zo) BF, RaZ] <M). WHEAT e, 
0О<е<1, FEN (z0) [EBR3nN(G W, Blz-zel« 
e/ M (290183 2] 


1R。(z) - R (Zo) |< ||R,(zo) 5 емо), 1 
h= 1 


推论 5.2 UK OCT) 的 紧 子 集 ， 若 对 所 有 的 z EKk 满 
JE (5.3), W 


sup IR, ,(z)]| < МСК). 
EK, ">N (K) 


证 明 对 任何 六 0， 紧 集 和 有 一 个 由 直径 小 于 的 集合 
组 成 的 有 限 履 盖 。 因 此 对 中 的 每 点 x ， 存 在 z。 使 得 |z 一 z .| 
<e. 并 且 存 在 有 限 数 《如 z.〉 使 ， 
| е, (2) |< |8, (2) -R,(zZ,) + [RS Gl. 
应 用 命题 5.1 AERA ЕНД ИЕ. LJ 

YER p А18 X Јогдапњ, WET LWE (5.3), 
Wj3 n>N), TAFT. A. WHAM SNC) 38 
应 于 o(T，,) П 4 的 谱 投影 P,。 是 明确 定义 的 ， | 

1.2.1 BRE Р, WARE 

RA AR огап Г, Æp T) ЕТЖ, HER 


XpIr:pjEPWdz, T.-z—T-z. 


命题 5.3 EXIBPDEBz,T,-zT-z, MP, >P. 
证 明 显然 由 推论 5.2, 在 PP 上 积分 民 ,(z) 一 及 (Z) = R, (2) 
(T- T,)RG), (T— T, )R(z) €C%#(X)>5 AWM ШЕН) x, we 
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z|—(T- T,)R(z)x Xl z Єр(Т) 是 连续 的 。 从 而 对 所 有 的 
XCXERnNOGDD, 


meas Г 
2x 


-TOR(GOxl. O 


推论 5.4 ЖОРЫГ ЕЙ, Т„-2>Т-4, Mj 4 n 
Za КЫ, dimp,X>dimpx, 

证 明 由 于 dimPX= 和 <co， 显 然 由 命题 3.10 可 得 。 LJ) 

ВИА УС г, {Ta} ARER Wxpn 
NCT), olTa П АЗЕ. 

1.2.2 оТ.) П A 的 收敛 性 

设 {1T, a 在 A 一 {X} 中 是 稳定 的 ， 在 这 个 较 强 的 假设 下 、 
我 们 来 证 明 oC(T,) N 4 的 收敛 性 。 | 


定理 5.5 若 对 4 - (AY 中 一 切 z T.-zT-z, W 
limro(T,) C Al= (N. 


| 


(| 


证 明 Hee > ORE. Д.:= А – (z; [z-Al<e} RAM 
у.:= {23 [z-A| =e}, CORA MUIR, 5.3), WE 
p(T) 的 紧 子 集 。 HEB. е > 0， 存在 NCe) 使 得 

sup | IR, (z)|l < M (ë) 


zeAg,n>N (e 


|CP- P,)x| < M(T )max|(T 


"lill p(T) 8 T ҖЕ 
K K oT) fq + Ж 
mm] 


图 5.3 
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定义 
P.:= = j R (z)dz 

并 由 此 定义 Pre. ÆRA P.= P， 由 推论 5 4, HAW Nn > 
N(e), dimp,,X>dimp,X =m. 这 就 证 明了 o(T) 的 下 半 连 
ЖЕ. XT. ЕЛА, HRB Yn ANC HM, ALC 
p(T.)。 于 是 得 到 gc(T) 的 上 半 连 续 性 。 Г 

注 记 为 了 简便 起 见 ,假设 入 重 数 有 限 , 是 因为 我 们 的 主要 
兴趣 在 于 Qo(T) 中 点 的 数值 并 近 。 但 是 应 该 注意 到 对 V- 品 中 
的 z2，V 是 DD 的 邻 域 又 是 ol(T》 任 意 一 个 非 空 紧 子 集 ，T, 一 2z 
—T-z # ih Alim, dist(o(T,), D) = OLEI Mills (1979a) 
PERF D BI iS ERI. 

晕 近 {T,} 的 稳定 性 对 于 o(T,) N A 的 收敛 仅 是 充分 条 件 ， 
这 可 由 如 下 的 例子 说 明 ， 其 中 逼近 {T,} 在 p(T) 中 的 点 - 1 处 不 
稳定 ， 但 T, Hi RU. 

例 5.5 设 X=12， 及 典范 基 {eijN。7T 为 到 e, 上 的 正 交 报 


影 ， x = Z T-1Xi 6; >Tx=xi;e;,, 
AAT, : XiT, x =X, 0, +E? Zi 416i ЖЕТТ. o(T,) 
=o(T)=(0,1), HIATRT, WRATH, 


ICT- T,)z| <| E zi. e;|—- 0, Hno, 
im n 


在 基 {e;}i" 下 ， 相 应 于 T, 的 矩阵 А, 定义 为 ; a; i= 0, i, j 
= Tyree ‚2пһ, 除去 al = 1, aj-1,;=1, i =n+2,-+,2n. 
容易 验证 jCT, +1)71[5>(п/2)1%, MHT.) 在 p(T) 中 的 点 
~1 处 不 是 稳定 的 ， | 

05.4 设 工 为 例 5.3 中 的 投影 ， 现在 由 T,:x= X7.,xie,; 
19х16, +x,e, ЖЕЛ. 1 是 T, 的 二 重 本 征 值 ， 其 本 征 向 量 为 
efle, MMAR п, 2=dimp,X>dimPpx=1, X noc 
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时 ， 第 二 个 本 征 问 量 e, BRATO. T, fl T BJ WW EH АЈА, 
但 1 的 重 数 不 同 ， 这 导致 本 征 回 量 不 收敛 

b] 5.4 表 明 仅 考虑 复 本 征 值 的 收敛 是 不 够 的 . 为 了 得 到 本 
征 向 量 的 收敛 ， 要 求 保 持 代 数 重 数 的 本 征 值 收敛 


2. 保持 重 数 的 本 征 值 的 收敛 

对 代数 重 数 m 二 二 的 本 征 值 入， 用 以 下 条 件 来 定义 在 A 中 
ha fs sk COR Ta- z— T — 2i | 

(i) T,—-z—T-z, ЕСА - {А} 

(ii) dimP,X=m, WHAAH n. 
XX 8 Р.Т. T OCT П АШИ . Bk, ШЖ (1) 
和 GD Rar, 但 G) RAT EW z Rar, WHE ET,-~ 2 


一 本 一 Zz. 如 果 在 A 内 (或 在 PT 上 ) T,- z>T 2 ЩТ, WEE A 
上 (或 T 上 )〉 是 TT 的 强 稳定 逼近 。 正 如 我 们 所 看 到 的 ， 强 稳定 
性 蕴涵 着 保持 重 数 的 本 征 值 收敛 . 


命题 5.6 车 T, -2 一 T-z 对 A 内 的 ?成 立 ， 则 对 充分 大 
Hin, OT) 站 A 恰 由 m 个 本 征 值 组 成 (包括 它们 的 重 XO . 

WES] FE A ~ {A}, Т.Е, WNT), 
OT.) N ARTIE. AK, 1538 —3E387.6 5 9g LO (T) 
是 分 离 的 ， 并 由 定理 2,27，o(T,) 站 AJEP IT, IP, iu HIE, ЖЯ 
充分 大 的 n，T, EM, =P, X 内 的 部 分 ， 秩 为 m = dimP,X. 
它 的 庶 由 m 个 本 征 值 组 成 (包括 它们 的 重 数 )。 Г] 

FE AVI, {Т„}м 的 强 稳定 性 是 保持 代数 重 数 的 本 征 值 收敛 
的 充分 条 件 〈 人 参见 例 5.3) . 


5. 本 征 向 量 和 不 变 子 空间 的 收敛 
设 À, C Qo(T) 的 代数 重 数 为 关 。 在 本 节 中 ， 假 设 在 了 上 
301 


T,-z-T-z, #— Jordan 曲线 孤立 入 : 对 充分 大 hyn, 
ET KAFEE J mH REA. KAR TART, 的 不 同 本 征 
值 Xi。 ЖН. 
3.1 XAFS l] AP] бз К ak l 

HG» п=1,2,+е, 为 X 的 子 空间 序列 ，、 它 在 某 种 Ж 
义 下 收敛 于 子 空间 G。 假设 dimG 一 cc 。 

定义 G。 (或 G) 的 单位 球 ; 

Bç,: ={xXEG,; lxl<1} (Вс: = (x€ G, |xz| «1D. 

我 们 关心 如 下 两 个 条 件 : 


(1) ҮхЄВ:, эх, ЄВ:,› 8х, > x. (5.4) 
(2) 对 任何 序列 {х„} м, Xn E Begs ARF 序 列 ， 即 
qx E Bg; 1554 n СМ, СМЕ, х, ә х. (5.5) 


引 理 5.7 Æ dimG-co 的 假设 下 ， 条 件 (5.4) Zi df dim 
G,>dimG， 而 条 件 (5.5) 蕴涵 dimG, <dimG, 

证 明 ”因为 G 是 有 限 维 的 , 它 有 补 子 空间 G 使 得 ; X = G@ 
G', 4 G*1-«G''cX*, Жа: = боб, B(x}! 是 G 的 规范 


it, HBri 是 G* 的 伴随 基 ，《xi，x;>=6;;, i, j = 1, 
…, a. H G.4), Ж Xin C Be, Eia Xi’ і = 1,0, 
a, Fuh <x*, Xind >bij An ETR, 1 eTR a)i 
在 G, 中 是 无 关 的 .将 引 理 3.12 应 用 于 G 和 G,， 第 二 个 蕴涵 关 
REBRA. O | 
3.2 REFS 65 E КЁК Ж 

我 们 考虑 不 变 子 空间 M:=PX GE М„:=Р„Х=©*", 
Mi.) 它 相 应 于 工 的 本 征 值 和 (或 卫 内 T, 的 所 有 不 同 本 征 值 ). 
Y CÈ у.) 表示 M RM.) 中 的 任意 向 量 。b。 一 般 是 不 变 问 
E (相应 于 械 内 T，, HARARE HRERS. 

定理 5.8 d (T, RTM. BET LRR Æ, WP, 
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—PHO9(0M,,M)—0, | 

证 明 : 这 是 命题 5.3、3.13 和 3.14 的 简单 推论 。 0 

RM WER MAM, ZAHER n >on RTO. AM, 
目前 我 们 对 本 征 值 的 了 解 只 限于 T, 那些 在 和 卫 内 重 数 为 m 的 本 
征 值 . 
习题 

5.1 #fEP ET.-z-T-z, WEBB ММ, 的 不 变 子 空间 
满足 条 件 (5.4) 和 (5.5). 

5.2 (Р-Р) Р, |= 0 推导 出 M 和 M，, WE (5.5). 

5.3 在 习题 5.1 的 假设 下 ， W X] Y C MKD, ЄМ,, Н 
lol = 1, 4и > co ñf, dist(y, M,) #idist(y,, MO BF 
0, ЖФ 1151(х, М) B inf, enle- yK sg X. 

可 以 得 到 习题 5.1 E | 

定理 5.9 RIT J RTWB, BET LEX. RRMA 
M，, 的 不 变 子 空间 满足 条 件 (5.5)， 则 {T,} 在 上 强 稳 定 . 

”证 明 留 给 读者 。 

习题 E 
5.4 假设 D =X. S (T,) AT EBJT ХЕ, H. 
E TIST, WITTER A BJ T БАЕ, H 
[Р„—Р|— 0. ) 
3.3 AAEM к & 

我 们 仍然 假设 在 A 内 T, ~ z 一 >T- z BE An ЕТ, 
收敛 于 和 的 本 征 值 序列 。 与 和 ,相应 的 本 征 向 量 为 9,, jp.i = 1, 
Q,CE,:-2Ker(T,—-A,), E:=Ker(T - X) 内 的 任何 向 d 
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9 是 相应 于 入 的 本 征 向 量 。 RIS a: =dimEZ g,: =dimE,. 
АМ, ME, 之 间 的 区 别 。，M ,是 相应 于 A 内 所 有 不 同 本 征 值 
的 不 变 子 空间 ， 而 E, 是 相应 于 某 个 个 别 本 征 值 和 ,的 本 征 空间 ， 

定理 5.10 KT awk TWEEN, HEARERS. WH 
任何 收敛 于 入 的 本 征 值 序列 入 ,及 对 任何 相应 的 规范 化 本 征 疝 量 
{Pahn 的 序列 ， 存 在 一 个 收敛 到 相应 于 某 个 入 的 本 征 向 量 p 的 
子 序 列 。 此 外 ， 

dimKer(T, ~ А,) <dimKer(T — À) 


证 明 DL CE,, |o,l= 1. AAP, =P, 'E,S M, 
内 的 有 界 序列 fon AMMAN е Cle = 1) 的 子 序列 
{Panen HR 


R(2)@ -Žo = (RG)- В, (229 + R, (z) (@ — Фф, ) 


l 1 1 
À 十 (== 2 - =) Ф, +76 Pn —- 9) 
z 和 PP，HENiI， 可 得 Rz)p = (A— z) ”1p Ho ESF E WA 
征 疝 量 .。 HO5|Z#E5.70f Bo, <g. E] 
例 5.5 х=, e: CR. 


1 0 1 0 
^-(. Qu 4) 
Р 1 eB 0 1 


A, 的 本 征 向 量 为 : 64 = ( ，) ， 它 也 是 A 的 本 征 向 量 ， 但 任 


WR? PHA EHH, SEAWATER RA SHE A, 的 任何 本 
fiE 8] E FF ATI ER FR, 

5.6 当 闫 > 工时 ， 我 们 仅 能 得 到 本 征 向 量 序列 的 一 个 
收敛 子 序列 。 设 和 = 展 ?，e СЕ, © 
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1 +ecos2/e 一 ssin2/s 1 0 
А. = (L esinz/e 1 _ ecosz/e) 2-0 7 G » 
A, WE dE fg l+ e, Ж E IJ BW (sinl/e, cos1/e)* 和 
(cos]/e, —Sini/e)’, 34 e€ — 0 时， 这 两 个 向 量 的 极限 不 存 
TE. Hp eg: =1/2kr 定义 的 子 序列 当 k оов Fe. Me. 
习题 

5.5 ”假设 入 是 单 的 且 在 Tr 上 T,-z 一 >T-2. 

HEAR: G) WEWEEE. FEPER p, 满足 Фф. 
фз 

(її) HEIRE Pn PEREK O) (不 依赖 
Fn) (G4 n-o, діѕі(ф,, {р})-— 0. 

在 保持 代数 重 数 的 假设 下 ， 对 于 几何 重 数 ， 一 般 只 能 得 到 
9r 夺 gg。 其 结果 ，(5.4》 可 能 不 被 EE 中 的 全 部 本 征 疝 量 所 满足 
(会 见 例 5.5 和 5.6) 。 河 所 有 E 中 的 本 征 问 量 满 足 (5.4) 则 对 
充分 大 的 hh，9g, = 9g。 即 保 皖 几 何 重 数 . 

事实 上 ， 一 个 重 本 征 值 通常 被 m 个 单 本 征 值 的 集合 所 充分 
逼近 ， 因 此 当 精 确 本 征 值 的 本 征 回 量 多 于 一 个 时 ，g， = 1 小 于 
g. 

例 5.7 我 们 考察 在 例 1.6 中 定义 的 N x N 3BEE ACE) 的 序 
列 。A(e) 有 NN 个 单 本 征 值 Ms(e)= 1 +el/Ne?ihx/N, k = 0, 
1 ,…,N 一 1 ， 收 敛 于 代数 重 数 为 N 的 重 本 征 值 ^=1。 入 和 
ВЛА, (2) 有 相同 的 几何 重 数 1 。 因 此 每 个 相应 于 2x(Ce) 的 本 
ERE p (е) WAF ei, e: EAT AME—-R ATED SR. 38 
SE b. Ша, (2): = 1 – А, (е) t] 


фе) = (1, а, (е), а? (е), +, aN-l1(e))—eT, 
б -—> 0 


BZ, EIT 在 4 内 的 强 稳 定性 确保 了 : 


+ Жошы a ae ea BU AR al He] ABI ie t SRI D p t ER EL aie ot Fa AMDHENE: BF: - " p 
“ачылышында: ee e ARTS MC RR rr с s 


(a) 在 4 内 保持 代数 重 数 的 本 征 值 收敛 ， 
(b) 不 变 子 空间 的 间隙 收敛 ， 
(c) 对 任何 本 征 值 序 列 X 一 入 ， 其 相应 于 规范 化 本 征 阿 
АВ, HdimKer(T, ~A,)<dimKer(T-— A). 
当 没 有 引进 数值 不 稳定 性 时 ， 保 持 代 数 重 数 的 假设 不 能 前 
弱 。 例 如 ， 对 本 征 向 量 在 定理 5.9 中 定义 的 收敛 性 不 再 有 保证 
(参见 例 5.4). 
3.4 T, T X9 OG 
我 们 考虑 情形 : 在 和 中 的 方程 


Tp = №, p = О (5.6) 
H X, 中 的 离散 方程 
<. Ф. = А, Фф. Qa 0 (5.7) 


KiB. HM. REPS, Powe Y H X, 到 
其 自身 的 算 子 : 20,02): = (007, - 2) ! 


D, = 2. 
Ba: %, X, 为 相应 于 TT 内 ,的 本 征 值 集合 的 不 变 子 空间 ， 
现在 我 们 考虑 T。= 夕 ,Tz, 和 XX 中 相应 的 方程 ; | 
| Т.Ф. = АФ. Фа 0 (5.8) 
Hn 0, (5.7) 和 (5.8) 是 等 价 的 . AA= 0， 任 何 〈1- 
fn) 居中 的 向 量 对 T。 来 说 都 是 本 征 向 量 ， 但 对 字 , 来 说 则 不 是 . 
我 们 已 经 看 到 ， 对 z +0, | 
В, (2) = (Т, – 2) Y= Z, (z)m,-— (1/z)( 1 — T). 
B, # r+ 0, 
Pat =з | Rdz = 2.2, 
M,:=P,X=%,, EdimM, = dim./, 
ikut BERGE Y H F RARE ELBE A VI ESL BRE EES 
理 的 : f 
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[ 2, az, IT CO (Far. 


G)  T,-az,—»$T-z, #ЄА-{А}; 

Gi) dim@,X,=m, nK. 
我 们 记 之 为 在 A 中 T。- zz 一 > 了 一 2, 

引 理 3.11 的 如 下 推广 成 立 .。 BOA A C Qo(T). WA nf 
ANS 0 Jordan 曲线 所 孤立 . 

引 理 5.1] # T, 属于 类 DD， 则 对 入 去 0 及 A 和 A 内 的 xz， 下 
述 两 条 等 价 : 


(i) Т, - 2л, S T-Z, 


(i T,-z —> T -— 2, 


证 明 留 给 读者 . 

如 果 入 是 Qol(T) 的 非 零 本 征 值 ， 前 面 的 定理 可 用 米 证 明 谱 
KA. 
习题 


5.6 (HO Соот). OMA Mir, DEXTRA. 


HT, 属于 类 94848 T, — zx T — z 在 4 中 成 立 。 证 明 
(oF) П Alo 0 上 且 保持 代数 重 数 ， 并 有 @ (Z, M)— 0 ,其 
HHA, (RM) ET, (RT) [ЛНУР o (Z, A (或 0 ) 的 
不 变 子 空间 。 

4. #EHilbert 空间 H 中 ，T 和 T, 是 自 伴 的 情形 


H J: Z Б Hilbert SH, THT, 是 稠 定 自 伴 算 子 。 则 
前 面 的 定理 可 简化 ， 这 由 第 二 章 第 8 节 所 述 的 自 伴 算 子 的 性 质 
所 致 ， 
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上 a “to rem pe err Fer a Rm 


4.1 特有 的 结论 
当 了 是 自 伴 的 ， c(T) 是 实 轴 的 一 部 分 。 
定理 5.12 设 T 和 T, 是 自 伴 的 . 若 T, 是 工 的 逼近 ， 则 c(T) 
在 其 任何 点 的 邻 域 内 是 下 半 连 续 的 . 
证 明 设 和 在 o(T) 中 给 定 . 对 给 定 的 & 0， 我 们 令 
z:= A +ie, 2 ED (T)W. 
102) 1 = [dist(z, o(T))] "1 = 1/e, 
IR,XGO| = [dist(z, o(T,))] 1<1/8, 
Т. 2 是 稳定 的 ; 因此 


R,(z) >R(z) B. [R(z)x] =lim|R,(z)x] 。 


К(2)х 
sup Rp re 


¥H 0 
vex е, Н іх |= 1, [RCGOx|z1/2e. ЯЛА n, 
ПЕ, (2) 12218, CGOxlz 1/38, 
fi o(T a) WHER, (EIA, z |<3e, ЦА, Ajade, 1 
15.8 WH=L?(0,1), HAR W E X Æe (1) =w 2 
Sinimt, i CN. T Rx(t)——(cosrmt)x(t eX, 0(T) = [-1, 
1Ј.ШЕ,Не.,е,, ‚е. К. Т.УТЕЕЕ, 中 的 Galerkin 
逼近 ,相伴 矩阵 和 4, 的 元 素 为 ; 
а, j; = ((соѕзліѓ)е; (г), ei(t))=0 


- 01 — 1L 
asiaani 3 11,81, 
O(T,) 0C A,2Ut0) = [cos is i=1, =n} U{O) 


ш n оо, 7-1, 1] 的 每 个 点 都 是 4。 的 本 征 值 序列 的 极 
m. 
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习题 
5.7 设 T, 是 自 伴 的 . 车 T, 太 T,， 则 对 5 内 的 任何 2， 


Ta- z>T-— z, .2,2 0 
设 X 会 于 О, (T) BROJ m A T 孤立 .我 们 仍 采 用 上 节 的 


定理 5.15 设 T，T, 是 自 伴 的 旦 工 ,一 工 。 存 在 NCTF dh 
当 n> NCT)NHN, TOP(T,), P,—P. 

证 明 这 个 证 明基 于 T 和 T, К, ЕЕ Е В 
节 中 已 经 给 出 了 定义 。 Kato (1976, P.432) 证 明了 对 任何 不 
是 工 的 本 征 值 的 实数 LL 有 Е„(и)—>Е(и). iZ u <и, ET EX 
轴 芍 交点 ; P = E(u,)—- E(u,), BRIA 5.4, X n max 


(N(41)，N (4s))，P。 有 定义 是 P。->P。 在 [Li，ks] 中 存在 T。 
ЖАЛ ті. 

我 们 CU SI TEA- (X) 
рТ, BJP ETE BACCI. 
N 4 的 收敛 , MERET. IE 
规 的 ， 我 们 可 证 明 其 逆 也 是 正 
确 的 . 

引 理 5.14 AT, 是 正规 Е 5.4  - 
的 ,lim, ГОСТ.) П A] = {А +e 
涵 对 4- {A PREI 2, ATE (5.3) 成 立 。 

证 明 ЮК, C22] =1/dist(z, o(T,D BRATE. C) 


315.15 WT, T KR, HT. T. 车 对 充分 大 
的 nn 有 dimP,XX= m, MoT YE А 的 邻 域 内 是 上 半 连 续 的 ， 且 
|P,-P|— 0. 

征明 BER, АЯ] п> N, Ble, LIK ЛЕТИ т Ж 
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mip. 
enses RR NENT a ee i Te REE Vae eoe 


征 值 。 现 对 任意 & > О, FEN © ) 使 得 当 SNC EM, Æ 
(A-E, A8) 内 有 至 少 m 重 的 本 征 值 ， 参 见 图 5.4。 因 此 当 
n>max(N，N(e)) 时 ， 在 (u), А- 8]sk[A +ë, u,) 内 不 存 
Ж o(T,) 的 点 。 这 就 证 明了 在 [Ai，&z] 内 的 上 半 连 续 性 。 由 


于 P 和 P, 是 自 伴 的 ，P。~>P Р-Р, 0. Г] 
命题 5.16 设 T 和 T, 是 自 伴 的 。 下 述 两 条 等 价 : 


(i) Ta- zƏT-— z, ZEA, 


Gi) T,>THdimP,X=m, n 充分 大 . 

证 明 ”直接 的 蕴涵 关系 是 显然 的 。 我们 证 明 其 逆 。 由 定理 
5.12 和 引 理 5.15 直 接 可 得 o (TT) 在 A 一 {X} 内 的 连续 性 。 由 引 
弄 5.14 这 又 等 价 于 稳定 性 。 癌 | 

因此 在 自 伴 算 子 情形 下 ， 只 需 证 明 保 持 重 数 . 

2] 8H 

5.8 RAHM hon. WMP A GRA) , THT, 
是 自 伴 的 .证 明 若 T, -z— T - z fE Adh На. = 9, Wa, 
有 逼近 入 的 本 征 值 .这 在 实际 上 难得 满足 ,除非 9= 1 (参见 5.6)) 
4.2 强 稳 定 的 充分 条 件 | 

自 伴 算 子 工 称 为 是 下 有 界 的 ， 如 果 它 的 值 域 {(Tx, x); x 
EDD} 是 实 轴 上 的 下 有 界 子 集 : 

(Tx, x)2y|lx]|?, хер, HEILA. 
TERETERE, Вост) С (У, +оо), Bh Kato (1976, 
P278) 。 我 们 假设 T RT.) 是 下 有 界 的 自 伴 算 子 ， 其 谱 的 
FRH: o, (T) (о... (T,))， 它 包含 有 限 个 重 数 有 限 
的 孤立 本 征 值 。 设 其 按 重 数 的 递增 排 成 后 (Он) ‚ i=l, 
wee, k. ` 

命题 5.17 TAT, ABM. SBT. 的 本 征 值 满 
Ди „>н, i—1,-,k, ШАТ, ) 在 0;,:(T) 的 基 令 域内 是 
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强 稳定 的 。 

证 明 只 需 证 明 保持 重 数 。 我 们 假设 凡是 单 本 征 值 。 因 为 
BP. <и. ИВЕ йЈ, РТРС, , Еа) РИХ АЕН, .. 
习题 

5.9 证 明 当 和 T, 是 上 有 界 的 ， 且 谱 上 部 仅 含 重 数 有 限 的 
孤立 本 征 值 时 有 类 似 性 质 . 

例 5.9 设 a(w,v) 是 Hilbert 空 间 V 上 的 强制 Hermit 半 双 线 
性 形式 . 设 {V,} 是 V 的 有 限 维 子 空间 序列 。 且 设 谱 的 下 部 oi 
向 重 数 有 限 的 孤立 本 征 值 组 成 . 我 们 用 相应 于 {V ,} 的 Rayleigh 
一 Ritz 方法 来 逼近 这 些 本 征 值 。 则 4&;, 宇 4;( 见 第 四 章 ). 
Rayleigh 一 Ritz 方 法 在 is: 邻 域 内 强 稳定 。 — 

例 5.10 设 工 是 有 界 自 伴 算 子 。 可 以 认为 了 是 上 有 界 又 是 
下 有 界 的 。 我 们 假设 下 部 oi... CREM...) 由 有 限 重 数 的 本 
征 值 组 成 。、 设 {E,} 是 昌 的 有 限 维 子 空间 序列 。 хл. Е, Е 
的 正 交 投影 。 用 m Tx, XK 逼近 本 征 值 ， 利 用 本 征 值 的 最 小 一 
最 大 性 质 ， 可 得 ui .入 vi CR Se ， 因为 在 c,,* 中 最 大 本 . 
征 值 v ; 按 降 值 排列 〈 或 在 ist 中 最 小 本 征 值 &i 按 增值 排列 ) . 
这 表明 由 ci 和 0;,,, 的 邻 域内 的 正 交 投影 定义 的 Galerkin 方 法 
是 强 稳 定 的 ， 
习题 | 
5.10 та НЕН л, ВЕ, ПЕВНЕ С — {0} 
内 Galerkin 方法 的 强 稳定 性 。 


5. 闭 算 子 的 逼近 的 强 稳定 性 


直至 目前 ， 利 用 在 的 某 邻 域内 T, 的 强 稳定 性 ， 我 们 已 
给 出 了 保持 重 数 的 本 征 值 收 伍 的 充分 条 件 。 主 要 的 不 足 是 其 含 
有 关于 未 知 本 征 信和 的 信息 。 在 本 节 中 我 们 对 此 将 有 所 改进 . 
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И А eae erin а кылта 
кы о чазоро AME EAM AR PEA SAH ад: Cr 


首先 ， 我 们 利用 入 某 邻 域内 的 正规 收敛 来 描述 HE LOD, 
多) 内 的 强 稳 定 收敛 特征 。 然 后 证 明 在 第 三 章 中 定义 的 各 种 收 
敏 性 ， 给 出 了 保证 {T.} 强 稳 性 的 充分 条 件 ORE T TE 
AO ， 该 强 稳 性 不 在 T 的 任何 重 数 有 限 的 孤立 本 征 值 的 荣 邻 

为 了 上 述 目 的 ， 我 们 引进 在 p(T) J Oot) Armee Aw 
Ba. WT.) ( X)rih ik Т T Сех). 

EX T,-z—T - zf p(T) J Qo(T) 内 成 立 ， 当 且 仅 
M. | 

(i) T,-z—^T-z, 对 所 有 的 z Ep(T)， 

(ii》 对 工 的 任意 有 有 限 重 数 m 的 本 生 信 (Hi HH Zü DK 
3),3W n> N(T)B. dimP,X=m, 

EdEpCOT)UQo(CT) W T, -—z22T — z, WIT.) HWE 
OCT) Ч Оо(т)Ә ЧТ Э $8 CIB. 
5.1 i£ LIE dk 

我 们 在 第 三 章 命题 3.17 中 已 经 证 明了 ， 对 所 有 o (TRH 
z, Ta- z2>T -z<=>T,-z—T — z 。 在 给 出 两 个 预备 引 理 
>, RADE ES D, X) 内 的 更 显著 特性 . 我 们 知道 ， 当 
RTA DEAS УЕ, 得 到 Banach 空间 D (参见 第 二 童 第 '6.2 
Жу. 

引 理 5.18 ZEVCOXO B, #T,fFf T HEdim(KerT) «ee, 
H T,—T, Wdim(KerT,)<dim(KerT), 

证 明 2 K:=KerT, K,: =KerT,, Bir EK, PHA 
界 序列 。 由 正则 性 T,x,= ОЖ BST 3%% n CN , CN Bf, x。 一 x 
而 Tx= 0 。 因 此 x C K, J#5|885.7H FK #lK,, MHOR 
Hyon, dimK,<dimK. O 
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引 理 5.19 OX) PST AT BEET, -z—T — 
z， 则 (T, -А) (1 -PD#HU-P.)X AWD, Н-9025 
界 的 。 

证 明 由 假设 , P,>P. 对 z€ A, 令 

5 „(2):= К,(2)(1 -P,). 
相应 于 T 内 的 本 征 值 ，S,(z) 是 T, 的 约 化 预 解 式 ， 对 本 内 的 z 
它 是 解析 和 的。 利用 T,P,x=P,T,X，x €D, Tli s 
S,M) СТ, -3)(1- P,) 21- P, = (T, -А)(1-Р,)5,(А). 
文 就 证 明了 在 (1 -~P. XACT, - А) (1 一 P,) 是 可 逆 的 ， 其 逆 
55,00. BF S,G) BRET AN z 处 解析 ， 由 最 大 模 原 理 
得 到 : | i 
18, Oo | <тах |, (2) 0 - Polis (maxi R, (2) |) I -Pali D 
习题 

5.11 BT, Т„ЄФ(Х). WWE E, Ta-2>T - 2 


蕴涵 5.02) 25 (А) = S，。 即 相应 于 入 的 T 的 约 化 预 解 式 . 
定理 5.20 (Vainikko) # £(D,X) A(T) U8o(T) 
中 所 有 z ， 如 下 两 条 等 价 : 
Ci) T,-z—T - z, 
(11) T,-z—T - 2. 
证 明 设 和 EQo(T)， 重 数 为 m 且 为 所 孤立 。 我 们 必须 
证 明 在 作 (D，X) 中 有 等 价 人 性 ， 
在 A 内 , T, —2z2>T-— z GT, — z — z , 
在 证 明了 命题 3.17 之 后 只 需 证 明 ， 
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ЦРНИ РИН А НАР аа NE 


Ta- Аэ Т — À &>dimP, X =m. 
(1) НЕ, EW T fi T, € LIX). Ж GO 成 立 ， 对 充 
УКИ n, dimP,X >m, Ж dimP,X2>m+1, NEN, 
CN, 至少 存 在 T, 的 m+ 10 GHB) Af SUP: 


Bao X, i= 1, ,т+1. BAT, -Hin >T- ААП? 


(Ta~ bin) CT А" (参见 习题 3.9 和 第 三 章 3.10)。 则 
dim(KerII7*:1(T, -4;,)) «dim Ker(II7:21C€T —200, RNS 
SIE m-c-l1sxm. 反之 ,车 (ii) 成 立 ， RRBAE 列 lx, ч 
使 得 当 n CN См, (Ta Ах, У. W x, = P,x, + (1— 


P,)x,,. 4 n EN:CN, BF, P, >P E. P,x,— u = Pu, X} {E 
意 XEX, (T,P,-TP)x- P,CT,— T)x CP, — P)Tx—0, 


T,P,OTPHT,P,X —SUS EE. 于 是 : 
(T, - АР, х, – (Т - А№и= (Т, —A)P, (P x, — и) 
+ (Т.Р, - ТР)и- (Р, – Р)и- 0 
H (Т, – 4) Pax Py=(T- Au, BAZ: = (Т, )(1- 
P,)x,, Zí47Y - (T - Аи, НЕ 5.19912] 5.11, (1— P, ,)x, 
=S,C0)z KS u = S (A)y. Wn CN, x,— u +v HE 
(T —AÀ)(u+u)= Py+(1- P)y= У. 

(2) MT] T, ECON, RIELO, x) 内 考 
Ж їй, Hd (1) 知 结 论 成 立 。 

(3) 在 名 (X) 内 我 们 仅 需 要 利用 习题 11 来 证 (D 
(i), O 

命题 5.21 iH ID XAR. WEZ OD, XB. 


Т. —T BBB p(T UQT) AT, -~2—>T — z, 
证 明 BRI ABS. LOE Y 4 z€ CH, T,-z—T-z. 
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注意 到 P(T) UQo(CT) = CRB. L! 
5.2 fe BAK Sk 

RERIK ЕЕН — © 4 1] W 9c 9p 26 H А 38 АЕ W СВО cy 
KATE. 

设 0 CoCTO. 首先 定义 径 向 收 鳅 ，T, эт, BM. 

(i) T,—T) 

Gi) 下 述 条 件 满 足 : | 

4€»0, JN, n>N, 7,0(T-T,)T !)«e 

注意 到 (TT 一 T,)T -+=1~-T,T-"! 在 定 域 X 上 有 界 。 因 
此 它 的 谱 半 径 是 明确 定义 的 ，。 

现在 我 们 用 两 个 条 件 对 zEp(r) 来 定义 一 致 径 向 收 伍 T, — 
2 ‘Т — z | 

Ci) 对 任何 z Ep(T), T, 一 2 >T — 23 

(її) Ye>0. VoCDBRISK, ЗМК), п 2NCOO, 

supr, (Т - TORG)]« €. 


习题 
5.12 证 明 : ET - T,|— OR T,— T MBS fE p( T) 中 
T,-zUT-2,. (提示 参见 例 3.8 和 3.9) . | 
定理 5.22 对 p(T) 中 的 z ， 一 致 径 向 收敛 T, — z—T - 


z HAEC) UQoCTO ARR ERAT, -2>T- z , 
证 明 设 入 EQol(T) 的 重 数 为 m， 被 所 孤立 。 由 假设 ， 


存在 NT) 使 得 


sup r,[(T—- T,)R(2)]«1 
n<n(T),7€5 


由 命题 2.20， 对 z ET), ARAT - Т.) RCO) HRE 


315 


是 上 半 连 续 的 、 于 是 当 n > N (TD) 时 ， 

max r,{(T-T,) RG)]1« 1. 

z gi 
И Ж ШЕННЕ {ЖШ Ж. dimP.X= т. 5 dte, RISB, H 
nhNGDO, F-Fi T (t): = T — t(T— T, RRMFBSR. 
T(0)= T, TOD^T,. ERE 


— 1 
P (t) =-=] (T (t)— 2) dz 


EAL CC; jt] <1/r PHES Oe. Н. 


r= sup maxr,[( T ~ T.) R(G2)]. 
">N(:) Z 


条 件 r <] Riky t = 1 属于 上 述 回 盘 ， 因此 dimP(1)X=m，, 
Bl4n>NCr) i}, dimP,X=m. 


命题 5.235 X T, >T 有 旦 存在 整数 p 使 对 所 有 zx срт), 


т =T RG] 0, MHe(TIAT,- z >T — z, B 
对 p(T) 的 任何 紧 集 上 的 z J: — 3 W SX BS , 


A 设 K 是 p(T) 的 紧 子 集 。 我 们 必须 证 明 T. - z—> T 
— z 2 EK 一 致 成 立 。 dH 
r [(T— T, )R(z)1< £(T ~ тку]? 
显然 可 得 结论 ， D 
例 5.11 PT C%(X). ЖЖ (т - T, )R(z)||—> 0 的 邻 
逼近 T, 在 P(T ) 内 是 一 致 径 向 收敛 的 。 见 第 四 章 的 例 4.30. 


015.12 M iT — T,l оТ, это (TIARE— 


ABHRA. С EN 5.12) 。 当 工 是 紧 的 时 ， 如 果 x, 
1 ， 这 样 的 例子 可 由 投影 法 或 由 的 Sloan 变形 给 出 。 另 一 个 
例子 是 在 连续 函数 空间 ， 将 Nystram 法 用 于 带 有 光滑 核 的 积分 
算 子 ， 
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一 般 说 来 ， 一 致 径 向 收敛 是 强 稳 定 的 充分 条 件 。 它 在 解析 
- 摄 动 论 中 具有 理论 上 的 重要 性 ， 这 将 在 第 6 节 中 完全 显示 H 
来 。 还 有 一 种 重要 情形 ， 如 果 荆 在 艺 (X) 内 是 紧 的 ， 那 么 一 致 
径 问 收敛 是 强 稳定 的 必要 条 件 . 

ТЩН TEKH. ост) ЧЕЗ) F Qo(T), W 
о(т)\!}!Оо(Т)= € - {0}, 


引 理 5.24 若 T 是 紧 的 ,在 C — (034, T, - z — T — z # 
HBr.OT- T,)— 0, 

证 明 BR nom, r, (T- TQ) 0. WE # FE Z 
{v, jn, v, € O(T-T,), 使 得 ro(T-T,)= |val, В |У, > 
c> 0, 由 命题 2.24， 存 在 {ro}. HA Vp C N, 1х1 = 1H. 
lim,..|(T~ T,)x ,— v,x |= 0. T, T, T.- T J: RA 
界 的 ; Н |у, 二 M 。 我 们 可 以 假设 v, 一 v 关 0 。 因 此 

(T-—T,)x,—vx,— 0, lx,.l 1. 
тж], 4n CN ,C N, Tx,—». 于 是 有 : 
Т.х, +yx,— y, n ENI., 

(1) RH i — v OMT Qo (T), - v Ж Нг Fr E 
立 。 利用 引 理 5.19 0105, S, SC) = :S。 于 是 对 
CN;, | 
S,(—)(T,x, +yx,)— Sy, 
HF%nCN,CNi, Hx,ot:4SyBj, Р„—>Р, P.x t, Bj 
得 : , | 

(1— P,)x, >Sy. | 
利用 T,->T， 我 们 最 后 得 到 当 m CN, BX v0, lxl- 
1, Жух, > 0， 这 是 矛盾 的 . Е 
(2) 现 假 设 -vEp(T)。 类似 地 有 
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R,(-v)>R(- v) 
R,(— у) (ТХ, t+ vx,)o5 R(—-v)y, NEN,, 


x—R(-wy K vx—0.,. LI 
推论 5.25 车 工 和 T, 在 Hilbert SH PREAH, THR 


的 , 则 在 C 一 {0} 内 T, 一 z 一 T~z RT-T, {> 0. 
证 明 由 ro。(T 一 T,) = 上 T~ 了 TT, 显然 可 得 。 L! 
定理 5.26 (Lemordant) 若 T 是 紧 的 ， 下 述 两 条 等 M: 


(i) T,-z>T-z, 在 C 一 {0} 内 ; 


(ii) T,-z-T-z, fEp(T) W. 
证 明 由 定理 5.22 可 知 ， 相 反 的 蕴涵 是 显然 的 。 现 设 (D 
成 立 . 设 K 是 p(T) 的 紧 子 集 ， 我 们 必须 证 明 : 
Ve> 0, IN(K); Mn>N(K) W, УСК, Р, СТ — 
T。)R(z)]<e。 
我 们 假设 它 不 成 立 ， 因 此 
E>0, VN, an>N(K); r,LIOT- Ta)RO)]. 
=e, ZEK, 
By, Col(T-T,)R(z.)], BBrol(T- TRE] = |у, |, 
Ніу, | 宇 & 。 存 在 序列 {x。}m， [xal 1, 使 得 
(T- Т.) R(Z)x,—Y,x,— 0, n C N CN. 
V. ЕНН В vo у 0, n C€N,CN,. KK 是 紧 的 ， 于 十 当 
в €N,CN,Hj, z,—z 0, B [RG,)-R(2)|=> 0 。 因 此 
(T- TO R(z)x,—vx,— 0。 对 所 有 的 p(T) 内 的 2，TR(z) 
=1+zR(z); Wz: #08 
R(G) = ~1/z+(1/z) TR), 


TOMM ALERA eME N: ee = oc 


-其 中 TR(z) 是 紧 的 。 于 是 ， 
(T- T,)R(z)x, = TR (z)x, 
— Т.((1/2)ТК(2) — 1/2)x,. 
{TR(z)x,} 含 有 收敛 的 子 序列 ， 则 
Tarn ZYX > У, пем, с\з. 
应 用 引 理 5.24 的 证 明 ， 导 出 了 矛盾 。 L 
.习题 | 
5.18 iT COD, WERENT) KKZ R(Zo) 
是 紧 的 。 ШЕНЕ C P T, -z— T —- z УСС, РЕ, (z) — 
R(z)J— 0, 
5.14 由 定理 5.26 和 习题 5.13 推 出 当 闭 算 子 了 有 紧 预 解 
式 时 ， 它 的 逼近 算 子 T, 强 稳定 的 充分 必要 条 件 . 
5.3 T+#+-T 1ZD B] 55 5 
uEBBEE V CX) 中 ，T 的 逼近 是 强 稳定 的 重要 方法 是 证 明 
ELIX) 内 相应 于 T 1 ORFE) 的 逼近 的 强 稳 定性 。 设 入 
€Qo(T), X= 0. 
655.27 HT, T.C OO ETH, ELX) 内 ， 


记 A: =T, As = Ti1。 我 们 假设 T, 之 工 且 在 纪 (X) 中 1/X 
的 某 邻 域内 4。- 272A z. ME CX) 中 入 的 某 邻 域内 T。~ 


$ s 
z ——T— z. ， 4 


证 明 PEP BE ze =0C OCT) 时 的 特殊 情形 。 对 


zoEp(T), A t:i-l/G-7z), ъ:=1/(А—г). T. ST ВЖЕ 
v 的 某 邻 域内 


R, (Zo) — t —^R(Z9) -t. 
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这 列 涵 着 在 入 的 某 邻 域内 ，T,-z-~>T-z (见习 题 3.11 和 йг 
题 2,28) . Г] 

15.15 BARBIE TU RBH. Wi va A Roce x 
T 是 强 稳定 的 。 这 里 的 投影 即 为 由 基 哨 数 集 定义 的 椭 性 投影 . 

这 引导 我 们 去 研究 双 (X) 内 的 强 稳 定性 . 
5.4 ARIT | 

命题 3.18 可 以 推广 为 下 述 形式 。 

命题 5.28 如 果 下 述 三 个 性 质 之 一 成 立 ， 

Ci) [T,- Tl 0; 

(11) T,—> T) 

(iii) T,>T 
则 当 z € p(T) С Оо(Т) Bj, T.—z—T-z. 

证 明 因为 (i) 或 (11) Bi (111), ArU R BG uE Hh 
T, STY \ C Qo(T), T, - >T - X. 设 B8 为 单位 球 ， 
x, € BE (T, - r> Y. 4 n EN CNi, (Т-Т„)х, 
>u, FH (T-3)x,—5y»y*u, nCN,. Rilidx, = Рх, + (1 
— Р)х,, Hn €N,CN, 8, Рх.» u, Н (Т- А.(1- P)x, 
»у+и- (Т оз ÆA- P) XI (T - M) (1 — P) Жир; 
于 是 {(1- P)x, v Шо, (xs IUE SR F v cw, и = 
0， 所 以 有 (T-A) (utu) Py+ (1 — Р)у+и= у (95,2) Bi 
3.4). Li | 
习题 


5.15 X T. T, 9653 节 中 的 概念 证明 g。= пй 
ЕЖЕ, E (5.4) (Goldberg), 
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{05.14 BETERE., (m. JA EE E x > LRA AE 
影 法 (或 Sloan 变形 ) 相 应 的 逼近 rwT (或 TX,) 在 C -{0} 内 
强 稳定 : |(а-лхл„)т|—0 GRT(-x,)° 0). . 

015.15 ” 设 工 是 有 光滑 核 的 积分 算 子 。 在 连续 函数 空间 
H, H Nystrom 法 得 到 的 了 的 逼近 在 @C - (0) 内 强 稳定 。 
习题 

5.16 ЖТ Н Grex ! 一 臻 有 界 的 条 件 下 ， 证 
明 第 四 章 第 3 节 定 义 的 Petrov 法 的 强 稳定 性 。 
5.5 7T，, 属 于 类 习 的 情形 

命题 3.20 的 下 述 推广 成 立 ， ~ 

定理 5.29 若 T, 属 于 类 S, f#EZ(D,X)IN, Xz €oCDD 
u Qo(T)， 下 述 两 条 等 价 : 


d-355 


(i) T.,—zz,—-»T-2; 


d-r 
(ii) T,-zz,—T-z. 


证 明 留 给 读者 。 
我 们 将 类 似 于 命题 5.27 和 5.28 的 离散 情形 留 作 习题 ， 
习题 


5.17 BZ, EEA HFT ELX), GA 


аот. ШЕТ, ТНЕУ (AR 00 的 某 邻 域内 ，A。 一 
zr。 一 >A-z， 则 在 入 的 某 邻 域内 
Т,-х„——>Т-т. 

5.18 ШЕТ. эт Хі Ep(T)UQo(T)，T,~ 


d-r 
29. ——>T-Z. 
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5.19 à T.H T3 9. 4E d c Ik 9k BJ ЖЕНЕ | CT — 
—T,) ix,|— 0. WB, || (P- P,):x,|—>0, AXSES Maz Ж 
征 值 @ (M, M,)— 0. | 

"5.20 T 在 定义 域 D 上 是 闭 的 。 设 了 , B 2 p. BOC 
p(T), ЗЕВӨ (T,, Т) 0 4A ICT 7: ):x,l0. 
由 此 得 T, 是 TT 在 p(T) U Qo(T)〉 内 的 强 稳定 逼近 。 

例 5.16 ”如 果 关 于 Tfj Fredholm 法 是 强 稳 定 的 ， 则 关 
于 的 有 限 差分 法 是 强 稳定 的 . 

例 5.17 设 a(u,v) 是 Hilbert 空间 上 的 强制 连续 形式 , 并 
且 使 得 相伴 算 子 和 A 是 有 界 的 但 不 是 紧 的 。 TEDesclouxse (1978 


a) 中 给 出 协调 有 限 元 法 满足 x An 4 的 例子 。Mills 
(1979b) 中 给 出 另外 一 例 . 

例 5.18 Descloux (1979) 和 Descloux 等 (1981) 中 Ж] 
ABR RK, Se TRH ARENAS Wr FR 的 情 
É. 

5.6 小 结 

#E35.140 5.2 中 总 结 了 各 种 收敛 间 的 关系 (参见 表 3.2 和 
3.3); 在 方 框 内 所 标 出 的 条 件 中 z 不 出 现 . 

5.7 文献 注释 

Chatelin (1970a) 中 首次 研究 了 保持 代数 重 数 在 本 征 值 
的 数值 忠 近 中 的 作用 。 当 在 A 内 T,-z 一 了 T-z 时 ， 入 在 摄 动 
T-T, 下 是 Kato (1976, P437) 意义 的 稳定 。 

Vainikko (1976а) 讨论 了 由 4 内 的 离散 正则 性 ， 得 到 离 


散 强 稳定 性 在 乡 (D, X) 中 的 特性 。 他 在 证 明 中 用 到 算 子 非 紧 
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# 5.1 


p(TOUQoc(TO' 中 的 强 稳 定性 


, 2271. 


T, — z — T 2 em T, - z * T — z 


Vze A(T) о Qet T) —— V: e p(T) 


as 
n-z: TT—? 


Узе p(T) ^ Qo(T) 


a (1) 当 了 和 T, RHAD (2) ТЕЖ ВУЙ, (3) 在 
¥(D,X) NX; (5) ТЕН УДА. 
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1 


X 5.2 


p(T)UQ oT) mig B PK pa Es SE FE 


KT - Tl — 0 


d-c 
T, — 


te) 
T 


Т, —zn, 35 Т — 2 
vz € ХТ) о Qo(T) 


131 


EL ; -Sk 4 | 
T. — z> T — + <—— T, — zx, =S, T — z 


vz € p(T) ú Ос(Т), 2 #0 V: € AT) о Qo(T) 


а Q) 4TH T. BHX (3) EVID, X) 内 为 M, (4) 
当 z 非 等 时 为 真 ， (6) M T. =x*T 时 为 真 K ch x: И ЕШШ. 
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WEBES, AE HERA HI Redont (1979b) 给 出 ， 

在 Grigorieff (1970a,b, 1972, 1973, 1975а, b), Gri- 
gorieff 和 Jeggle (1973), Vainikko (1975, 1976a, b, 1977 
a,b, 1978a,b) 以 及 Vainikko 和 Karma (1974, a, b) 中 应 用 
离散 正则 收敛 对 离散 化 方法 做 了 讨论 。 

在 Chatelin 和 Lemordant (1978) 中 ， 由 Lemordant 在 
ЖОЛ BS A JE SX P ОТАТ OR RK BO. 28 TERR, 
H — 4 gui 9 48 9) S8 ЖА xx We SX Ву Re TE nj ТЕ Lemordant 

(1980) 中 找到 。 

Уапікко (1969а) 引入 了 离散 紧 致 收敛 并 再 一 次 利用 非 

紧 测 度 证 明了 它 的 强 稳 定性 . 在 Descloux 等 〈(1978b) ， 和 Mills 
(1979b) 中 ， 利 用 离散 紧 致 收敛 来 分 析 有 限 元 法 用 于 有 非 

紧 预 解 式 的 椭圆 型 偏 微 分 算 子 方面 的 问题 。 (参见 Descloux， 

1981). 

6. 在 p(T) 中 ， 当 T, -zT- 2 ВВК К 

现在 我 们 来 研究 一 致 径 EJ ШЕ 9i 53 ЖЕЙТ SN HE AH TR |: 
质 。 对 圈定 的 n， 可 用 两 种 方法 来 表达 T 了 和 和 工 , HR, В: 

Т„=Т-(Т-Т„) KR T =T,— (T, 一 T). 

第 一 种 表达 法 得 到 依赖 于 复 参 数 t1 的 算 子 族 T(f)=TT- 

t(T—- T, ARR 
r. CT - T,)R(z))——> 0 


在 p(T) 的 任何 紧 子 集 上 一 致 成 立 ， 由 此 容易 得 到 ， 对 充分 大 
Bn, t= 1 属于 预 解 式 、 谱 投影 和 迹 的 解析 域 (参见 习题 
5S.21 和 5.22》 。 | 
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set tM ы. Por REA HIER AC RR I rur AAR са чычайта smua" kau 


ж Ња ЯТ ЖТ, (= Т, - t(T, - T), 这 从 
计算 的 观点 看 更 有 意义 . :因此 我 们 选择 它 来 做 进一步 讨论 。 在 
一 致 径 同 收 伍 的 相同 假设 下 也 蕴涵 了 当 FED AR, г = 1 6. 
于 相应 的 函数 的 解析 域 。 它 使 我 们 能 够 对 数值 逼近 方法 中 的 一 
大 类 来 应 用 解析 摄 动 论 这 一 有 力 工 具 。x* =R(z)f, À MO 
数值 过 程 的 极限 ， 只 需 我 们 研究 数值 通 近 T,。 
习题 

5.21 Т(=Т-(Т-Т„). À T BJ B Emh Ж {Е 
fü. AART. WEN Z eM, 

R(t,z) = (ТО) -2)), P(t) "zl Rana. 


fi 
А СЫ tr T(t) P(t). 


хли, ЖЩК(т,2), P(t) 和 入 (1) 的 解析 域 . 

5.22 设 在 p(T) 内 T。- z 一 下 -z。 证 明 存 在 N(DP)》 A 
Hn NOD, t= LIB T 2185.2 0g ЈАТ. ГЕ. 
的 z 展开 R(z) = (T。, 一 Zz) 1 为 级 数 ， 


Pp, = i i| R,(z)dz, A. = 一 tr T,P,. 


E 
n 
6.1 解析 摄 动 论 | 
设 和 ,是 T, 被 TT 扳 立 的 本 征 值 。 假 设 和 ,是 单 的 旦 定义 
R,(2)-4T,—-2) !, zCT 


Р, = a. R,(z)dz 


8]385.20 车 在 p(T) 内 Tu。- z—T-z, Wi n 充分 X, 
HPT) 上 的 z，ro[(CT。-T)R,(z)] 有 定义 。 当 下 趋 于 无 穷 
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T, EEFT, ЖАЛОСТ) 的 任何 紧 子 集 内 对 2 一致 成 立 . 
证 明 对 任何 >>0， 及 pT) AWE ЖК, GE 


N(K), (848. 
sup rj [(T-T,)R(z)]—< е. 


n>N (K) 
xn > N(K), R,(z2) =R(z2) EF [CT- T,)R(z)]J*, H 2 С 
оСТ,). 14 


(T-T,)Ra(z) = S ((T- TORG)]* 


a=] 
=[(T—T,)R(z)][1-— (T — T,)R(z)] 2, 
这 里 的 两 个 因子 可 交换 。 于 是 对 2z C K, 
r [(T-T,)R,(z2)]sr,[(T-— T,)R(z)]r.,([1— (T — Ta). 


R(z)] 1) <”, (习题 2.7) . 由 此 易 得 所 求 结论 。 口 


ХТ, (1) 一 T, ш t(T, 7T T), 我 们 定义 
R,(t,z)= (T,(t)— z)`1, 


P, (t) -ul|. R, (t, z)dz, 


An(t)=trT,(t)P,(t), | 
引 理 5.30 证 明了 当 n 大 于 N(z)、N(T ) 时 , t = 18 R, (t, 
Z), Pa СЕА СЕ 的 解析 域 ， 其 中 | 
Ca) NGOHISUP Su (c) rs (Ta - T)R,(2)]< 14 

R,Ct,z) REM; | 

Cb) NCP) Нир, уг) тах, є. г, [CT, ~ DR. (2)]< 
LR PORMA) KEM. 

由 此 可 得 到 x = R(z)f 的 级 数 展开 ， PUR URGET, 一 致 径 


‚ 327 


加 收敛 于 时 ，7 的 本 征 元 入， 的 级 数 展开 ， 
6.2 解 的 选 代 加 细 
对 p(T) 内 国定 的 z , FG IE Fë 


(T~z)x=f, (5.9) 
fBüT.-z-T-z, НЕХ, Hi 
(T, — z)x, = f, (5.10) 


ЖШТ (5.9) . # x =R(z)f H x,=R,(z)j BIBI. H.E 
n > N (z) | Б. 


命题 5.31 # T,-z—T-z, WHER EH nNG), 
当天 一 co 时 ， 下 述 序列 收敛 于 x ; 
х%:=х„, х*®%ї:=х*+Ё„(2)({— (T —z)x*), 
k >= 0 | (5.11) 
证 明 在 命题 3.29 中 以 了 ,代替 T/ 得 
xkt1=—x,+R,(z)(T,— T)x* 
=R,(Z)f+R,(Z)(T, —z— (T ~2))x*, 
ИП. (5.112. 0 
习题 
5.23 证 明 当 大 一 cc 时， 六 -一 xX 与 一 个 公 比 任意 接近 
rol (Tn - T)R,(z)] 的 几何 级 数 至 少 有 相同 的 收敛 速率 。 
5.24 设 用 逼近 Tw 作 为 Tx" 1 (M> n) 的 值 ， 证 明 如 果 : 
lz,-T|l-0 а Т, Т, W4 k оо BF, x!—xvu: = (Ty 一 
2) !f. 
X (5.11) 可 化 为 交错 形式 (5.12). 
命题 5.32 如果 z = 0 ， 可 以 将 递 推 公式 (5.11) 写成 ， 
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x°: = x,, 
хк LO f)+--R,G(2)T,(f— (Т-)х*), 
k> 0. (5.12) 
证 明 利用 (5.11) MEAR, Zz) = (1/2) (R,(2Z2)T,- 
1). О 
xi+1 是 用 六 修正 和 迭代 解 共 = (1/z)(Tx - D. 的 结果 ，re 
是 方程 
(T, -2)r* = T,(xš - x*) 
的 解 ， 这 是 因为 剩余 f - (Т Dx р а(х x , MT. 
FT 时 ，r~ 是 在 和 。= XAH 
(лт„Т-)г*=х„Т(х*-х*) 
的 解 . 
习题 | | 
5.25 HITER (5.11) —Jp, Т„=хл„Тл„, Hx, = 
(л„Тл„-2)71] BH. ЖХ: 
6 = (m,T-z)'l1m,f, x$=(1/2) (T — f) = xi. 
证 明 第 一 次 选 代 x 满足 
x! 2 хб + (1/z)RS(z)T(1- 2, )f. 
5.26 Ж 2781 5.25, нх. ШЕН AE — ce iü Б 
x16 = x5 (1/2)(1— xz,)f. 
5.27 车 T 是 紧 的 且 x,-> 1 ,证 明 对 T, = x,T，(5.12) 的 
收敛 比率 由 


Ix -x*[szeCl (17 aT CET- z) 1|)5*t1, К:>0 
给 出 . 
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例 5.19 在 Lin Qun (1982a) н, Ж (5.12) EE 
ЧТ, = AT Bi, H х: = = (л,Т- 2) !zx.f 作为 初始 值 


的 .注意 在 这 时 xz" 是 Sloan fgx,. 

例 5.20 第 七 章 第 8 节 中 ， 在 利用 投影 或 数值 求 积 来 逼近 
积分 算 子 时 ， 我 们 将 看 到 这 个 方法 的 实际 应 用 。 

Di5.21 ERIK BRILASLT ERS ASEIE 的 特 
殊 情 形 。 在 我 们 的 讨论 中 ,亏损 或 剩余 ，f -(T —z)xt 由 赋值 
Tx* 较 正 。 增 加 精度 的 各 种 逼近 Tw 可 以 用 来 估计 Tx*。 这 种 方 
法 类 似 于 在 Stetter (1978) 中 称 为 “ 先 代 较 正 亏损 修正 ?法 
的 变形 . 

#15.22 ЖД (5.11) 的 迭代 加 细 ， 在 Atkinson (1973, 
1976a， 第 四 章 ) 中 曾 对 用 投影 法 或 Nyst6m 法 逼近 紧 积 分 算 子 
的 情况 加 以 考虑 。 对 后 一 种 方法 ，Brakhage (1960) 进一步 
应 用 和 迭代 向 量 友 = (1/zy (Tx: р), 240, HARE MET - 


(Т-2)х* = (Т, - Ty Ж.Н Ж 
x = L(Tx-— f) 
起 步 ， 
| (T,-2)x5f W (T,— T)x = f + (T,-T)(Tz- р > 
Jf di Nyström ох, Brakhage1 35 44 | 
Xp = Xi, XF =--(Тх'* - р), 


х/к = Ra(2) Lf + (T, - T)x 1,820, (5.13) 
这 种 方法 一 般 优 于 (5.11) . Æ Atkinson (1973, 19768, Җ 
四 章 ) 中 做 了 数值 试 算 . Te А ЖШ Y EjirTux, M> n, 
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Ж x SuSE. 

5.23 改善 修正 的 剩余 光滑 原理 是 各 种 多 重 网 格 技术 和 的 
本 质 (Brandt, 1977, Hackbusch,1979; McCormick,1980; 
Hemker#ISchippers, 1981) . 

关于 剩余 光滑 的 数值 重要 性 ， 我 们 将 在 第 6.6 WP SK 
亏损 较 正 法 做 更 充分 的 讨论 . 
习题 

5.28 将 Nystrsom 法 应 用 于 有 连续 核 的 积分 算 子 T， 得 到 
T,, ЗЕН ІК, (2) т, - Т) 可 以 不 趋 于 0， 但 是 

C,(z):=|[R,(z)(Tn- T)]2]|— 0, n>, 
由 此 得 
|х—х**?|<С„(2)|х-х*|, k= 0, Kx" iW 
E (5.11). | 
5.29 证 明 由 (5.13) 定义 的 序列 几何 收敛 于 x， 其 公 比 


为 A/R. Ta- TTI. STH RHAT,-2>T- z 
时 ， 这 个 比率 当天 一 ce 时 趋 于 0 . i | Я 
5.30 证 明 (5.13) 等 于 
x'kt1=x'h+(1/zX[-1+R,(z2)T]J[f — (T-2)x'*]. 
检验 O/2[-1-R,GOT])JdÉ RGO HB. 
5.31 证 明 (5.13) 等 于 求 方程 
(T-2)(x-x'*) zd*: 2f-(- Da 
的 Kantorovitch 正 则 形式 逼近 . 
6.3 A 4E 4i. AY RR ae ёв 
考虑 本 征 值 问题 
To =), @= 0 (5.6) 
这 里 我 们 设 入 是 单 的 且 被 曲线 了 孤立 。 在 和 中 用 
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tt Det MR = = me тарь 02 = 


Т.Ф. =AnPas (Ф. = 1 (5.14) 

来 通 近 (5.6) , WU n> N(T) 固定 Z r. (п): =max;e;r, 
[(T-T,)R,(z)]. Mo (n) = (£€ Т; || «rz! (п) 

An Ct) HI Р, (t) 的 解析 域 。 由 于 上 = 1 属于 dr(n)， 所 以 1 = 
dimPX =dimP, X. ETARDA Т, 的 一 个 单 本 征 值 入 ,，. 

KRDEX HAR, FEMA ST Ts* 是 唯一 确定 的 。 设 Ф» 


是 T* 相 应 于 和 ,的 本 征 向 量 ， 且 由 <p*，ps)= 1 规范 化 . 则 


P, = <=, PPn. EX 
S,:-lim R,(z)(1-P,)s 
2 一 140 


即 T, 在 入 ,的 约 化 预 解 式 . 

设 满足 类 似 于 (3.17〉 的 下 述 条 件 ， 

зи < 1, <P, DPn’ PDZ — (5.15) 
TEP, Op, + OFT, (1) АДЕ EE, Ў ЕР,Р, (7) Фф, #0° 
Ho tH P,ó(t)= 9 规范 化 的 本 征 回 量 。 令 4 和 := 由。(1)， 
ШЕН P.O = d, 规 范 化 的 了 的 本 征 向 量 。 注 意 由 = Psp. LE 
六 章 引 理 6.1) . 

下 面 给 出 (5.15) 成 立 的 充分 条 件 。 

31385.33 设 T,->T 且 存在 整数 p 使 得 ，YzE D, 
IECT- T,DRGO]?*l 0, Ber >1, MJ T EAE K É n, 
À.CO 6,€0 285 1t < r 时 是 解析 的 。 

证 明 按 上 述 假 设 在 TT 上 T, 一 z 一 T-z 成 立 . 4K.QG) 
=(T-T,)R,(z); 则 当 n >N ТГ) BW, 

K°(z)=[C(T-T,)R(z)]p'[1—- (T — T.ORGO] ^, — 
z ET, 


H:4n со, |K*(z)|]|—> 0, MBKi(z2>0, j= 1, +, 
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p- 1. 对 £& C€ X, Р,(0,0#)- Р,) PE=(E， 9 5» <(P,(1) 


— Р„)Ф„, Ф%›Ф„, М r ;[(P,(t)- Pa) Pal = r. CP,CP, 


(t)- P,)P,)= |<KP,(t)O,, 


(1)0,, 922. BREA 
| P .,(P,(t)— P,)P ,Ë 


gi>-1| <1， 于 是 有 0 «XP, 


_ —1 D pagt 
"i| Р.Е, (0) У) kir. 


к= 3 


_ 71 * 1 = hark > 
= 522-65, o» | у-у Ка(2)ф,, Qa „dz. 
我 们 得 到 


r,((P,.(t) -—P.)P.] ..Teasr 


ФЭ {*К*(ш)Ф„, г. 


oc p P-i 
kyk _ PK? " iKi „ 
PE K*(z)9, (zt: K?(z)] Xx: Ki(z)@ ) 


P-1 


+> t; Ki(zo,. 
;三 1 


jzl,ep-1, Ki(z) 上 ->0 目 P, pP, 于 是 
ШК і (2) pni SKi) Pl 一 0. 
г> 1 е (0<s<1) 给 定 。 存 在 六 使 得 ， 对 站 > м, 


(i) max(rP|K;(2)],r | Kipli 2Є,,)=1, 
wees P-1)<é, 
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Ne — eet — RE нона ne ah and диын ec RA nn - n. 


(11) |A-A,| «e. 
RJ |t] <r, r;,(CP,CO — Pa) P,]<a(e/(1—&)) *Be, 我们 
WU (0,1) 中 选择 e 使 后 一 个 常数 小 于 1。 因 此 当 it| < r 
Ej, WE (5.15) . 注意 到 (i) BRA 
r (п)<|КЁ(:)|1/?<в1°?/т<1/гт<1. O 
引 理 5.34 在 引 理 5.33 的 假设 下 ， 对 任何 固定 的 充分 
大 的 n， 下 述 展 开 式 当 || SM: 


A, (t= У) іку 和 6,(t)= У tin, 
в ^0 k=0 
Jp ov^ An Je eh 
y9—-A,, VEUT -TaN 1, ф„*›, kl, 
k 
m= pa, m= 5, ст, T+ vmi] kl 
171 
m. 
WES] 由 引 理 3.30 $05.33 BAN. [1 
我 们 定义 序列 入 := Eivi Mpt = eim. 
定理 5.35 在 引 理 5.33 的 假设 下 ， 对 任何 国定 的 充分 大 的 
п, A -lim,A*, $ó -lim,g*, 其 中 A Al фФ* Ж 
A= Ans A = Тф", go» рфр%®=10%=фр„ 
(Т„—-Мм)(ф*-Ф„)=(1-Р„)[(Т„—-Т)ф*^! 
+> У viqi] |. (8.16) 
i-11^71 
fife, JEH A —A57 12^, pt-pt = 1%, kel. 
证 明 由 命题 3.31 和 引 理 5.34 显然 可 得 。 i 站 
推论 5.36 在 引 理 5.33 的 假设 下 ， 当 nn 充分 大 时 , 序列 和 " 
Alo * 的 收敛 速率 可 以 用 下 式 控 制 ， 
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me" i MD CE 


b+ 1 o AE 
n 一 入 | «Cy || ф m o [xc + 
其 中 4 fila’ 满足 
maxr,[(T, - T)R, (2) ]«a«a! «1. 
zer 


证 明 RM MSN), AQCOXEO (n) 内 解析 ， 对 T,(t) 应 
用 命题 3.32， 得 到 收敛 速率 4 满足 r (n)<q<1. 在 引 理 5.33 
中 己 证 明了 当 |t < 二 r 时 $9,(t) 解 析 ， 并 对 充分 大 的 nr (п) 
«Afr. XH £fga/1/r$Jfg Cauchy KER. 显然 可 选择 g 使 
4% а <q, ] 


5.32 Т, R: Galerkin 逼近 Aa, TAn., 证明 入 ! = А7, g! 
G 一 


5 
f ` Pan 


直至 目前 我 们 考虑 了 入 是 单 的 情形 。 代 数 重 数 为 六 的 单个 
本 征 值 或 一 组 x 个 相近 本 征 值 的 情形 可 以 由 修改 第 三 章 第 8.3 
ЭЕ Н ж ЖАЛАШ. Rigi JEM BR Ar >i, X 
FAK п, P.COi 0, i=l, m, AWE S| 5.33 
的 假设 下 | 和 <r。 所 以 可 以 得 到 类 似 于 定理 3.41 的 定理 。 
6.4 计算 中 的 实际 情况 | 

6.41 初始 投影 的 选择 

建立 公式 (5.10), RHET RERE PL, DRY OLA 
9 "的 信息 ， 因 为 P, = ，9ny9。。 这 不 是 必要 的 ， 而 且 如 Ж. 
P, 站 病态 的 ， 即 当 gal 很 大 时 ， 这 样 做 可 能 是 不 利 的 . 

设 yEX* 满 足 (y, vos 0 ,为 了 简便 ,我 们 没 ‹у,Ф„› =1， 
并 考虑 在 本 征 方向 {p a} КЖК: = KerQ = {y}+ 几 X 的 投影 Q: = 
《7y>9 (272.3). ФАО ly] = 1/dist(g, , KO (We 
理 2.4 和 习题 6.32) , EK =(1-Q)X E, ЕТ, = [G — 
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Pr rp HE oat pte re op 


Q)(T, -А,) KEAN BZAR 8.3 Bo, HEE, EA 
界 算 子 (1-Q)Tii 1 -Q). ЖЖ QOP.) — P.)Q@， 可 以 证 
Hj 〈 习 题 5.35) 在 引 理 5.33 的 假设 下 ， 对 充分 大 的 n， 当 |t|1 
< 1 时， 满足 CP,(t)qg,,y) 非 零 这 一 条 件 . 因此 ОРФ, + 0, 
$E 09 = ф, 规范 化 的 T 的 本 征 向 量 ,现在 我 们 证 明 忆 是 
Wm QP “= ф, 的 序列 9 RR. 

定理 5.37 在 引 理 5.33 的 假设 下 ， 对 充分 大 且 固 定 的 x， 
АТФ ТТЕ Y BUE, 6^ 的 极限 ， 

入 0 =A", Kh = (T pe 1+ T, 1+ » У», 


^ч ^M 
P= = pp = p+ ЕТ, Т) 9*7! 


k i 
+> Wm, (5.17) 


i=1] “ O1 
其 中 入 * - А71 = у, Фк фк-1= Ne, k2>1. 

证 明 BARD), Ф, T, СЕУ, 3EH 0 (D 
是 由 Оф, (1) = p ДИ. D a(t) = Y COP CO P.L TE Y (t) 
CAKPSOD Pay. 由 此 容易 从 习题 5.35 482), 24 |t| RI, 
Àn (06, (1) 6 1 的 解析 函数 , AKG. 17) WY ACE 16) 一 样 
ШЕ. 2ZíA,(t1): = X. tš уф, (t): = EZ aot P 。 因 为 当 
H| x 180, АСО АТА, БИ 它 的 级 数 展开 式 是 唯一 的 ， 
对 k = 0, 我 们 可 以 选择 v? = 2° = à, ,n*- 9*2 g,, 4k= 10, 

(T, 4271 - CT, — T) 9, = v! Pas 
在 (-Q)X 中 ， 可 得 到 方程 

(1- OCT -А,) N = -Q)(Ta-T) Pas 
TUBE M IRE EICT.- T)9,。 因 此 在 OX 内 ， 


y! (Т, - А) 91 - (T, Tbn, Y? 
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^^“ 
=&ТфФ„-Т„ф„-+Т„ 1 iy? 


H =k, +¥1=(T9, +T, n 1, y>, DJ 
AAEM Ue ЕТЕ Oy VAL oe 属于 
两 个 不 同 的 子 空间 ，(1 - P.)X 和 (1 ОХ ( 见 图 5.5) . 


4U- PAX 


M = PX 


————— 
M. = P X = OX 


习题 
5.33 比较 公式 (5.16) 和 (5.17) 的 算法 复杂 性 ， 


6.4.2 可 解 算 子 方程 的 条 件 
Бх", АТФ“ 或 8“ 的 实际 计算 基于 在 瑟 内 方程 序列 的 
Ls I | 
(T,—2& = f*, (5.18) 
(T, -A,)8* = (1- P,0f*, Pe*= 0 
^ ^ (5.19) 
(1-Q0)(T, -А,) €*=1-Q)f*,Qe*=0 
其 中 大 属于 X HE =r r, e = pt –- Фф, 或 e* -9*- Pa, 


k>1. | | 

(5.9) (或 (5.6)) 的 精确 解 是 由 解 5.18)( 或 (5.19)) 得 到 

的 序列 的 极限 ， 这 里 右 端的 f+ (或 为 -P.f RA (1- 
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Q) f°) ВЕКИ: Б. Of 的 计算 需要 Tot 的 值 ， 而 g* E X És 
已 知 元 。 如 果 这 个 值 不 能 以 封闭 形式 给 出 ， 我 们 可 以 用 一 个 阶 
高 于 T, ЕТИ. 

习题 

5.34 Тит ШЭН Aw 和 bw 是 Tw 的 本 征 元 ， 这 里 
фи ЖШ P du = P, Milk EJ. A Е Xr Tu (Е (5.16) 右 端 
Тф" HR, WEAR: GIT,-Ti-0, $T, =T, WY koc 
时 入 一 MA Ф*->фм, 

5.35 证 明 引 理 5.33 对 由 ,(t) 为 真 。 
6.5 TÆKA TEHA Z ik ik 

仍 设 工 的 本 征 值 入 是 单 的 且 非 零 。 由 是 由 P.ó = Фф, 规范 
化 的 TT 的 本 征 向 量 ，n 充分 大 且 固 定 。 我 们 考虑 迭代 

п%з=А„, n**!-QTu5,g, k>0, (5.20) 

ц?9:=ф,„, u**i1-zyu*—S,(Tu* —uktluky, k= 0. 

命题 5.58 W Tj RWAIT,-TI-O. WE fur E x ñ 
TAA n,Xx-lm,w, Hó-lim,u*, Hien se 少 是 线性 
的 : 

lut - А +{н*-ф\<с|Т—Т„[#*!, К:>0, 

ЕНД; 我 们 用 归纳 法 来 证 明 C 92 FE. К 0, |А, -入 | + 
Ф. - Фі< cjT~ Tl 可 按 如 下 证 明 。 册 第 六 章 定理 6.6 可 得 : 
lAn -ALS c |KT-T,)P|. #ó:=y, Pp,. 于 是 7, ! - PP, 
Pa Н 

Iv;! -1] & IXP9,— Ф,, Фя) | 

<| P -1|dist(e,, М) let] « CII(T Ta) Pl, 


4 t RE 6.6 有 | 
6—-6'-vY,P9,—9,-(Y,.—- DP, *P9,—9, 
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nn 


repena 30 了 а mem 


H 
ib- ps c (T - T,) P|. 
f&iki*-AD-dfu*-el«clT-T.li'*ttsr. FRASER: 
(T,—A,)Cubtl— ф) 
= (Т, -А,)м — (1— P,)(Tu* —u**3u*5) ~ (T, -А,)ф 
-(OD,— T) (u* — 9) + (bet au? + (A -А,) (и — 0). 
án] 
HtA =T=- T, Uue), pa) (5.21) 
Hitt P.(u*t!-~ $)= 0, 得 
ukt1—~ 6 (u**1 - A S.u* + (А -А,)5, (ut — $) 


+S,(T,-T)(u*—- $) (5.22) 
于 十 可 推出 
u^ -A p eCIA AI +T- TL ID Iu* Ф 
futti б< et In *** AR CIS CAL RIT -Tl lut - é 


<<e|T-T,{**?, 0 
BT, T, (5.20) 的 收敛 性 仍然 成 立 。 
命题 5.39 车 T, 一 一 T， 则 对 固定 的 充分 大 的 nn， 
max( |и2“*1 A] + [lu2*t1—~ oil, |u2* — A| + lu? — ф]) 
«ce; |(T-T,)Pl, k=0, 
其 中 ev =|(T-—T,)P|J +J(T-T,)S,(T—- T,)J. 
证 明 ， 我 们 首先 注意 到 ， 由 定义 和 ( (5.22) $u? +1} = 
<T (u?* — 6), pa) 
|u2^*1 bl cf Iu25*!1 — A| + [A Anl [u?* oil + ju?* — 
Ф127. В Ж iu2**1 -A| < с[и2* - 6| Hju2*** — e] clu? — 
$l. ie uE Hj [02 — A| -ju?*— else cetl(T - T,)PI. BR 
对 k = OR, BRE MER К ВЗ. 由 (5.21) BB p2**? 
—A=C(T~T,,) (a? **1-— 6), 92> H R(5.22) 
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à Т олы АДВ e ЧА eH bs Saga ираса рано: ль. RUEBEN Hin caecos Re de ad Rl. a NS. DONNEES Lane. чт шт 
š Eee „чк. SOIN AIR a ewe a. 


(T — T,0(u?5*1—- p) = (a3? **1 ЈА) (T—- Т,)5,(и2* — $ 
PO~ Фф.) CA~ AnD (T-T) Sn u? — 6) 
+(T-T,)S,(T, - T)(u2i — $). 
则 
|p25*2 _ Al cCGu?5- Ol tllo- p | tiA- AV 
En) lu?" — be ce, lu" — $|. 


HBX AFA Co. 22) FF 2 TELE PL] ju? **? — $| celju? — 6]. H 


T T.——T, ВЫ 4 n— cc BJ е, +0, С. 

Se AV BY РЕЈ 2 6 pk 50.20. OHCT-AO= 0 的 
B. S(T -z2)x-f= 0,(5.20) 是 (5.11) 的 自然 的 模拟 。 研 究 
(T-M -的 奇异 性 是 通过 讨论 约 化 预 解 式 S,， 即 $S = 
(Т-%Ә7+(1- P) 的 一 个 逼近 . | 

Lin Qun 对 自 伴 紧 算 子 和 投影 法 T, = Xo 工 提 出 一 个 非常 
UTS. 20 KERB (Lin Qun，(1981a,1982a) 。 它 可 以 
BME: 

B9: = Ans Ш = «Ти, фу, k>0 (5.23) 
u9:—g,, и+1 = ц tA, 5 „(и – (O/u^* 9) Tu,),k20, 
利用 等 式 和 .5. = Р. -1+S,T,， 我 们 注意 到 ， 如 同 命题 5.32。、 

(5.23) 可 写成 等 价 形 式 


куут Tut + S.T, (и - zw ) (5.20) 


Pn ^^“. 
Seru ба = l/uttiTut, Muttis utri, н rt ДЕ (T, 


-Мг# = Т, (и ик, HEP = 0, Т, = 
X.T, r'ÆEX, = x,XWKÉ Galerkin 解 。 这 将 在 第 七 章 讨 论 
有 限 元 法 时 用 到 ， 注 意 现在 A, 5,5 


(lp Vu. 
^s = (27 1) (1- P) 
相应 于 方程 (1 —(1/Ю903Т)ф = 0 WER. 
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Lin Qun(1982) 还 提出 了 另 一 种 迭代 法 : 


0 一 kh+1 k @* = 
H = has H CPU", Pars “之 0 (5.25) 
и%=ф„, u^*1-uy^— E5*!(Tu* -u**1yu*), К>) 


ХШ Ett = (Т, -utti 一 P,)。 由 于 要 解 的 方程 组 随 k 
变化 ， 所 以 计算 量 将 更 大 . 
习题 
5.36 考虑 本 征 值 问题 KEp =p， 设 在 X* 中 满足 《9 ,Y> 
-1. EX x C5 上 定义 非 线 性 算 子 
F:(x,z)r>((1-—zK)x; Gp -1) | 
验证 (9, A) 是 下 的 零点 。 由 逼近 零点 wo = (хо,20) 6, 5 
方程 F(u) «0, u = (x,z) f] Newton ER. 5 H H + SAFE E 
z =Zzo 固 定 而 得 到 的 较 正 算法 。 证 明 算 法 (5.23) 是 由 后 者 的 投 
影 及 选择 z, = А,, хо =Фф,, № = 9s 所 得 的 结果 。 
5.37 WHERE (5.25) 建立 等 式 
utti k= (T - T,)(45 00,95, 


u**1i—-$-(nun*** 3) cette + x5*'(T,—T)O(u*—d». 


HE HAT - T, > OR T,-——T,WE ЕЖУ Sk M, Ф, 


5.88 当 IT -—T,|— ORTASOTH, ЕК (5.23) 
We HE 
5.59 研究 将 (5.20) 应 用 于 拟 可 分 解 矩 阵 


a vH 
A = ( ) 
н C 


其 中 ulis 101544. 
我 们 已 经 看 到 当 投 影 法 或 Nystrom 法 用 于 离散 算 子 工时 ， 
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SERGE (5.200 8] 812 RT T Bb K RY T.I ТЫ, 

(5.200 ENKARA ИЕ ТӘН. ПА (5.24) dk u^ B9 BR 
AT, RBQUMES AMY (Эе РА З Ahués?& (1983a. 
还 可 得 到 另 一 种 类 似 于 Brakhage 迭代 (5.13)〉 的 变形 的 方法 ; 
JIP, -1+S,T CAS 的 另 一 种 逼近 ) ЖАКА, 5. = Pa 1 + 
S,T,, Ти" MARR THEA. 从 而 导出 Ahues 的 迄 代 
ik (Ahues 等 ，1982): 

wo=R, utt = <Tu*, pio, k>0, 


B= Day wi! = uie Tu* +S,T (u -Tu ) ， k= 0. 
(2.56) 
命题 5.40 ЖТ ШЕ Г ET, -z—T-z, MJ(5.26) 
WAP A, Ф, H. | 
ам + lut- pls ciT- TTi, к2> 0. 


征明 首先 注意 到 
I(T- T,)P |< c||( T — Т,):мі< cid T — Т.)Т|. 


pod Mk = 0, 
п1— À = <T(Ç@, 9), фт? 


lut = \|+їн*®-ф\\<с|(Т—Т„)Т]. 
现在 我 们 假设 |tt- A] + jut- ells ci(T-T T|., x 
A lutti —\| =< Tut- Фф), фа |< clu^— $ |. TERI S 


等 式 
a+] Tu* k A+} 
(T, 7.) (U= 6) = (T, Mns t Tu* - ий, 


2,,h 
+ (Py Dae ~ (Ta k.) $ 
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1 Ñ 
= yeri(T, ~ T)T(u - ф) 


入 — utti 


1 An 
UTES P,T?7u* + Tu ~ garr Tu —prtley, 


+1 
- (А-А) $ ндл Ти* 
=:A, 
(ш *1- An) Tu* = (и**1— A) Tu* + (K— X) T(u^ — 6) + (А: 
х„)\ф, 


1 -—- 
(1- PAS gei CT. - DT QA - 6) + SH E, -Té 


А-А, 
– Ти*) +r LT (us – ф) + (А н" +1) ф ] 


1 ata 
= era (Ta T)T(u5—9) + $) 


utti- 4 
tyi Аф. 


以 5。 乘 之 ， 我 们 得 
1 
ufti 一 ф = pera Sn СТ, T) T(u* 一 ф) 


pera W 入 
EN tl S, T (u* 一 $) A AS (8-90). 


从 而 容易 得 到 绪论 js tIO- 6 | <c|(T - T,)TII**?, = 

利用 在 Lp,} 上 的 投影 Р. = <, po. ВФУ 
(5.200 , (5.24) 和 (5.26) , ШЖ <p,, Y= 1, WALL 
利用 投影 @ = <, Ууф, (E 6.435) 。 
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EBLE, а НЯ 3525, PXE, Rie 
经 讨论 了 用 有 限 秩 算 子 T, BRS 算 子 并 且 满 足 T, 一 T 或 
IT, -T|— 0 的 情形 ， 当 了 = 2, EP = 1 时 ， 引 理 5.33 中 给 
出 的 收敛 条 件 也 是 满足 的 。 因 为 投影 法 和 近似 求 积 法 中 的 Т. 
有 特殊 结构 ， 容 易 由 相应 的 矩阵 算 子 来 计算 Е, (z), P, ЯП s. 
《 见 定 理 4.3 和 推论 4.4) 

正如 我 们 所 看 到 的 ， 积 分 算 子 的 离散 化 常常 得 到 满 抢 阵 。 
这 证 明 简化 矩阵 形状 是 必要 的 ， 尤 其 是 当 计算 机 的 存储 配置 有 
Еу. GUE. AMED 大 型 矩阵 的 给 定 精 度 的 本 征 元 
了 时， 这 种 技术 提供 了 一 个 计算 格式 ， 它 只 需 对 (n <M) B; 
第 阵 进 行 运算 . 

我 们 现在 转 入 介绍 数值 分 析 中 非常 有 效 的 一 种 方法 ， 即 所 
ЮК ТЕ. 为 了解 方程 FCx)= f， 我 们 计算 一 个 近 
似 方程 (Xx) = 的 解 ， 这 里 和 下 充分 接近 以 保证 存在 一 个 
压缩 映照 ， 使 x 作为 由 x 计算 的 迭代 向 量 序列 的 极限 ， 

6.6 ik d 3⁄2 E k 65 — А Е 

我 们 已 经 指出 Rayleigh-Schrédinger 级 数 和 在 Stetier 
(1978) 中 描述 的 夺 代 亏损 较 正 〈IDC) 法 之 间 的 某 些 联系 。 
现在 来 详细 地 讨论 这 个 问题 。 这 里 介绍 的 内 容 选 自 Ahues 等 
(1982) . 

6.6.1 IDC 方 法 | 

WF CRG): X 一 X 是 《可 能 是 ) 非 线性 算 子 ， 定 义 域 
AD GEDomG) 。 我 们 考虑 方程 

F(x*)=0, х*Є D (5.27) 
Bile l EX Eng Xx, РЕ. о> 0,g X B ,:= (x € X; 
[x —x*l. «oi. BR FEX EB, 上。 又 设 能 计算 一 个 定向 
钢 射 FE， 且 由 下 面 的 定义 可 知 存在 逼近 逆 G , 
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定义 ”如 有 果 满 足下 述 条 件 : 
( i) F(B4,)cDomG; 
(ii) G(ODCB,; 
(iii) U:= 1 -GoeFX T1 + 1.28. 上 是 压缩 的 . 
IW Ge F BS aa BB r mh. 
IDC 方 法 在 于 生成 序列 : 
x9: =G(0), 
xtti: = G(0) -x* -G(F(x*), k> 0 (5,28) 
= G (0) + U(x) 
命题 5.41 FG J F BJ ARB, HH 
MK oon, |х*—х*1„— 0. 
证 明 V(x): =G(0) +U(x), BH V(x*)=G(0)+x* 
– С(Е(х*)) =x*， 所 以 x* 是 V 的 不 动 点 。 对 任何 x Є В», 
IV GO - x*ll. = Vx - V(x") le x LO [Ix at la < p 
HsB 1(U) < »1J4kd (dii) 定义 的 Lipschitz 常数 。 因 此 V(x) 
CB, HV(B.)CBs, FÆ [х*—х*|„<1*‹Ш)]|х°%®—х*|„„ F 
是 Bs 上 的 单 射 ， 所 以 x* 是 F 在 В. 内 的 唯一 零点 。 11] 
xo=G(0) 是 x* 的 逼近 ， 其 亏损 《或 剩 个 ) Ad’: =F), 
误差 为 ，ey: =<x*— G(0)=U(x*), е* еі: = х1 G( 0) = 
U(x?) =x°-G(d°) RER. ERRE 2) IDC 方法 ， 这 
里 F(x*) Jext Bh BJ S 48. 
6.6.2 线性 方程 
一 个 有 趣 的 情形 是 线性 方程 (Tz)x= f ， 这 时 FF 是 仿 射 
算 子 F(x) = (T-—z)x-f, ANTERE, FO Rie 
可 由 T- z ËJ H R SG SIM. 事实 上 ， 设 G 使 得 D = 1-С 
(T-z) HER ro(U)<1; Bl: ro[G(T-z)]<1. 于 是 
HEBA и, Ж Соо = Gx tu 8 UG) =x-G(T- 


345 


+ s. S Oia Tama AY c ec oca EAE RR ER s) M domu RE з едр RRS RAT Hie de cam Man or: 


(M NAR ia Rt с om 


z)x+Gf-u, Hi U(x) -UQ) = U (х-у); 因此 U 关 于 范 
Це EER, mieie litt, Git FR. My 
的 IDC 方 法 起 

x”= u, х? СТСТ а) f] kc 

015.24 EX = С NUSA i E — W x* = A 了 b 的 线性 方程 

组 4X= b. RETEK {843 

х+= Кх* НЬ E. Н=(1—К)АС!, 
4 F(x) = Ах- b, С(х) = Ки+ НЬ + Hx, u, Fait 
U(x) = Кх-– Ku, JJAWmIDCJ y, 

х9, xtti = Кх" + Hb, | | ko 
4 HH r CK) <1, lS SI x*, UR FR lee ЯНУ, 
‘CORR TK) 在 第 二 章 第 4.1 节 中 和 定义 ,这 里 选择 e ir, (K) 
+ < 必 1，Jacobi 法 可 作为 这 种 欠 代 的 例子 ，Guass-Seidel 法 
和 逐次 超 松 弛 法 对 应 于 和 的 分 裂 : A= D(L + I +U), 其 
DAAH, LAUDA D'A 的 下 三 角 和 上 三 角 
JU IJ pk BJ yE EE, JE K;:= (OL +U )E Нь= D tb, Kes 
:=—( I+ L) `U H Hb=(I + L iD ib, K Ko= (I+ 
@L)~!((1-—-@)1-@U) , Hb-o(l-«oL)D'b, 其 
rH 0 << 2, 

例 5.25 我 们 重新 考虑 方程 Ax =b TE WAH. EAL 
A’x' = ЬМ С 见 第 一 章 第 3.5 节 ) 。 选择 G(x) = 
A 1x=A ip, Ux= X - A! ! Ax - A! ! Hi, НН= А’ - A. 
由 IDC 法 得 | 


х= x' = A!" 1p, x*'!-—x'--A' 1Hx*, k >= 0 
w Н (узул, (A 1H) 之 1 时 ， 它 收敛 了 于 x*。 这 正 十 在 命题 1.13 
rE X PETE 


515.26 现在 我 们 考虑 Banach 空间 X 上 的 线性 方程 (5.9》 
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(T-Z)x=f, zcEpCT)， 以 及 它 的 数值 逼近 (5.10) 
(T, -—z)x, = 了 了 了， 而 且 我 们 假设 To-z 一 T 一 z (参见 6.2 节 ) 
Жп 固定 且 大 于 N(2z). & F(x)=(T-—z)<x—f, 并 选择 C(x) 
=R,(z)x+x,, THE EMEDAWU = R,(z)(T,— T). 
H IDC 法 得 到 序列 : 
хо= х, = В,(2)ј, 
ха = х, +R,(z)(T, — T)x*, к> 0 
-x* Ra (ӘТ z)x* — f] 
= 过 (Txt - D - >R, G) T, ECT - 
z)x* ~ f). 
E (5.11) R (5.12) ERMA, HAPAN, ВИЕ 
WAU 3E (Dd AE HEAR CE 2I 815.40). 
2] i 


5.40 ZET.-z >T ~ z 的 假设 下 ， 证 明 对 固定 的 充分 大 
Wn, ULD) KEERA. FFl- x [5 0. 
015.27 {ИТЛЕ НТ„-т—>Т-, z € p(T)3Ë 
F, ERG = (1/z)(R,(z)T-— 1) RRB CC) = Gx xus 而 
U(x) ~ О (у) = (1/z)R, (z) (T, — T)T (X — y), 
由 假设 ， ICT, Юто; 且 对 充分 大 的 1， 


Tz 2118, (2) (Т, = T)T| < i. 


由 IDC 法 得 序列 : 
x°=x"=R,(z) f 


xiti =х*—--(Е„(ш)Т-1)[(Т-)х*- f], k= 0, 
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这 与 由 (5.13) 定义 的 相同 (习题 5.30) , 3X H XE RET BJ 
Nystrom 逼近 做 为 T,。 其 中 (1/z) (R, CO T - DBT -zø ENE 
3i, SJ EB] (5.26) PRN R, (2) = (1/2) (R, (z) T, 
- 1) 。 特 列 是 ， 用 工 来 使 剩余 光滑 化 ， 而 不 用 T。,。 关 于 了 -~ 
z WHEE UES, ZeEHemker Schippers (1981) 中 连同 多 重 
网 格 法 一 起 考虑 了 工 是 积分 算 子 的 和 情形. 

6.6.3 ”本 征 值 问 题 

我 们 考虑 本 征 值 问题 (5.60 Tp = лр, и Б Тт Ж 
BJ, АЗЕ АЕН, Ву EX* Ae. 满足 《9 ,p> 六 0， 
考虑 线性 算 子 


Р: x х= eT 

(Н: x >Tx— <Txz, px), BR, # PEP, p= 
i 规范 化 的 ，F(9)= 0 CRHCP)=0), BARRA = 
(To, V» 非 零 。 则 在 9 附近 定义 了 FE. 可 以 给 出 F 在 9 处 的 
Fréchet 导 数 的 简便 计算 ，(D,F)x=x 一 (1/ 和 MTx+ 0/3) Tx, 
929, ЖФА = Тф, Vo. 6 


1 1 
A: x— > Tx- TX, YPP, 


A dé TARA 1 Ж-Н, AAR RH, HD,F=1-A. 
Fut, # 1 - AEB, (D,F)71=(1- AVIEL), B. 
设 (1-4)х=0, Hj (T А)х= <Тх, ууф. АХФ 
BJ, SAAT Tx, h= 0 和 x=co,acEcCc，, 依 次 有 cX= 0; 
xc=0， 且 x=0。 因 此 已 在 9 附近 是 局 部 双 射 ， 且 9 为 孤立 
零点 .为 了 求 F 在 9 附近 的 逼近 送 , 我 们 考虑 奇异 的 非 齐 次 问题 


(1-тт) х=], (5.29) 
假设 入 和 下 已 知 . Ж#]6(1- P)X, (5.29) 对 仿 射 流 形 (ag 
-ASfr aE © } AHR, 
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注意 到 由 于 Pf= 0, P-ASf= M+ (P-AS)F, 这 引导 
-我 们 定义 下 述 形式 的 下 的 局 部 有 逼近 道 
Сбх): = (Р-А5) х+ф, XEX. 
命题 5.42 Шу WET Y= Аў, 则 G 是 F 在 9 附近 的 
局 部 逼近 逆 . 
证 明 


1 
V(x) = ф +U) =x Px +KSx+ LLL. Tx 


入 
 <T<x, yp 


计算 Frechet 导数 DopV: 


S Tx. 


1 


(DgV)x-x— Px+ KS x + PTx-ZšCTx, P PTY 


1 
一 AUS v STg 


= 0. 
УЕФ ЭЖ F 388. [C | 
当然 ， 由 于 假设 和 ，9 和 乡 是 已 知 的 ， 所 以 从 数值 计算 意 
义 上 来 说 G 是 没 用 的 。 但 它 的 意义 在 于 提供 了 如 何 定义 可 计算 
的 逼近 道 的 指导 思想 。 
例 5.28 我 们 选择 
G(x): = (Р, -—À,S,)x+@,=(1-S,T,)xX t 9s, 
于 是 ， 
U(x)=x+ À, 5, (* "zz 51) — Qas 
ЖЕ IDC 方 法 、 
‚х®=фФф„, х®*®=шх* +4,S,, (5 - SIS ), ko, 
等 价 于 Lin Qun ERE (5.23) 或 (5.24) . 
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例 5.29 G'(x): =(S,- (0/4,0 POx p, 是 按 《5.20) 
Ж LI H BJ SMB. 不 同 于 线性 方程 (T-2x- f WR 
JÉ, B (5.200 定义 的 本 征 值 问题 与 在 〈5.16) 中 由 Rayleigh 
-Schrödinger 展开 由 = 38 中 所 定义 的 序列 不 同 。 注 意 到 9 


h 
pti = p*- s,| T9*-A!g*- S vitigk i |. ko. 
i=l 

例 5.30 Сбх): = (1 -5,Т)х+ф, ЕЈ ОВЕ, `x 
X Y Аһиеѕ 16 (5.26) 。 在 Ahues 等 (1983b) 中 已 经 证 明 
了 在 jT,- Tl 0 GREAMIET,-z>T- 2) 的 假设 下 ， 
对 充分 大 的 n，G CRG) 是 FF 的 局 部 逼近 逆 . 

6.6.4 #1 Newton 法 

在 形式 H(x): =Tx— <Tx, px= 0 F, Ж И v 0j X* PN 
Bj zd E, gio, = 1 ,考虑 相应 于 (5.6) 的 非 线 性 
方程 。 我 们 希望 修改 在 日 上 的 Newton 法 模型 ， 以 便 得 到 数值 
ЛҮ Н КИ) фр RARE. 原始 Newton KRY 

x9, x^ 131 - x* (D, Н) Hx"), k => 0 

H (D,.Hyu=Tu- (Tx, WU- «Ти, yox. | 
Ж jk o = 9*。 如 下 的 两 个 例子 是 从 Ahuts (1982) 中 选 来 
HJ. 

65.31 2 XU)Ho.. PMT REX, PAT HU D.H, 
Wi Newton 法 变 为 有 固定 斜率 IT 〈 弦 法 ) :Jou = (T, — 
hat- «Т.и, POP .因为 我 们 在 (1 — P。.)X 内 寻求 差分 X ”1 
,在 (1 — PX E; 则 (Ji-P)x) 1O- Pad 

| FIAT : fA 
0=Фф,, х**%#=х*— $„Н(х*) 
BHS (5.20). 
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Dj5.32 Jocobi 法 可 由 
J(x)u= Т„и-<Тх, фи (Т.и, PFO, 
ҖИТ. Gutt —Tx*, gio, WA 
J(x*)u = (T,—B#ktl)u- Т.и, P% Pn. 
如 前 ， 可 以 限制 J(x*) 在 (1 ~ P, )X E, FE, 
(Ј(х®)) (iro 1(1—P,) = ER, 
Н 
х= фу, x*'i-x*— pet py’) 
Шу (5.25). 
6.6.5 RZ EWE 
多 重 网 格 法 是 IDC 方 法 的 另 一 个 例子 ， 例 如 我 们 现在 要 简 
归 介 绍 的 二 级 多 重 网 格 法 ， 如 果 我 们 希望 在 Banach 空间 中 解 
方程 Tx= f. REE Х,. (dimX,«—cc) min Brill 4b Sl 
Tix, 7 f, (5.30) 
BRN 0 表示 有 关 网 格 的 直径 。 为 了 使 记号 简便 ,我 们 将 和 ,看 
成 在 Xx 的 给 定 基 下 的 典范 表示 .类 似 地 T, 看 成 与 它 在 给 定 基 下 
的 矩阵 表示 相同 ,等 等 。 接 着 引进 一 个 粗糙 的 网 格 , 其 直径 为 尹 / 
> hh , 随 之 有 相应 的 离散 化 T，' 和 两 个 线性 算 子 p йн, р:Х,„/ 
> Xie AEE, rX Xa 为 满 射 限制 。 我 们 假设 在 
糊 糙 网 格 上 方程 TirXir =fa 的 解 是 可 计算 的 . 并 设 G = 
РТ, ЖТ» Ww, PH ra(I-pT-JrT,)< 1, Hel X 
RX, 上 的 恒 等 算 子 . ШС: x Gart Gafa 是 Fs 的 逼近 逆 ， 
IDC 方法 
x9: = PT rfa, x" x* - PT,IrCT,x* fa), k> 
0,4 k col] Их, 
FRR EERE — P Eh 驰 形 А40, utti: = Z(uh) = 
Kut + Hf ETX, =f, E8935 06) v PA, XX Hr (K) 
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Eae =: mT vo dnos co mb MR e cinis Аны E all 
i мны a 


<1. FRA: 


хб, x: * = ZY(xk), х1 5x) pT br Taxt - fi),. k>0, 


并 当 rQLO —pTQrTQOKY]- L BER SX. 
适当 选择 Z， 可 得 到 一 个 比 r,(K?!) 小 得 多 的 收敛 速率 ( 见 
Hackbusch, 1980b, 1981a). HZ 定义 的 v 步 表示 多 重 网 格 
法 的 光滑 化 步骤 。 
现在 我 们 回 到 本 征 值 问题 To = 和 Xp， 其 中 入 是 单 的 。 引 入 

离散 格式 : 

ТъФфь = АФ, p, C X, (5.31) 
已 及 伴随 问题 

T Hps = Matas (5.32) 
与 粗糙 网 格 相关 的 有 两 个 类 似 于 (5.31) , 6.32) 的 本 征 位 
ja Д1 | | 

Tipi SAn Orl Ti, Be! = Аф 
H 

lp 1 = pi b =1. 
认为 这 些 粗 糙 网 格 问题 是 已 解 出 的 。 此 外 ， 人 和 假设 Xi ERR. 
Р„/ = Vi! 是 相应 的 本 征 投影 ， 而 

Si =(T,, —aD 1(1- Pye) 
因为 z 是 X 的 适当 的 逼近 。 注 意 834 对 充分 小 的 凡是 明确 定义 
Bj. (5.31) 和 (5.32) 可 利用 光滑 步骤 和 较 正 步 驹 来 解 。 光 
滑 步 又 是 对 | 
p i= Pr- mO, (T, —aI)Q, (5.33) 
和 

Pr =r- OCTh— a Dy, (5.34) 
№17 vibJacobizkfXV, Jacobi č 7 a 8 p] EA Ex = po, 
和 y? = pyas. BULL VERA, 或 一 般 的 Ralyeigh Wolt, у"): = 
y T x8 /y xh HEA a, Xx y JESS Kk AR ЫАЛ 
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mË. ШОХАН Р lc Aly“. 
光滑 步骤 是 在 向 量 x 上 添加 - pe, Жн e 是 粗糙 网 格 的 
fA. BB; 
(Т, —al)e€= (1— Pp) rT x" — ax; E), 
фу, = 0. | 
Hl, e€ = S, r(T,x/^—ax:*2., JT C5.34) 的 回 量 由 添加 
- pS",r (TËy' * — ay, 3E SIE CI, A huésfChatelin, 1983). 
整个 过 程 BERME) 为: 
x'h=[1- Go, (T, ,— aD Yx, 
xttl = yt pS, r(T,x'* - axz*), 
(5.35) 
y'*=[I- o, (TE allty, 
у**1= yr* pSËr (Tay! ё -ayr*), 
JEH AC! (对 本 征 值 %》 的 修正 值 是 关于 T, 的 Rayleigh jg 
обх**1, y?*1), Hackbusch (1979) hic XN v, h 
h'üj. (5.35) MESE Фр» fl y, 的 证 明 . 
如 果 读 者 仅 对 求解 《5.31) 感 兴趣 ， 则 按 下 述 过 程 进行 . 
A> F (x): = T,x— (yHT,x)x= 0, 其 中 y 是 给 定 的 向 量 ， 满足 
унр, +0. AS R@MREPR, BR IDC 法 
| ио = Àk r, BI RyBT,x*, k2> O, 
хо= рф, х**%=х*—р58,'гЁЕ,(х*), k >= 0 
在 实际 中 ， 经 常 使 rp= Xv 上 的 恒 等 映 射 ) 。 由 于 y v, 
= pire f pa rps! = $1,9,7- 1, MAY =r h ЖУ 的 
适当 选择 。 # py 是 9 的 适当 逼近 ， 则 yB p EF. 
若 rp = I, Wiprpr=pr, pr 是 到 X 的 维 数 为 dimx,' IP 
空间 pX,y 上 的 投影 。 关 于 〈5.30) 的 二 级 多 重 网 格 法 H, 
maaar LARERE 中 x 处 剩余 方程 


2o: oia.enso wb cba dae п +. 5% S ST ur epo on -а Ü MARK cm mener eem rone eh J rd cest С O 


| T ,x= T,x'* — f, 
漳 Galerkin 解 。 类 似 地 ， 对 (5.31) 和 (5.32) 及 相应 的 剩余 
方程 
(T,—-aDx-(1- P,)CT,x'* — ax”), 
(T7-21)y - U- PH)(Tiy't — ay!*) 


鹊 解 释 显然 成 立 。 注 意 在 e Ga) 处 可 能 有 奇 点 ， 但 可 利用 
AERP, PDRE, | 

例 5.33 在 Chatelin 和 Miranker (1982a, b) 中 描述 的 聚 
人 台 方 法 是 将 二 级 多 重 网 格 法 用 于 和 失 阵 而 不 需要 连续 算 子 离散 化 
的 推广 。 特别 是 在 计算 大 型 矩阵 的 主 本 征 值 时 ， 由 党 法 得 到 的 
单个 向 量 序列 的 收敛 可 用 聚合 / 非 聚 合法 在 现行 问 量 上 一 次 又 
一 次 地 施行 修正 来 加 速 〈Chaterlin 和 Miranker，1983b) . 

考虑 方形 域 Q = (0，1) ?上 的 双 调 和 方程 A2p ， 且 带 有 齐 
次 边界 条 件 ， 即 在 02 (2 的 边界 ) Eq = 0, дф/дп= 0. R 
们 在 图 5.6 中 给 出 它 的 第 12 个 本 征 向 量 的 图 形 ， 并 用 此 来 结束 


AH, Hackbush 和 Hbfmann (1980〉 中 利用 有 限 元 离散 化 的 
乡 重 网 格 法 给 出 了 计算。 
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BANE ”本 征 元 的 误差 
界 和 局 部 化 结果 


5| 


我 们 在 相当 一 般 的 假设 下 给 出 本 征 元 的 误差 界 ， 即 仅 假 设 
T HjiYT T, 在 Qo(T 械 ) 中 一 点 入 的 茶 邻 域 A 内 强 稳定 .是 隐 
离开 入 并 在 A 内 部 的 一 条 Jordan 闭 曲 线 。 入 有 代数 (或 几何 》 
Bm Cig) RIESI, 1< 万 m。 相 伴 不 变 子 空间 是 M 
= PX= Кег(т- А), ЖЕ 2513] 8 Е = Ker(T — А). 

MESA, Er ABET, Wimp AGHA ris. 
( 重 数 计 算 在 内 ) . ЖЕЙУ PAK, 个 不 闻 的 值 ， 记 作 和 %;，， 
并 市 和。 表示 其 中 任何 一 个 . 若 每 个 人 BERLIN, Т, 的 相应 地 
PARE A AGE 14. Н) АУ ЗЕ-[- 2 18) 8: 


K, K, 
= @М „= +4 Ker(T, — A; Ji", 
i=] 171 


rii 


当 工 非 自 伴 时 ， 入 ,是 入 的 最 佳 逼近 ， 这 里 入 , JET, fE D PA 
SUY. À W AS GE RR КЕЈ, 


1 m 
一 m 262": 


已 经 详细 讨论 过 投影 法 的 特殊 清 形 以 及 投影 x ,对 于 得 出 入 

一 А 入 ,和 p- Фф © ,高 阶 收敛 性 所 起 的 作用 。 在 有 限 元 法 的 应 用 

中 ， 如 果 可 能 ， 已 用 椭圆 型 投影 x ;来 得 出 收敛 阶 。 这 个 例子 

说 明了 第 由 章 中 给 出 的 有 限 元 法 抽象 形式 是 有 意义 的 ， 在 那里 
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CORT WEH. 

本 章 第 二 部 分 所 讨论 的 误差 界限 ， 当 给 定 一 个 x 可 以 计算 
Tx 的 值 时 ， 它们 是 可 后 验 计 算 的 。 在 这 些 界限 中 ， 和 包含 的 党 
数 浙 近 性 态 问 题 由 局 部 化 结果 来 回答 ， 这些 结果 推广 了 Kato 一 
Temple 不 55. 关于 工 的 本 征 元 《相应 于 一 个 单 本 征 值 或 一 
组 相近 本 征 值 )”， 局 部 化 的 结果 由 TT 的 “ 较 小 ”部 分 QTQ 的 谱 
Gaji, Ho 8 蚌 在 一 个 有 限 维 子 空间 上 的 已 知 投 影 。 其 证 
明基 于 第 三 章 中 发 展 的 解析 摄 动 论 。 作 为 一 个 应 用 ， 拟 三 角 阵 
的 一 组 相近 本 征 值 得 到 了 局 部 化 。 

1. 理论 误差 界 

由 闭 图 象 定理 ,(T- TO P 是 有 界 的 , Be, = ICT - T,) P| 
-> 0. Ш 16.798 e, SH T max(|(T- T,)0| v € M, 
|| = 1)。 注意 到 车 9 是 TT 的 一 个 本 征 癌 量 ， 则 (T, - T) p = 
T,p 一 Ap 是 T, YE X, v 处 算出 的 余 向 量 ; 2 就 是 M 中 所 有 问 
量 之 余 向 量 的 极 大 范 数 ， 我 们 来 证 明 五 个 导 引 性 的 引 理 。 


引 理 6.1 P, PMI, XU PED ЖИ n, P.:= Par RK 
Р(„):= Pru) JÉJAMSIM, E GXJAM,SIM EO KWRA. 
证 明 设 xEM，lzl= 1, x = Px。 对 于 充分 大 Bn, 
有 
|i -Paxil = РХ – Paxil] < |< P - Pa) Px] 


<I- Pa) P |<. 


于 是 ， 对 于 x EM， 有 站 Puxi:> 到 zl， 即 是 ,| P5il<2。 Ж 


WH, х. C M,, |lxell= 1, х„= Paxn, ЇЙЇ 
[1 – Рх, 1 = 1Р,х,1-- Рх, 
<|(Рр, ~ Р) Рх, || xà 
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对 于 充分 大 的 成立， 因为 Po PR Pa БУРУО 


L. o! 
soa n . . 


| Px, l7 2-0 nl Hil Pul«2. 1 


AES ODIBISECEF: = TPG = PalT, Pae Е ҳӯ 
EA mA AEA, С, АЕ (Е; т 


引 理 6.2 А—-А„=(1/тїт(Е— G, T| F — G, | = OC). 


证 明 第 一 个 等 式 是 显然 的 。 对 于 第 二 个 ， 我 们 记 F ~ 


G,| »max(|T — Pi'TaPaddls 9$ EM, [ф[=1) 和 (一 
PPST.POU- PSPQC- TOv. 这 证 明了 第 二 个 等 式 。 D 


引 理 6.3 Uf jk dE BUE Ap P Ry m я в E. mp 
X1/m) |trj CF) - f(G,0] SISE) - f(G,) 1 <cl| F-G, | 


i5] f(F)-[f(G.) 是 Dunford-Taylor 积分 


ux |. f(2) ECF - 2)! - (G, - 2) 1ldz 
( 见 Dunford 和 Schwartz, 1958, #— 2, Р.600) . IH 
(F—-2)!—(G,-z)  - (F—- z) 1(F-G,)(G,-2) ! 
得 知 
Ifa» - СЕС УНЕСЕ) 
iF-G.l. [J 
引 理 6.4 FIH BJ E ox. 
ф-Р„рФ=85„(%)(Т„- Т) Фф 
对 于 Ker(T -~ 入) 中 的 任 一 9 以 及 
9 一 Ps=SCA)CT —T,)O, 
对 于 Кет(Т„-А„) 中 的 任 一 p9 ,成 立 。 
证 明 “我们 从 恒等式 


R(z) - R, (z) =R, (z) (T, - DRQ) 
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tn menie ccn er. 


=R(z)(Ta- T)R, (z), 
Jp. REPORTED p, Z; 


1 
RG esit 


22Р = (эту Sa) cr, T 
3 (08 


„СА CT, — T) 9, 
OHS ADH: S, ce АЛЕН, 而 S.C) WIE T, ATE 
六 内 的 本 征 值 的 约 化 预 解 式 ， S,G): =R,G)G1— P,) CE Wi 
ку 8, 057.750. SERS (Т, - Т)р= Т.ф ~ Мр. Ae, 
有 


2 105 
К. (2) ф, = су?” 
É 
_ -| R(Z) ) _ 
Po, — Ф, ( wis (Т, ~ Тә)Ф. 


= 5 As) (Т. -T)@, 
x FPS) = 602) (1-Р); Ж (Т-Т,)ф. = Тф, – №, Фф... 
[ ] 
习题 
6.1 f 
1- Р, = (T, A)T 1(1-—P, (T, — А), 
~P=(T-A,) 1(1— P)(T-—- X.) 
给 出 引 理 6 . 4 中 恒等式 的 一 个 声 接 证 明 。 
6.2 证 明 
HCL- P)! <l- Piidist(y,,M) <сө (Мм, M.) 
RIM a FEJE — pns [Val 1, 
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(1 Pale 11-Р, 1918100, M.) c8 OM, M.) 
引 理 6.5 恒等式 
1 . 
(1- P) = Š SiA)CT - T) (T — À) i 1 
1” 1 
XM BET v LX. | 
证 明 FAM PME SU (0T-)!-20, RW SE 
CT, yz (OT—- Ut (T, Т), 
C-P,)p=(T,-A) ! G- Р, (Т, — NY 
=S, AECT- 2309-7 (T, — Т) р] 
= (Т, – А) ?~ Pr) (Т, -A CT- Аф 
+S, (A) (T, - T2 
= $2(A)(T-A)*p+S2(0) (T, ~ T) 
W Pai РГ TTE, EBS) (T-A Y= 0 为 止 。 O 
习题 
6.3 HAT, 在 荆 中 的 不 同 本 征 值 之 一 , 它 的 陡 度 是 
4 
C= Phin = D S! Qi,)OT- TO СТ, hin) Ii» 
i= 1 
1.1 入 一 入 和 加 (M,M,) 的 界 
FIS Prix s EE Fe 8, 
定理 6.6 UT ETE A Pil EB AAT. WITH 
TRKE n, TARE 
A P), R A C Mos Pal = 1, 


эт. apit IM aap. и A on! аы 


iG-P,)pl X% €M, 
8 (M, M.a), сене A= 0), 


_ 1 
L (Z 2- 
В Ае, Dr, 
证 明 Р, 是 一 臻 有 界 的 ， 所 以 有 

тах (|1—Р)ф„|; 94€ M.» lvl 1, 

101-Р,) |; $€ M) ie (M, Ma) 
(参见 习题 6.2)。 现 在 @ (M,M,) = max(O(M,M,), ÔM., 
M)), 
我 们 首先 由 恒等式 

(R(z) ~ Е, (2)) P=R, (2) (Т, ~ T)R(z)P 

= R, (z) (T, — T> PR (z) 

通过 在 了 上 的 积分 来 界定 6(M，Mo) 反 |(P- P, P|. H T 
dimM,-dimM, H3j7&4 KHN, 6(M,M,) <1, [БШШ 
命题 2.12 和 后 有 

6(M,,M)<60(M,M,)/(i-6(M,M,)) 


Ж 31886.2, А-А, = O (e,) 是 显然 的 。 最 后 一 个 界限 可 在 
引 理 6.3 中 令 f(z) = 过 得到， ГЇ 
1.2 单个 的 本 征 值 及 其 本 征 向 量 的 界限 

WAT. 在 T 内 的 不 同 本 征 值 之 一 ， 对 某 些 j，h。 = 
Bin PERKER, Joll. 

定理 6.7 设 T, 是 T 在 "上 的 强 稳定 逼近 ， 则 对 充分 大 的 
ni 


max|A -H;i | 2 O (e! *), min|A-#;,| -O(et^"), 
i i 


dist(p,, Ker(T —A)) = O(el/ !). 


证 明 关于 本 征 值 的 结果 对 矩阵 是 标准 的 (LW ilkinson, 
1965, Р.81), WJ HIT ЛЕМ 356 FER FAG, ËJ m x mE 
РЕ. 

MFA, WEA) eH. 

C1) KRETA T. ES (X). E =Ker(T- à) 是 有 
限 维 的 ， 它 有 余子 空间 1 :X = Е ФУУ, 设 8 是 沿 W 在 E 上 的 
投影 。 1-0) (Т-А) EWEEK., uz 

Ф. Є Кег(т,-А,), |o.l- 1. 
dist(g,, Ker(T - 3)» <||11-Q) @, ||, 
对 于 
(1- Qp, = [01- О) (Т-А e F 1(1— Q) 
(т-»‹1-©)ф,„ 
K 
(T-A) (1 -Q) 9, = (Т-Т,)ф, + (4-909, 
现在 ， 对 和 中 的 任何 y 有 
(Т-Т,) Фф, = (T -T,)(p, - у) +(T - T,)y. 
可 以 选 y SL I АЕ р o 8 
y=1, lee 9 cil 6 CM, M.) «ce,, 
其 中 с 是 一 普通 的 常数 。 因而， 由 T 一 7 了 ;的 一 臻 界限， 有 
(CT =Ta) Pal SCE, 


dist (p, ,Ker(T - 3) «|l (1- Q gall 
<c lEn + |А, ~ M), 
(2) ABT, T EZX). W TI E J EAZ, 
К (20) AIR, (50) TE (XO 中 。 它 们 的 本 征 值 是 
= 1 -i 
一 À— Zo 和 Vn n 3 


RY AGE 25 [8] Н 60. OT, Ta) YE zo HAEA 


ит DE EAI SORA Ro SE, NN Maroc NL oo INS aca Eo RS re 


WR, (20) 是 一 致 有 界 的 ， 且 有 (К, (20) — R(zo))P = R, (Zo) 
(Т-Т.)К(20)Ә P= К, (20) (Т- T, PR, 
证 明 的 第 一 部 分 可 用 于 К, (zo) 及 RZ), BY 


У-у, | = -一 一 一 一 一 
| | | А-2 А, – 20 | 


2o lrA m 
|А - 20 |А, = 201° 一 
2] Ей 
6.4 证明 交替 公式 X= C1/m)trP(T-T,) Pi) (de 
Boor-Swartz). | 


6.5 Hjez: [d (T*—- Тк) Р*!, ШЕН 


《Osborn)。 对 于 任何 这 样 的 紧 投 影 P， 验 证 此 结论 ， 由 JmP 
cDomT, 则 trTP =trPTP. 

6.6 证 明和 一 入 ,= (1/m)trps(T-T,) Р! (Vainnik- 
ko), 
6.7 证 明 当 站 一 2 时 ， 量 上 ET -TOwl5l«-Torl 
是 等 价 的 。 

6.8 MFIi<j<k<Il<m, @ME,:=Ker(T-A)* 
#1 Е,;: = Кег(тТ, - А,)!. XP o,;€E,;,lo.;l- 1,HE 88. 
dist(p,;,E,) = O(eñh-it1)1) , 

6.9 ”对 于 由 x。= Е, (2) EDER х = R(z)f, ШЕНӘ 

X—x, =R,(Z)(T, — T)xX 
Н (T, - T)x= (T, —z)x — f. 


x — x, = RG) (T, ~ T)x, 
H (T, na T)X, =f- (T ~2)X,. 


导出 先 验 与 后 验 误 差 界 。 对 条 件数 进行 评述 . 
6.10 证明 恒等式 
(T, —T)x= (T, —z) (x-x,)2; 
(T, —T)x, = (T—z) (x —x,); 
(1- Pa) (Ts ~ Tp = (Т, -N-P фу 
(1- P)(T- T9, = (Т-А,) (1- P)o,. 
命题 6.8 在 定理 6.7 的 假设 下 ， 且 当 T，T，,E 双 (X) 时 ， 
O(M,M,) 的 收敛 速率 对 于 Ker(T 一 入 ) 中 任 一 9 的 投影 余 量 
10-Р.) (Т-Т,)Ф| 是 下 方 有 界 的 。 
证 明 ”由 定 再 6.6 利 习题 6.10， 对 Ker(T —20 中 的 任 一 > 


|(1—-Р„)С(Т„-Т)ф\<с|(1-—-Р„)Ф]||<сӨ(М,М,„), 
Hes c 沦 一 个 普通 的 销 数 。 |. 
投影 余 量 具有 es KT. BRIE (Т„-Т)Ф # M, = P,X Hi 
Жж. 这 一 结果 应 该 联系 到 下 界 [х-х„||>с|(Т„—- Dx. 后 者 
许 问 一 优 设 下 对 于 解 x 是 成 立 的 。 
1.3 x ¿z fF 
Vainikko (1967a,b) 已 对 Galerkin 法 及 摄 动 的 Galergkin 
法 给 出 了 紧 算 子 的 本 征 元 的 误差 界 (也 见 Krasnoselskii Ж, 
1972), X TNystróm 法 的 误差 界 在 Anselone (1971) 和 At- 
kinson (1975) 中 给 出 。 对 于 闭 算 子 ， 在 强 稳 定 的 一 般 假 设 
下 ， 误 差 界 在 Chatelin fil Lemordant (1978) 以 及 Chatelin 
(1979) 中 给 出 . 
在 一 致 收敛 或 集体 紧 收 敛 的 假设 下 ，Bramble 和 Osborn 
(1973) 以 及 Osborn (1975) 对 于 紧 算 子 引 入 了 算术 平均 1 。， 
对 于 闭 算 子 ， 有 关 离 散 正 则 收敛 假设 下 的 更 一 般 的 框架 ， 可 参 
看 Grigorieff (1975b), 
МЕ 498, de Boor fj Swartz (1981а) 对 于 常 微分 
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方程 重 本 征 值 (具有 陡 度 1 > 1 ) HEERE ШОЧ AUD 
值 研究 。 | 
2. 投影 法 

我 们 已 经 证 明 ， 一 般 说 来 ， 和 -~ AQEGOLMO 至 少 具 
Ate, 的 阶 。 存 在 着 和 - 入 ,具有 高 于 e 的 阶 的 情形 。 投影 法 将 
提供 一 个 基本 的 例子 。 现 在 我 们 就 来 研究 它 . 

Bx. MBA XSX.LH4AE m. 185 ERA. НТ. = 
r,T3BXEA PT. AME 


Тф= А, OFQDEX, (6.1) 
# X, 中 由 

T,Te@,=XM0, 0=o,CX, (6.2) 
2.1 余 量 


NTSB, RAR (T-T DeFT 
(1-л.)Тф=А1-л.)ф. 
更 一 般 地 ， 
(T- T.)P- G- x,) TP- (1—- 1,) РТР. 
”我 们 知道 ， 对 和 中 任 一 x， 我 们 已 在 第 四 章 中 引入 了 量 
ó, (x) = dist(x, X,) =|zloCxy,X)， 它 满足 关系 
6, G) «ll - zx I+ я, 1008,60). 
ó, (x) 表示 当 x 由 子 空间 X,。 的 元 逼近 时 的 最 小 可 能 误差 . 
我 们 回顾 定义 6(M，,X,) =sup(dist(y,X.); v € M, İyl 
= 1). z 
引 理 6.9 对 投影 法 T。= x, T, 
e,=|](1—z,)TP|=<có(M,X,). 
证 明 dilü-z0TPI«lTPIiXQO-z, Pl, 这 是 显然 
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引 理 6.10 ”来自 逼近 〈6.2) 中 的 入 -~ An [G - Poll 对 
TCM, Ө(М,М,) А = ОВ, ЖИН xz, T K 
л.Тл, 给 出 。 

证 暗 ” 设 是 围绕 入 而 不 包围 0 的 一 条 Jordan pee, TE 
= XT 及 Tü =x,Tm, 在 IT 内 有 相同 的 本 征 值 及 相应 的 回 样 的 
ЖЕ ШИЮ. ША, EM. = MY = Ма (见习 题 4.25 及 4.29) X 
于 | 和 -his|，j=1,…,m 及 dist(g,, Ker(T -2)) WE 
果 显 然 也 成 立 。 Li 

因而 本 征 元 的 误差 界 能 用 (М, Х,) 表示 (参看 定理 6.6 
及 6.7) 。 估 计 误 差 问 题 化 为 逼近 论 的 问题 : 估计 M 中 的 函数 y 
及 久 中 于 空间 XX, 之 间 的 距离 6, (VW)。 这 个 距离 依赖 于 MM 的 不 变 
回 量 的 光滑 性 及 子 空间 X, BJ RY TTE. 


习题 


6.11 考虑 由 XX,、Y。 定义 的 Petrov 法 〈 见 第 四 章 ) : 
л.<Т-А№,.) Ф. = 0, Pn СХ,, 
其 中 zx, 是 Y, 上 的 投影 。 证 明 ， 在 命题 4.8 的 假设 下 ， 本 征 元 的 
Rn НЕСК -a) 1M,Y,) 或 6(M ,XX,。) KEM. 
因为 对 于 投影 法 ，(T -T,)9 是 和 (1-л,)ф 成 比例 的 ， 
(T-T DPF X, 之 外 ， 因 而 在 WM ,之 外 。 于 是 对 于 @ (М, 


Ma), Ben 是 最 佳 的 。 现 在 来 研究 -~- 入 ,的 阶 . 
2.2 入 ,的 超收 做 

除了 在 X 中 有 л„ 15], ХЕМ» Lrt, Xm 
M* 远 T* 的 相应 于 和 的 不 变 子 空间 。 定 义 c,: =la- x.) Pll, 


at: =|(1- 74) P*. 
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定理 6.11 dE .,— 1, VEM* EE 0151, B (xz, T) Ж 
THA Lope git. Ware r Kh n. AP mA SSH 
率 ， 


IA- Aa] = O(a,a*), 


Lil (yi E . 

| = (xi) О (anat), X50, 
证 明 入 CER B. Ж Тем OX Т, м,) 的 本 征 值 。 在 基 
(x J 1 A (x1 A ar T: ы КОБЕ A ERR. 其 系数 为 a, = 《TX;. 


xt). WER KAN, Pin) = Pim ER T, G Xini = P n) Xi, 


ni PX in =X; . 显然 有 《Xin， х?у = <рх:,, x") =6; | $ 


因而 
Aede{x  STRIXtIT PE. Tora, 用 矩阵 也 ,表示 ， 其 系数 为 D3 | 
= 《T,Xjn, . 注意 到 a; = <TPxX;,,xX*> = 《TXxjn, х), 所 

a. ~b}, = «(Т-Т,)х;„,х1) W Fi,j = 1, m, 


TT —T,)(P%1)P- P)x i ,x*> 


|A- В, с max;,;l«(T - T,)P74yX;,X12] 
特别 令 T, 为 XI, T。P 了 ilyP( 或 P) 是 沿 G — POXTEM , (或 
M) КВ, НУ 2.16 及 定理 6.6， 有 

| P3, P- P|<ce(M,M,)<c|j(1-xz,)TP|=ca,. 


НА - В|<са,аз, H Azez EA + 0 的 邻近 是 全 纯 的 ， 
所 求 结果 由 引 理 6.2 和 6.3 得 出 。 口 
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习题 

6.12 uEHH тах; | ш; |= О (0,0%), min; |A- hjni” 

= О[(0,0%)*), HA 
dist(p,,Ker(T — А)) «стах (2,, (a,a$)* /!), 

6.13 济 用 习题 6.5 直接 建立 | 和 一 i. | = О (а,0*), 

T (或 T-1) ERE SE: RT ШО. 11 忠 的 收敛 速率 没有 
影响 。 因 而， 对 于 Galerkin 逼 近 ， 在 离散 紧 收 敛 ( 参 见 Desioux 
等 1978b，Mills1979b)〉 或 强 稳定 ， 或 正则 和 的 假设 (Chatelin 
1979) 下 ， 收 敛 速率 还 能 保持 . 

P 

我 们 可 以 看 到 ， 为 了 得 到 误差 界 ， 并 不 需要 条 件 X,* 7 
1 在 M* 上 上 成立， 但 是 如 果 在 M* 上 x,* 确实 趋 于 夺 ， 则 有 co* 

如 我 们 将 看 到 的 ，a* 和 gs 县 有 相 辐 的 阶 常 是 足够 的 ， 当 А 
_ 信 , 相 比 于 B (CM，M,) 的 阶 0, 具 有 a: 阶 时 ， 通 常 称 入 .是 超 
Ву. EMETIK, dista, M) 的 阶 c* 是 不 能 改善 的 ， 
(Aut, BBB+ 0 时 ， 和 迭代 本 征 向 量 p。= (1/А.) Тф. C X, 
则 如 我 们 现在 看 到 的 ， 可 能 有 dist(9,，M) = o (an), 计算 
9 的 代价 已 在 第 四 章 中 讨论 了 。 

2.3 nM $3 Ag Jk Ж 
AEA, RRA ORB BRB: A COOCTORS 
ашак YAO. BPBOS T JEA KI n, M= 0 证 成 立 的 。 

命题 6.12 л, э 工 且 了 是 紧 的 ， 则 对 充分 大 n 

dist (ga, M)=c||T(1— m, ) lan, 

证 明 Seiko ETS = Тл, WS FA, B — F EDI 
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B. ERS Hleell= 1, Пр ПТ 从 ,| CF nE—-RAR 
的 。 则 由 定理 6.6 有 
dist(g,, MyseiTO- sopiselra-zoffa-zopt. 


НЕТ, чл P IB. 0- zt T*| = 
IT(1—x,)|W RF 0 。 然 而 ， 这 一 收敛 可 能 是 缓慢 的， 除非 
H TA. Е), at 工 的 情形 在 Kulkarni 和 Limaye 
(1983a) 中 研究 过 . 

例 6.1 我 们 考虑 在 X=L?(a, Ьун 


T: - |'kC., s)x(s)ds 
b 


定义 的 积分 算 子 T。 设 4 = (2) 18а, DINER X. а= 
toti «xt. o7 b. p.a 表示 这 样 的 函数 集合 ， 它 们 
在 各 个 Ai;i:=[ti-i,t;)，i =1, 2, ++, nn 上 化 为 次 数 低 于 7 
+ 1 的 多 项 式 . Luar EP, zs 上 的 正 交 投影 。 若 h:= 
max; (t; —t,-:)— 0, rr 上 > T ,有 旦 对 于 C +! (а, 6) х, 
Ön (x) =|| (1-rm,)xz] ; =O(h'*1y, 设 k E C'ti([a, 5] « [a, b]). 
+ E: M ih BJ fE HARE Н Ж EC a, b), Hdist,(p,. M) 
= Or+i)。 在 K 的 光滑 性 假设 下 ， 阶 fj27+2 能 随 g, 达到。 对 
Pfa, bli t. Указ КС, O. УМЫ Е Y, 
都 有 


b 
[T(1-m,)0]C t) -| kt, s) E m.) G) ds 


-(üu-525 99, ki) 
= ((1-хлх„)уўу, O-zx)k 0, 
其 中 (.，.) JE L?- 85, E k. 32R a < s < b EB 
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s > k, (s) А 所 以 有 
{т G- zl T A- eos < (Pp LIO n ӨК") 


| (Lo Dl, ch? t EEEE distal p, M) -O(W2 1*2), 
其 中 dist. 是 关于 最 大 范 数 | |. ER) ， 称 9 :是 
整体 超收 收 伍 的 ， 因 为 它 在 Fe， 呈 中 所 有 的 点 t 处 都 是 超收 全 
的 。 若 核 不 是 充分 光滑 的 ， 则 4$, 不 再 是 整体 超收 伍 的 了 。 它 
可 能 在 ra,b 中 的 一 些 能 区 别 的 集合 上 是 超收 敛 的 ( 见 第 七 章 ). 
a 

习题 

6.14 考虑 例 6.1 中 的 方程 (T ~ 2)х =f. TEAR 与 于 在 
сыш х, = (1/2) Tt- f), 有 

|x = x flasch''*? 
(Chandler) , 

8.15 ”作出 对 1$ -2 的 估计 ， 其 中 加 =g。+r0 在 第 五 
章 中 由 关系 (5.24) GE X. MUREP? 

2.4 文献 注释 . | 

入- 入 ,的 各 种 迹 的 公式 解释 了 入 , 较 高 (如 果 可 能 ) 的 精 
HE: A- 入。 分 别 表示 为 X 及 X* 中 的 两 个 向 量 的 数 积 ， 其 
中 之 一 具有 余 量 范 数 的 阶 , 一般 说 来 , A -入 ,具有 这 一 余 量 的 
阶 ; 当 两 个 向 量 近 平 正 交 时 ， 它 有 较 高 的 阶 . 

Osborn (1975) 对 有 限 元 法 使 用 过 习题 6.5 中 给 出 的 迹 的 
公式 ; Vainikko (1978b) 将 习题 6.6 中 的 公式 用 于 有 限 差 分 
ik; 习题 6.4 中 的 公式 ( 即 定 理 6.11 的 证 明 中 曾 用 到 的) 在 
Boor 及 Swartz (1980) 中 用 于 在 Gauss 点 的 配置 法 。 

Sloan (1976b) 首先 注意 到 了 和 迭代 本 征 向 量 对 于 投影 法 
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可 能 的 超收 敛 性 。 对 于 使 得 x* P 1 的 投影 ， 犹 如 逐 段 多 项 
式 插 值 在 Gauss 点 一 样 也 能 得 到 超 收敛 性 [Boor 和 Swartz 
(1981b) 中 考虑 了 更 一 般 的 投影 ]。 我 们 将 在 第 七 章 中 更 详细 地 . 
论述 这 一 问题 . | 

对 于 近似 积分 法 ， 在 wp4 和 Фу = G/T. 95 之 间 存 在 一 
种 类 似 的 关系 ， 但 是 没有 证 明 出 理论 上 的 结果 ,其 至 当 核 不 是 
光滑 时 也 存在 数值 的 例证 表 明 ，qg* 也 能 改进 ps (参看 第 4.4 
节 的 数值 实验 .。) 


5. 一 个 例子 : 有 限 元 法 


3.1 协调 有 限 元 法 
考虑 在 第 四 章 第 8.2 节 中 由 
a(u, р) = A(M, wn, Vu C€ V (6.3) 
DEEWANA sk BR V C H , RARELY, (HARA 
紧 的 . a 连续 , * 且 在 VxV 上 是 强制 的 。 算 子 A : HVE 
B:=Aiv:V->V 是 在 第 四 章 中 定义 的 我们 在 V 中 考虑 问题 
(6.3) ; 
ABu-u, 0=uc v 
B1/A C Qo( B). JB P RC B TB ГАНЕ E. (У.У 
的 有 限 维 子 空间 的 一 个 序列 ， 且 设 x: 是 VY, 上 的 a RB. 
ЕУ, 中 (6.3) 由 
G(U,, u,)=AÀ(u,, Vidas ЖУ, PRAM, (6.4) 
wit, weir TF 
A,B,U,-U,, OF4,EV,, НВ, = л: В. 
下 标 V RRNA НЕН) С > Пи. XP a 的 强制 性 和 连续 的 假 
设 ， 依 据 引 理 4,25 保 证 对 于 VV 中 的 每 一 个 vy， 有 


max(| (1- zi)v);, lG-z29v|2«c disty(u-V,). 
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RITEN 6,:=ó,(M,V,)=sup(disty 4, V, ); YE М, ve 
= 1) (83 = ó y(M*,V,), FAME B MM F1/X8 AE -f- 
空间 〈 或 M* 是 a 伴随 算 子 B* 相 应 于 1/ 和 的 不 变 子 空间 ) + 

定理 6.13 设 B, 是 B 的 一 个 强 稳 定 赣 近 ， 则 对 于 充分 大 的 
п, КӘ РЕШЕНО, 

IA- Anl 0 6,05), OvCM, M.) =0(0,). 

江 明 ”这 是 定理 6.11 在 V 中 的 一 个 直接 的 应 用 ， 其 中 伴随 
CAV 中 的 投影 的 概念 是 相关 于 强制 的 半 双 线性 形式 a w. П 

#ж@Ө;(М. Ma) 的 估计 问题 依照 习题 6.16 与 估计 
| 2 一 ws; 的 问题 是 间 样 的 . 
习题 

6.15 EMA а(и, 0) = (f, Va (对 V 中 所 有 的 bv ) E 
V ;中 近似 解 us 的 误差 界 是 iw —u.lyxcó.CuD. WR (Cu) 
6y(M, Va). > | 

6.17 za 是 Hermite Bj, 1/AC Po C B): BATE 值 ， 
不 限制 它 是 孤立 的 或 重 数 有 限 的 。M =Ker( B — 1/2). 证 明 

dist(1/A, 6(Ba))<c ðv(M, Va), HF 
B,=x°Br?. 

6.18 ?51H E E 4. 25 n 0 AE WS 
5. 

516.2. 设 2 是 及 ?中 带 有 光滑 边界 的 一 个 有 界 区 域 。 我 们 


AH-L?(Q), у= HiCQO, BEN TF 3854.13 FA) 


N __ LLL 
atu, o-[ [ > a; j0; 40 ;U таит | а 
Q - 


SET 

考虑 问题 (6.3) , Bh Jë Sky О BJ E SH. 我 们 选择 类 

Sio ko 2 中 的 一 个 族 {V;} ( 见 Osborn，1975) , 它 满 足 
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PRA 

Ci) V,CHI(Q), 

(ii) inf,.y,(u-xla+ h] v — x |lp)<ch' | vo |e 对 于 
H'(Q)' H (Q)(1=<t Sk PAH h flu RR sr, 这 里 
le 用 SEM AER. 

由 条 件 Gi 得 出 

disty(v, V,)<ch*"! Xv CH*(Q), (6.5) 
XIF a 的 假设 保证 了 M = PV 和 M* = PVE 在 H'(28) 内 ， 
t > 0 .我 们 已 经 得 到 结论 

là -Ni 20(2*72), @y(M, My) =O (htt), 
我 们 由 Gi) 得 出 相对 于 L? 范 数 的 闻 际 
©Өн\М, M,)= O (h°), 

这 些 估 计 在 Bramble 和 Osborn(1973) 以 及 在 Osborn 
(1975) 内 给 出 .在 这 些 论 文中 问题 的 叙述 宁可 选择 在 五 中 而 不 
在 了 中 (会 看 例 6.3)。 为 了 得 出 (6.5) 而 加 在 Vs 上 的 条 ЁЁ, 
读者 可 见 Ciarlet (1978) НЕ. 

对 于 Dirichlet 问题 ， 有 时 难于 构成 满足 条 件 Ci) WK 
{V。}， 因 为 要 求 这 些 函 数 在 边界 各 0Q 上 等 于 零 。 然 而 ， 为 了 
绕 过 这 个 困难 ， 一 些 方法 已 经 发 展 起 来 了， 诸如 Bramble 和 
Schatz 的 最 小 二 乘法 (1970) ，Nitsche 的 方法 (1970 一 1971)， 
以 及 Babuska 的 Lagrange Ж л: (1973) 。 

所 有 这 些 方法 都 遵从 下 面 例 子 的 途径 。 

例 6.3 我们 再 来 考虑 (6.3) ， 但 现在 是 在 互 中 考虑 它 。 
i ERİ ° lla, 

| AÁu- и, OF u CH, 

ЖИ V SH BJ КАЛ ЖН, AER, Н (6.4) 定义 了 了 
BEA H>H, [#FRIA,-Al>O0. BA’ MAL BEAM 
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A; 的 《关于 五 中 内 积 的 ) (ЕВЕ. МПМ" ААГ 
ASF. 于是， 应 用 习题 6.5， 易 于 证 明 | 
А-и | max А-А) ре [А-А ud 


«МФ? Мг 
ivimdtv 13 


IA- Apul], 


O(M, M,)xclCÀ — Aj) ul. 
注意 到 在 这 一 讨论 中 ， 只 用 到 条 А ~ All = 14А, – A >o. 
至 于 有 限 元 法 实际 上 是 A 在 V 兴 的 一 种 投影 法 这 一 事实 只 是 隐 
含 地 用 于 界定 第 一 项 《A 一 As)$，W*》( 见 Osborn1975)， 

现在 来 考虑 第 四 章 例 4,26 中 定义 的 问题 ， 它 比 (6.3) 更 
为 一 般 化 。 互 :及 五 :是 两 个 复 Hilbert 空间 , 其 范 数 分 别 是 |， 1, 
K| + las 设 给 出 了 从 Hj хн, а] ср РВЕ. 
Hab, Ef 

inf sup. lalu, u)| = а > 0 


Esli 2" 
teH, vet, 


sup |а(и, v)| >OxtH, Н u == 0 


rd KS (6.6) 
[3] Ж]: _ 
RACE, OF WEH, 使 得 a(u,v) = AbQu,v) 对 所 有 的 
v EH, (6.7) 
it + 


ATu=u, 0= u CH,, 
R'BTeZOL,)uidkfl4.26msg У,Ш[ а{ЕЖ-ЕТ*Є SZ (H,) 
一 样 . ФПИ 1/АЄ 8o(T). 

设 已 给 出 有 限 维 子 空间 的 两 个 МЖ, {Sint 与 {San} 分 
ШЕН, EJH.,rR. (6.7) НЫ ЕВ ЕЈ 
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RA C С, 0 ÆU, € S, 使 得 (6.8) 
a(u,, Va) = 和 jb Va) 对 Sa 中 的 所 有 ur 
关于 (6.8) ， 我 们 设 
inf sup |a(u,, 0.) >a > 0, 


кебу» RICP 


(6.9) 
sup la(u,, u,)| > 0 WS, PRA, 0 
„е 15 
[ant 一 1 


和 和 所 有 的 hh. 
在 假设 (6.6) 和 (6.9) 之 下 ， 存 在 唯一 确定 的 投影 л: H. 
>S Mari : Ho S5, 使 得 


101 ~ x*)ul|;<cdtis,(u,S,,) Н, PRA Hju DL?) 884.81) . 


RIJEI: 201(M, S,,0,0,: = max eu" Id- ri vli. 
命题 6.14 除 假 设 (6.6) 和 (6.9) SH, Ж, 对 于 H， 
HEJER и, dist, (u, Sir) > 0, 且 设 лТЖТЖЕ1/А 的 一 个 
А0390 ру ЕД ЕЛ, ME 
A Aa =0(6,0%), @(M,M,) =О(д„). 
证 明 ”这 仍 是 定理 6.11 的 一 个 应 用 ， 把 它 留 给 读者 去 作 . 


注 意 6* 可 以 趋向 也 可 以 不 趋向 于 0. D) 


m 
EL: 


6.19 证 明 (6.6) 2 
inf sup , lacu, v)| > 0. 


Ilol, =i isl. 
vel, u<aHí 


6.20 设 N =dimS,,=dimS,, H4(ei); Ой{/)1) 
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HES i, (952) WR. 证 明 (6.8) SHOT N x N 广义 的 矩阵 
本 征 值 问题 

Atq, = 4, B^q,, 
其 中 | 


N nd 
4, = (41)1, иь 7 59461, CAD; = а(е?, FD 


і =] 


CBA); | 一 р(е*,]%), 


证 明 在 假设 〈6.9) 之 下 ，44 是 可 逆 的 ， 

例 6.4 上 面 的 抽象 结果 在 Mills (1979b) 用 于 奇异 的 Weyi 
一 Stone 本 征 值 问 题 的 本 征 项 数 数 值 逼 近 的 研究 。 算 子 了 是 非 
FAM, MESET, WE СТ Т, ) г 1. 0 。 这 是 一 种 离散 
Ж. | 

{6.5 Mills (1979c, 1980) 中 ， 这 结果 被 推广 于 上 自 反 
Banach 25 [н], Н BAS YE AHI T, X BI BE ЖШН ЖН Ж 
征 值 的 应 用 . 

例 6.6 寺 述 的 抽象 框架 也 在 Kolata (1979) 中 用 于 研究 
Lagrange 乘 数 法 ， 并 在 Mercier 等 (1981〉 中 用 于 混合 法 及 淋 
交 法 。 在 这 两 种 情形 中 ， 对 了 工作 了 紧 性 的 假设 
3.2 非 协调 有 限 元 万 法 

我 们 考虑 用 在 钢 4.27 中 定义 的 方法 逼近 例 4.25 中 定义 的 广 
义 本 征 值 问题 . 我 们 已 在 第 四 章 中 解释 了 用 投影 л {у 讨论 
的 困难 性 。 若 假设 j4 -lp 一 0 〈 因 而 4 是 紧 的 ) ， 则 在 五 
中 类 亿 于 例 6.3 中 给 出 的 一 个 界限 容易 建立 起 来 。 设 A’，As: 
H—VB PX 

a(v,A’f)=b(v,f) VvCV, 
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або,, Аў) =Ъ(0,,ф) Vu CV, 
来 定义 (fEH)。 设 1/ 和 A 是 4 的 本 征 值 ，1/ 和 是 A’ 的 本 征 值 ， 而 
且 谱 投影 P = ( -1/2iz) | ‹А' -z)-1dz， 和 不 变 子 空间 м’ 


= РН, РЖ, РУКИН, 5 

А-А <e nme IbCCA ~ A )и,0)| 

[ajan КА, 
HICA- A. pula CA’ - Ах) pay [1 
证 明 留 给 读者 〈 见 Mercier 等 ，1981) . 
3.3 ik X, £ EY 
我 们 再 来 考虑 本 征 值 问题 (6.3) 及 其 逼近 (6.4 。 设 入 

是 单 的 ，w, 是 B, = zx:B 相 应 于 1/ 和 ,的 本 征 向 量 。 考虑 由 


Ca 


Wn = А, Ви, 
ЕМ EAR AE AED E. 
wu, 是 方程 | 
a (thy v) = Ag ClUn, U) 对 VV 中 的 任 一 v， 
它 可 以 用 高 次 有 限 元 来 解 。 把 命题 6.12 用 于 了 3， 我 们 得 到 

и, —и|к<е}В(1- z2)]|vóy(M , Va), 
*BO-z2|r 08, ws 改善 了 u. 

例 6.7 #58 Q 内 的 Dirichiet 问 题 

Au=M 在 2 内 ， 

u=0 在 DO 上 ， 
其 中 2 是 R? 中 的 有 界 区 域 . HH=L*(Q), V=HjQ2). 我 们 
”选择 分 段 线性 有 限 元 ， 于 是 有 


IA- х)и]у«<һ||и]у, 


lB(1-z2ulysxel(1- ziulsxchlulv. 
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由 此 可 知 若 将 分 眉 二 次 有 限 元 用 于 计算 w,， 则 可 得 忆 - uiy = 
Olh) Z lu- u ,|z=O(h2).BiLin Qun (1980 及 BLAH 
的 例 7.5。 


4. 有 界 算 子 的 后 验 误差 界 
我 们 现在 通过 量 11, =T- T, P, | 来 给 出 误差 界 ， 因 为 
P, >P, Т> 0, Hn, 4F 
„пах IT - T,2vl, 
|o]: 
如 果 我 们 能 够 对 于 M 。 中 的 任何 乡 合 理 地 容易 计算 项 TYy， 它 是 
可 以 后 验 计算 的 。 在 整个 这 一 节 中 我 们 总 假设 工 是 有 界 的 ， 
4.1 rA FOM, Ma) $37 
定理 6.15 设 {T,} 是 T 在 TT 上 的 强 稳定 逼近 ， 则 对 于 充 
AW n. &-AQSRIGCM,MO im. E. 
证 明 我们 知道 ， 

0 (M,M,)x«max([CP- Р„)Р||,||(Р- P,)P,|), 
(R(z)— R,(z))P, =R(z)XT, —  T)R,(z)P, = 
R(z)XT,-T)P,R, (2). 

于 是 由 命题 2.13 得 到 6(CM,,M) 反 cq K @(M,M,)<cT,. Xl 
在 我 们 在 双 (M OD PARAS Fi: = РТР) Ж Gin 
TatMn. 显然 m-ks) = tr(F: — Gi). 

设 {xX;}17 是 M 的 一 个 基 ， Zx i, l = р.х. i —1,"', m, 
根据 对 于 充分 大 的 n， 有 dimM。= dimM 的 假设 ， 这 时 {xivji 


М, 的 基 且 由 引 理 3.11 知 其 伴随 基 (xt jz 对 于 n 是 一 致 有 界 
和 的。 我 们 得 到 
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4 »one a " 4 "n — 本 
ee rr жк 


` tr (Fr 一 Gi)= > < (Pi, TP (a) — Ta?Xin; Х\п>? 
i= 1 


和 
(Е. Gi) «стах Pla) Pia) T- To)X;s) =cT,. UI 


习题 
6.21 FES (M) BEN Сі: =Р(,) Т, Poi ШЕВ 
F-GZ=P(.)(Fi- Gi) PT Ж Е-С = OM) 
6.22 由 习题 6.21 导 出 
max |A—#;,)'=OCn,), min JA- n; ,| = OG"), 
) 1 
和 和 


1_ 1 (SL)=0 ) 
à т 2 y. 1 


6.23 借助 于 5 估计 jj(P 一 PPIB. 

如 果 我 们 能 够 信 计 在 这 些 界 中 出 现 的 常数 ， 则 后 验 误差 界 
能 从 如 定理 6.15 的 叙述 中 得 出 来 。 
4.2 г XRayleigh? | 

设 T 及 了 ,是 Hilbert 空 间 中 的 自 伴 稠 定 算 子 ， 又 zx 是 T. 的 
本 征 向 量 ,满足 (х„,х„) = [5,012 1. E Rayleigh Wop, : = 
《TXxs,Xn) 是 入 的 具有 以 下 阶 

js KT -p,0x.l? ËH 0(p,): =dist(p,,o(T) — {Ар 

的 逼近 CS Y. 

对 于 非 自 伴 的 情形 ， 设 入 是 重 数 为 m 的 精确 孤立 本 征 值 . 
Rayleigh 商 概念 的 一 种 可 能 的 推广 是 考虑 М, 的 基 {x;,}7 和 在 
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болтн cm ee aie PT туза RT rae pet Tm rn pn mae - - 


Ma 中 的 伴随 基 txivji， 且 令 


<, 是 T 的 基于 M, 中 给 定 基 和 Ms* 中 对 应 的 伴随 基 的 广义 Ray- 
leigh 商 , 几乎 不 需 再 作 额 外 的 工作 ,就 常 可 后 验 计 算 E, ( 见 第 七 
тї). 
纪 ,能够 是 入 ,的 一 种 改进 吗 ? 关于 矩阵 的 情形 (第 一 章 ， 第 
4 HF) 对 于 m=i: Š = уН Ах, yx + 1, 我 们 已 经 注意 到 了 
这 个 问题 ， 我 们 知道 答案 依赖 于 2 是 不 是 АН 的 一 个 逼近 本 征 
HER. 在 下 述 内容 中 ， 情 况 基 本 上 是 相同 的 . 
仍 设 工 及 T, 都 是 秽 定 的 ， 且 令 
na: =| (T*- TH) PT]. 
可 以 趋 于 也 可 以 不 趋 于 0 . 
引 理 6.16 设 了 ,是 T 在 卫 上 的 强 稳定 逼近 ， 则 对 于 充分 大 
的 n, 有 
入 一 5 = – (1/my>trT P, = О (1,701). 
证 明 


т(- М) = > «P,TP;!-P,T,P,) Xia X а? 
i=1 


= WP.OT-T.P,) PI Xin, Xin? 


= > <(T-T")Ph Xin: Xin) 
=tI(T — T,)P,, 


+ У «(Р Par P, )x i  (T*-— Tx. 
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现在 用 
ma, =trT,P,, ||P Pua- Pall<cO@(M,M,)<ch, 
得 出 
|mX-trTP,.|lscem.U. С 


nie BIH. Ж — Ае, ВО, Wnt О], С СЕ 


Th. 

546.8 4 TERDA T, HAABRAT, Ж IB yi hj, xr 
б„ ИЖ Н КЕЕ ЖЛ ЕЗ Txin 的 计算 。 细 节 在 第 七 章 
5583.2 节 中 给 出 。 ЗЕ, ЖОК НЭС {x*.}7 的 信息 ， | 

例 6.9 我 们 考虑 带 光 滑 核 的 积分 算 子 的 Nystrsm BE, 于 
有 是， 在 一 个 合适 的 Banach 空间 中 lirTz-Tll-liiri-T*ll 
— 0 (第 四 章 ， 第 7 节 ) 。 5, 改善 了 入 ,( 参 看 第 4.4 节 的 数值 
实验 ) , 

例 6.10 考虑 第 五 章 第 5 节 中 定义 的 本 征 元 当 m = 1 时 的 
SRAM EE. BERERE A = (ТФф,, Ppi =б„; 这 基于 


AEM Bp. фт М Rayleigh. 

例 6.11 设 工 是 Hilbert 空 间 中 的 自 伴 算 子 。 给 出 一 个 逼近 
本 征 向 量 p,, Rayleigh 商 p, = (T9,,q9.) 是 入 的 一 个 近似 值 ， 
ЕЛУЙ E, = (To, 07) 一 样 好 (HA AD 。 这 是 因 为 
"T, JERE 〈 设 入 ,是 单 的 ) 时 ，g* 可 能 不 是 T 的 近似 本 征 问 
Е. | 


习题 


6.24 TEKERT. |51 = 1, p =(Tx,x)。 对 任何 
的 c EEC， 证明 
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CT 20) |2 «ICT? - px? + la- p| 2, 
并 导出 minges (T —a)x| = ICT — px]. 
6.25 设 工 在 Hilbert 空 间 中 是 自 伴 的 。 设 了 .相应 于 p ,的 
本 征 什 和 是 单 的 。 证 明知 了 ,是 目 伴 的 ， 风 6. =р„, 3 T, ЗЕН 
伴 时 ， 仍 有 TIST* =T， 试 对 作为 和 的 逼近 的 上 。 与 op, 进行 比 
较 。 
6.26 BT- ÆA RAFT 的 Galerkin HENA. Tx, . ШЕН 
А. =6,. 
对 于 Galerkin Wit, А, =E КДН Ж ЛА 1, ША, 
是 有 较 高 精度 的 逼近 . 在 第 4.3 节 中 我 们 会 看 到 投影 法 的 更 多 
4.3 投影 法 
设 入 是 T, =A, T 的 单 本 征 信 ， 其 相应 的 本 征 问 量 是 9 ，,， 
Ш Н Ps 表示 。 在 第 2.3 节 中 我 们 已 经 考 虚 了 挝 代 本 征 癌 量 
Ф, = (1/M)Tqs，9s 是 T=TX, 的 本 征 向 量 ， 对 应 的 谱 投 影 
ERAH PS, 我们 引入 广义 Rayleigh 商 
入 := trT PŠ, 
引 理 6.17 下 面 的 恒等式 成 立 ; 
A. = trTP?= trT PF, 
证 明 OWE TS, TIA Ti. AF A. HREM BORE 
px， Ф. Ё 9s. 我 们 定义 伴随 疝 量 如 下 ， 
(л„Тл„)* pi= K pt, Cr, pDl 


(л„Т)*ў„ = Matas “Ve, Vu =l, 
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л точе Yanqan am Anu cc ccs nen Lon lae Ii dria var ry. M _ - ч 


(Tz,)*À mA Фф, > = 
PA PIERE: RIJS i: api. FH 


1 
= (93, yi? (то, TE saga, aT'eD 


-4p,, аф#у=а, 
BOE: gf = ot. 同样 地 ， 令 := (8/X) T* pf. 


1= Parte) (0 T T*o у= (二 re 81) - Bs 


所 以 和 = (1/ 入 ,)T*qg*。 现 在 


ed — 5 __ s ж, __ 1 "PE 

AN, ~trTP,=<To,, ?-(To,, " T 91) 
—-T9,, Yar = trT PP. [ji 

RRE Brpo.:-lC1-—-,5T9.lJ£ 1%: = 


lC1— ла) Т*Фф srs 来 给 出 误差 界 . 
命题 6.18 对 于 充分 大 的 n ,我们 有 
A= Anf = Om) 和 IA- Anl = OC —x<,)T| 0,06). 
证 明 对 于 第 一 个 界 ， 我 们 令 6。= NX。， 并 应 用 引 理 6.16 于 


л.Тл, (m= 1) 。 对 于 第 二 个 界 , 令 入 ,= trTP5 并 把 


引 理 6.,16 应 用 于 T, = xX,T。 这 给 1H [A — 2. |<c|G- x, To] 
[T*C1-z5).l, oR p, 已 在 引 理 6.17 的 证 明 中 定义 。 细 = 


(1 入 ,)T*e*， 且 因而 


А 1 
HT*C 1 — л), | = 112" 1 -л*)Т+ф*| < 
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с|‹ 1-z,)T |. = 
若 | (1 -7Tj-> 0， 则 入 ,改善 了 %, . ET BRA H 


x, ->1， 这 个 条 件 是 满足 的 〈 人 参见 第 4.4 节 的 数值 实验 ) . 


习题 
6.27 考虑 对 本 征 值 用 T& = ATA, 的 迭代 加 细 。 证 明 前 


BRUGES AM OSAMA, MGR, 
6.28 Т Hilbert 空间 中 的 紧 自 伴 算 子 ， 又 设 工 ,是 正 
交 投 影 。 和 及 ps 由 XT9 ,= 入,p, 定义 ， 


~ 1 pU i ~~ 
Peete, R A. LEP Pe) 


An CO ny Pa) 
HE BA 
X = p r+ O(|(1 -2) TI 
K 
A= Ant OCI- =,D T|) 
4.4 数值 实验 


我 们 转述 Redont (1979a) Ц Ки Кагпіў Limaye(1983 
a) 给 出 的 一 些 数 值 的 实验 . ТЕХ = C(0，1) 中 考虑 由 以 下 的 核 

(1) К\($,1)=6*!, 0=<s, t=<1, 

(2) К,(5,1) = |coss-cost], 0=<s, 61 
定义 的 积分 算 子 。 上 面 的 两 个 函数 关于 s ， + 都 是 对 称 的 ，K， 
是 光滑 的 ， 而 ks 则 有 不 连续 的 一 阶 导数 ， 

对 于 第 一 个 例子 ， 三 个 主 本 征 值 是 

A, = 1.353030, А; = 0.105983, A3=3.560749x 1073, 
对 于 第 二 个 例子 ， 主 本 征 值 是 和 =0.164565。[0，1 在 t;= 
ifn, i= 0 ，…， 处 被 分 为 n 个 区 间 ， 积 分 算 子 分 别 由 下 
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和 


ШШ rE ЖАЛ. 

(1) 投影 法 ， 其 中 zz, 是 在 {ti 点 处 的 分 段 线 性 插值 
这 定义 了 在 {t;}s 上 的 一 种 配置 法 ， 

(2) 近似 积分 法 ， 其 中 求 积 分 式 是 对 于 每 个 区 间 [t;， 
ti+lj， i —-0, °*, n— 1h) Bg í Gauss 公式 。 
v 是 对 应 的 离散 矩阵 和 AA, 的 容 度 ; 分 别 有 n =v 或 ?/2。i 是 本 
fi f& А; BJ gk. i=1, 2, 3. 

icy EM, РРО КЕН x, WERTH T 的 容 度 为 100 
的 Nystrom 逼近 来 估计 . 

4.4.1 各 种 方法 的 比较 

对 于 投影 法 〈 或 近似 积分 法 ) , RNB TS. ТАЯП 
Ti ТТА. WFHE{G,P,S,F,N}, SM 7 X 
于 一 个 共同 的 容 度 Y 通 过 17: т Т) фе... 1941. = 1 
来 计算 。 对 于 核 K, Wk: 的 结果 列 在 表 6.1 中 。p(Ai, AE JE 
Lb d 14/1, ет = 16, 
界 入 一 和 = О (П) Ha Reeth | A — А /ma 验证。 结果 
列 在 表 6.2 中 。 lo - oS. Mie -opil 的 比较 在 表 6.3 中 作出 ， 

4.4.2 了 ?与 TY 之 间 的 比较 

w T Fl T 4, 误差 À 一 入 和 À — Gol l6. = <T@a> Qa 
来 计算 。 考 虑 到 算 子 是 工 2(0，1) 中 的 自 伴 算 子 ，Rayleigh H 
pu,=(T9.,，9。) 已 计算 过 。 结 果 列 在 表 6.4 中 。 注意 对 于 Tv， 
ё„=їтТРЁ= ha. 

4.4.3 计算 的 评注 
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i 


i 6.1 


T BJ P AT pz BJ H: (8 
v 
kis. t) d a 4 8 15 30 53 
he nf &4x 102 41 x 1077 19x 107 83 х 10-5 36 x 1073 


пх 15 х 107* 93x 107% 58 х 107 47 х 1076 5.7 x 107° 


рМ. F) 0.54 0.11 2E x107 79x 107? 26x10! 
ne 10x 107? 19x 107‘ 43x IQ^ 12x 1075 32x 107° 
"ni 0.24 41x 10 2 87x 1075 23x 1072 Bi x 10 1 

nS.G} 240 216 202 192: 253- 

p(N.G) 44 2.3 044. 3.2 х 105! 56x 107? 


е, 1 nt 66x 1072 28x 107° 1.2 x 1072 50x10 21х i07 * 
"n 97x10? 26x 107? 69 х 10-2 1.7 x 107* 3.7 x 107 
рМ. Е) 015 0.93 х 10-1 57 х 1017? 34х 10-2 18x 107? 


ne 019x107? 41xi0 ` 99xl0 28xl0 70x 107 
5 90x19 32x10? 97xl0 J0x10%  36x 105 
p(S.G) 047 0.41 0.37 0.36 0.51 


рМ. С) 0.51 0.63 0.70 G6! 0,53 


ct 
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tt me ip HR A ah rr 1 


r= vc 


3 6.2 


нй A - АЁ |/т £ 


Из) i+ M 4 B 16 30 50 


k, 1 F 76xl0 10x10* 14x10? 25% 107° 71x107 
N 044 0.44 0.44 0.44 0.44 
G 067 0.66 0.64 0.63 0.75 
S 10 0.99 0.99 -0.99 0.99 
2 F J4x102 15x107? 18x104 32510 92x107“ 
N 039 0.39 0.39 0.39 0.39 
G 6x107 8.107? 82x107 581x107? 99x 107? 
S 69x10? 98x10? 10x10? 10x10? 10x 107? 
y F 36x10? 279x107? 19x10? 54x10 19% 1074 
N 67x 10-2 69x10? 69x10? 69x 107? 69x 107? 
G 67x10)? 30x10? 84x 107? 11x10? 1.5 х 1072 
S 28x 1074 14x107 41% 107% 353x107 5.6 x 10°* 
k 1 F 99x10? 54х 10-2 30x10? 18x107? 13х10"? 
м 068 0.56 0.51 0.55 0.74 
G 04 0.38 0.36 0.36 0.59 
S 090 0.92 0.94 1.0 1.2 


EER 6.1 中 我 们 看 出 关于 离散 问题 ， 对 给 定 的 容 度 v， 
Galerkin 有 逼近 和 Sloan 通 近 是 同样 有 效 的 ， 但 是 Nyström 法 却 
比 Fredholm ERR. Ло Ч, Nystrom 法 也 比 
Galerkin 法 优越 ， 表 6.1 中 的 结果 也 表 明 mI ABBE NS Cx $^ 


1), 但 是 7% 对 于 两 类 核 都 能 改 xt 1. 
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表 6.3 


eos p97 的 比较 
/ 


k, к 
v 1ф- фор. іф o. Фф orl. ПФ – ot. 


4 49x107? 24х 10-5 7.3 х 1072 12 х 107? 
6 18x10? 22х 1055 30х 10-2 48 х 107° 
3 95х10" 20х 10773 16x10? 24x107? 
lO 58 х 10" 19х 1055 10x10? 14х 0°? 
12 39x107? 18х 105  Á 71x10? 97x 1074 
16 22 x 10-* 1.7 х 10^ 41 х 10? 55 х 1074 
0 13x10 17х 10-5 24x10? 40 х 10-* 
30 64x10? 16х 10-5 12x10? 22x10 


在 表 6.2 中 我 们 看 出 ， 所 有 的 比值 | 入 -А /WF 都 是 常数 ， 
RE [X — A| /os 是 例外 . 这 是 因为 “〈 随 着 АЕ = en <<) 
4X -入 = O DI A -M= O E) BER. 

4.5 文献 注释 

本 征 值 入 基于 Rayleigh 商 或 广义 Rayleigh 商 的 各 种 计算 
改进 已 由 Linz (1970, 1972) , Rakotch (1975, 1978) , 
Spence (1978,1979), Ghemires(1979) Æ Kulkarni 和 Limaye 


(1983a) НЩ, AEA EE Et 的 迭代 加 细 在 第 七 章 ， 
B 部 分 中 研究 . 
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Et ae ac eee ser А 
4 ee gr HL. 
c > жыган occ e Hac ыр nm жык з: л 


表 6.4 


得 上 月 5n 和 pa 的 比较 改进 
ks O i &Ẹ& > А – А, 2 - (. Д-р, 1 — CA — р, 

К, 1 P 6 —19 x 10^? 81 x 1078 5.8 x 107’ 0.14 
R -—10x 1073 26 x 10 ° S.7 x 10 5 0.46 

N 4 6.4 x 10 5 1.4 x 10 7 1.4 x 107° 78 

6 L3 x 107° 46 x 10^? e^ — 

8 41 x 107° a e* — 
2 P 6 —Lll1x10 A -13x107' 21x 1075 -0062 
R —63х 1055 -32x 107° 5.8 x 10-7 —006 

N 4 29 x 107% 1.9 x 1075 —1.6 x 1077 -11.9 

6 5.8 x 10^ 5 81 x 107° -67x 107% -121 

8 1.8 x 1075 8.4 x 107? of — 

3 P 6 6.4 x 1076 22 x 1075 7.1 x 1078 3.1 x 1073 

8 5.7 x 10^? 2.1 x 10^? 2.41 x 10^* 107^? 
N 4 29 x 10^* 1.7x 1076$ -5.2 х 1075 -0.033 
6 6.2 x 1074 1.1x 10" -22x10'$ —0050 
8 2.0 x 1075 13x 1078 —23x10” —0.056 

k, t P 4 82 х 10” —57х 104. 4.5 х 1074 一 1.27 
6 —30х 1077 —I9x 10-4 5.5 x 077 —3.45 

10 -95x 1074 -50x107 -35 x 1075 14.3 

N 4 6.6 x 1073 —55х 10^? 6.5 x 1075 一 86 

6 27x10? -25x 1077 1.5 х 1073 一 167 

10 9.3 x 1074 —91 x 1074 2.2 x 1076 —413 


“ 星 号 表明 对 应 的 误差 小 于 | 和 -和 Nool ， 其 中 Noo 是 用 于 
计算 2. 与 p。 时 容 度 为 100 的 Nyström 有 逼近 的 本 征 值 。 


5. 了 T 的 一 组 本 征 值 的 局 部 化 


从 数值 计算 的 观点 看 ， 知 道 误差 界 中 常数 的 浙 近 性 态 是 重 
XB). 在 这 一 节 中 ， 我 们 首先 论 及 工 的 一 个 或 多 个 本 征 值 的 局 
部 化 ， 即 在 复 平面 上 确定 这 些 本 征 值 所 在 的 区 域 。 局 部 化 基于 
一 些 给 出 的 数据 。 对 于 定义 域 在 和 的 稠密 内 闭 算 子 工 的 一 个 单 
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本 征 值 ， 我 们 可 用 如 下 方式 陈述 这 一 问题 。 H > Ton Exc 
DomT, Y CDom(T*) 及 复数 5 : = <Tx,y2/ Gx,y> mam. AL 
否 可 能 求 出 中 心 在 5 x) HEED CRO) (Tq = A9) 的 
最 小 贺 盘 之 半径 ?7 在 实用 中 ，x CRY) 可 选择 为 了。 的 本 征 
pie. CETA Pi), HB T, 是 工 的 一 个 逼近 。 

M Té Hilbert 空间 中 的 自 伴 算 子 时 ， 答 案 H Kato— 
Temple 不 等 式 给 出 (Kato, 1949) ， 我 们 首先 讨论 这 个 问 
АЙ. 

5.1 THX 

设 昌 是 Hilbert 空 间 ， 了 是 闭 自 伴 算 子 ， 其 定义 域 DD 在 fH 内 
Mme. Wx € D Hix| = 1 ,定义 Rayleigh 商 Pp := (Tx,x)， 
HS 8 : = ||( T -oxi. 

引 理 6.19 (Като) Ra, b 十 这 样 两 个 实数 ， 使 得 

(i) a<p<b, 

Gi» FRAG, DOPRE (TWA. WA- p)(o- a) 
<a, | m 

证 明 У (А-а) (А-Б) = А? - (a+b) A+ab | À TE 
OCT) ЕЛЕДЕ ESE. SEDIXC-FACE (A)x, x) = d] E Ох? 
> ОЕМ БЯ АТИ WX. AW 


faa E x, x) = CT2x,x) = | Tx] 2. 


faac Е (30x,x) = CTx,x) = p. 


E 
[ace Ох, = 1а = 1, 
我 们 得 到 
[Tx|?^— (a+b)p+ab> 0 Е I|Txl?zxe?-cp?, 
BÆ, (b-p)(p-a)<e?, O 
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推论 6.20 (Krylov 一 Weinstein) 对 于 DD 中 的 任何 xdlxill 
= 1), YEN CoCTO, [if (0-р xe. 

证 明 ”由 引 理 6.19， 对 每 一 个 这 样 的 a <p, X b в = 
p +&?/(р-а) PF, K E a, b) 包含 o(T) 的 一 个 点 。 因为 
0(CT) 是 闭 集 ，(c， 有 8] 也 含有 a(T ) 的 点 。 为 得 出 所 要 的 结论 ， 
Aweea=p-e, Lj 

当 入 是 了 工 的 具有 限 重 数 六 的 孤立 本 征 值 时 ， 若 我 们 知道 o 
#| ост) — 03 Z BJ BS EE BE É — 645, W|Krylov— 
Weinstein 不 等 式 可 以 改善 。 我 们 定义 6(p):= dist(p,o( T) — 
(MD, HOS x SARL AAEM = PX Z ШВ. 

定理 6.21 — (Kato—Temple) 设 和 是 重 数 有 限 的 本 征 值 ， 
又 设 区 间 Ch, AD АЖ ОСТ) 的 点 ， 且 使 得 入 < o < 


入 。 则 有 


2 
证 明 ”对 于 本 征 信 不 等 式 ， 我 们 用 引 埋 6 .19; 
(10 #x<p 二 入 , 令 a= 和 入，b = 入， 我 们 得 到 


€? 
一 = = 
p A р À D. 


PET 1 
sing <= [ ( p- AtA) +21]. 


(2) Ж#ФА<о <А, WA a = A. b= 入 得 
= 

(3) 在 一 般 情形 下 ,我 们 导出 所 述 不 等 式 . 
现在 回 到 


0 <À =< p + 
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cos?g = | Px]? = (Px, x) 
= ((E (À) - E(A))x, x). 

ЖА. 

(z- \)(®-%)=2%°-(А+)+АА 
当 z 在 c(T) 中 变化 时 ， 除 在 和 处 外 是 非 负 的 ， 
FUG E(z)x, х НЕВЕ ЕЯ, 18 3] 

| Tx]? + CA + p+ АА- (А А)СА — А )с0520220, 

É 
ПТ (Q + A00 À À 


(A= AXC- A) ^ 


sin?^g = 1 — çcos20 < 1 - 


因为 


— _ 2 2 
(A= ACR (ААУ (а-у 
这 个 量 在 分 母 上 以 [( 和 - A0/21* 为 界 。 由 此 得 出 所 要 的 不 等 
X. 
À — p Ej p -入 与 s HERK, Krylov—Weinstein 不 
等 式 相 比 ， 本 征 值 的 界 越 好 . 
推论 6.22 Ae <д(р), Ш[А-р| <e*/é() Н sing< 
e/ó(p)., 
证 明 我们 应 用 定理 6.21， 且 令 入 = p -6(p) 及 入 = p + 
ó(p), L 
注意 若 s :>д(р), RAE |А- р < e Rsing<1, 
习题 
6.29 证 明 若 在 X = IR? rh) EE 


G a) 
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organe mak te аа 


出 利用 数据 x 及 2 = (Tx，x) 所 得 本 征 值 的 界 是 最 佳 的 ， 

6.30 EHR Xe 满足 E? 之 (入 ~p) lp 一 入 )， 则 定理 6.21 
能 改进 推论 6.20。 

6.31 利用 推论 6.20 得 出 6(p) 的 一 个 上 界 。 

当 Tx 对 于 一 个 给 定 的 x 可 计算 时 ，Kato 一 Temple 不 等 式 
给 出 了 和 的 依 蕊 二 和 和 和 的 一 个 局 部 化 . 这些 数 常常 通过 
Krylov— Weinstein 不 | 等 式 来 计算 

当 入 没有 从 0o(T) 的 其 余部 分 中 很 好 地 隔离 开 来 时 ， 我 们 
可 以 要 求 对 一 组 邻近 的 本 征 值 进行 局 部 化 ， 而 不 是 对 它们 逐个 
来 做 .这 能 够 按 如 下 进行 

RF a x ， 我 们 现在 考 感 五 的 一 个 + AEE VG ус 

D, 设 Q 是 V 上 的 正 交 投影 。 作 为 第 一 步 ， 设 己 知 OTCE; 
V 中 工 的 部 分 》 的 谱 分 解 ，{pi1}1 是 重复 的 本 征 值 ， 而 {Xi 并 则 
是 相应 的 本 征 问 量 的 标准 正 交 基 : 

(Txi, x;)=pió;;, i,J=1, f, pip. sç xD... 
& €,:=|(T —pixi|, i=1,,r 

设 存在 这 样 一 个 开 区 间 CA, A0 , ER 

(i)》 除 7 个 重复 的 本 征 值 外 ， 它 不 包含 co (了 T) 的 点 ， 这 
r 个 本 征 值 按照 递增 次 序 排列 :上 SU Se <b 

Gi) A «p, X, k= 1, |, r. 

定理 6.25 PE LRH. £ 

证 明 见 Kato (1949) . O 

注意 到 分 母 中 不 包含 如 同 pi -pi 的 量 ， 它 们 可 能 是 小 的 或 
甚至 为 0 。 
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TH (A, AO AM PAGER FOTO (TEV rB i 
4) 的 本 征 元 的 信息 已 可 局 部 化 。 现 设 xi 不 必 是 OTOMA 
征 商量， 而 只 是 的 任 一 标准 正 交 基 。 ‚ 

{в = |(1-0)Тху|, Poir. е: (zT. eb 4 
表示 Schmidt 范 数 


r 1 
Ha- Фотон: =[ E lG т 129 
i=1 
ГИ, Kato (1976, P.262) ; 在 矩阵 论 中 Schmidt 范 Zr i ERO 
Frobeniuszg Schur 范 数 1。 我 们 还 定义 算术 平均 


hee 1 Sa, 及 PP:- 一 Dpi, 
SET! Fidei 


其 中 p; 现 在 是 Rayleigh gj (Txi, xi), i-1,:,r. 
推论 6.24 在 定理 6.23 的 假设 下 ， 下 面 的 界 


e? 2 
Pi- піп Сд = рі) ЗЕРЕ іп ра A) 
k=l, 2, се, r, 
和 
^. e? < 2. 
P- min (к о) ^2 t min,(p; = А) ' 


分 别 对 于 |&s -pl 和 | 和 - 2 Dir. 
证 明 这 是 Schmidt 范 数 在 西 变换 下 不 变 的 直接 绪论 D) 
由 关于 VV 中 任何 标准 正 交 向 量 集 合 {x;}1 及 相应 的 
Rayleigh ij p; = (Txi，xi) 的 信息 ，T 在 (入 ， 入 ) 中 的 了 个 本 


征 值 已 局 部 化 了 ， 
5.2 ТАЗА В Аф 
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设 了 是 闭 组 性 算 子 ， 其 定义 域 也 在 复 Banach 空间 X 中 
fiw. 4x CD, |x|= 1, У CDom(T*), Rilik<y,x> +0, 
且 为 简单 起 见 设 (?,x>= 1. б:=‹Тх,у› 是 基于 x 和 > 的 广 
X Rayleigh gj, 4 QR X iB (1-0 X TEX) EB. Q 
=°, yx. SIS TUB: | 

T=QTQ+(1-Q)T(1- Q) +(1-Q)TQ+QT(1- О) 
=ËQ+(1-Q)T(1-—Q)+(T-O)Q+Q(T —-2) 


x 一 — LÁ — t= 


— ~~! 


T H 


对 于 复 的 上 ， 应 用 于 族 T(t) = T — t H Re BEES 
TWA, GAB RM. 


2] 8h 

6.32 МЕНО = 10у 121. 

6.33 HRM HEL(xX), HT=T-HE@(X). 

6.34 证 明 上 是 工 的 一 个 孤立 本 征 值 。 证 明 当 己 单 时 ， 相 
УЮН ЈЕ О. 

6.85 BEETAK, 证 明 Т:=[(1-0)(Т- 
2 уу ay taxa (T-O rey tax Ж НИ НҢ Е:=(1-О)Тү! 
4-9Q)€ £OOJ T MME C 的 约 化 预 解 式 . 

8.88 G1-Q)Tx= (T-—¿)x= (1- 0Q)(T-E)x. 

6.37 HO=(1-Q)HQORHU-Q)=QH(1-Q). 

6.58 证 明 QX 及 (1 - Q) X4EH R (z) H R (z) 之 下 是 不 
变 的 ， 其 中 RR(2):=(T -2)!, 2 €pCT). 

6.39 WMAINJÉTCZGCOXOBIBIARAEBI-T 22 B], HA 
X=MON. ЕН r, CT) =max(r, (Tru), P(T 2). 
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e cM repo V IR RO IPIE pe ap pr o Mna тар EM oos ance sunan. couch e RR 


我 们 证 明 两 个 预备 引 理 . 
引 理 6.25 ”对 于 po(T) 中 的 任 一 z Ж 
r. (H R(z)) = (ra[ H R (2) H R (z) Q 1) 2 
及 RG)-T -2z)7?, 
:证明 对 p(T) 中 的 任何 zx , ЖУН RG) 
=r, (H ROH R(z)). By OXM(1 - Q X £ H R (z) H R (2) 
之 下 是 不 变 的 ， 我 们 得 到 
r CHR (2) HR G) = max[r, CH R(z) HR (z) Q); 
r. CHR(ƏOHR(—(ODG- Q2]. 
MERS 
H RG H R(2) Q = [H RG)(1- Q)I[H RG) Q1, 
HR(DAR(2)(1-9)=[HR(@) QHR(Gz) (1- 0)]. 
这 证 明了 所 考虑 的 两 个 算 子 有 相同 的 谱 半 径 ， 证明 完 毕 。 Li 
相应 于 上 及 x (或 E 与 》) WBAXHEduw:-Tx-0x (或 
v:-T*y- б»). У: =y RRETH, Воз = 0/11 
是 对 应 的 余 向 量 。 余 向 量 的 范 数 是 : = lul (或 2*: = |] DE 
a 是 上 上 的 一 个 上 界 : a 宇 1214. 令 工 表示 圆周 {lz EC 
|z — ë] =1/2а}. 
8386.20 WT Co(TO, WHR 


max r2[H R(z)]<2a > a) * K E* ttu, v]. 
z € P k=0 


证 明 R@x=(C-2) lx, H В. =: Q (H R G2? ОЖЖ 
为 1 的 算 子 ， 使 得 对 & C X, ВЕ = (6 —z) 16, у) <R (z)u, 
vx, FX | | 
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ie 


rh He pn J Low sm. = 


r, (CH R (2) 29) =r (B ,) = 2а ICR Gou, vi | 
R (z2)3 6 BJ Laurent 展 式 是 


Q + > (z-£)* E**1, 


R (z) = — z 
k=0 


于 是 


max |< R G)u,v] < (2а) s| ¿g tia oy]; E 
zer 


现在 我 们 回 到 局 部 化 结果 的 证 明 。 引 入 下 面 的 条 件 
存在 这 样 一 个 se ， 使 得 对 于 天 演 工 有 
KE *и,0)| satiy] =, (6.10) 
HBT зато. а ЛЕО cl EB) Hr 


( 1 — /1 一 4r)/2r。 
定理 6.27 (Lemordant)iX С 是 T 了 的 单 本 征 值 ， 且 (6.10) 


RE. 于 是 车 7 < 式 ， 则 存在 工 的 单 本 征 值  ， 使 得 [A - C] < 


g(r)lczu,v]. à dEgCTOEBISEUZ C С; |z — £| «x1/2a) rE 
BE — 4. CPx, 2 和 0， 其 中 了 是 相应 于 入 的 本 征 投影 ， 则 
存在 这 样 一 个 本 征 向 量 P Hp,» = 1 规范 化 ， 使 得 jp - xl 
<g(r)|zul. — | 
证 明 我们 首先 观察 了 在 内 的 谱 ， 

o(T) = {2} uota -Q T 1-Q)]&o[(1 -Q)T (1- 0)] 
WEFREC, |г—б|>1/| БЕ}, AF Awe Slr, г 
在 这 个 域 的 外 部 。 了 在 开 内 有 单 本 征 值 5 ， 且 位 于 p( 了) 内 . 
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le 


X-T (t = T +tH, 对 TT 上 的 z ,我们 形式 上 定义 R(t,z》 
=(T(t)—z) 1, 


P (t) = 二 Í REDA, 


2іл 
P(0 = О E 


РО) = Ре р | (Т 207042, ЖГ СОСТ). 


Нит 213.26, з тах, е, r [H R (2)1<1, Wt = 137 P (t) 
的 解析 域 。 再 由 引 理 6.26 和 条 件 (6.10 ， 我 们 得 到 


— — = `` Ë ~ 
max r2[ H R (2) ]<2а2|у| £ > ( 7) = 4 Ty = <1. 
zer k= 0 


Br, P(t) 4 || < LEZS E TMs dimPX- dimQX- 1. T 
GX T (ti) 在 生肉 有 单 本 征 值 入 CRAG), HERFRA 


ACD = É + > thha 


Тт || «ІВ. 
对 于 界限 入 一 上 E， 我 们 可 以 如 在 第 三 章 中 一 样 用 Cauchy 
不 等 式 . 然而， 利用 巨 的 特殊 构造 ， 我 们 能 得 出 较 好 的 结果 . 
由 第 三 章 ， 第 了 节 的 (3.16) R, A 
учн Е Н?Р], kel, 


—— — — 


À. = k * m M 


H *-(P;—0, i=1, е, k, Zi. Pisk- 11 


zo = - Q。 工 的 括 弧 中 包含 形 如 H Zi кй, LBD 
有 一 个 是 HQ。 于 是 
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тт He hihi ei tt pe psu Ht Et ee эз rr es 


—r=tr(Hy*1...HQ) (QH... E?) =tr[(QH E Pk) 

(H £?1-+HQ)). 
五 的 特殊 构造 C3JEBN6.37) 列 涵 在 括 弧 中 的 算 子 对 于 奇数 天 为 
0, Hl, 124417 0, kZ> 0, RA-E = Ej ea. 0 ЊН 
H 的 性 质 和 秩 8 = 1 ， 我 们 得 到 


hap = > tr 8 HE? HQ. 
K 211. ? rezki 1 
pir. 
A 


ТЕМ, h, WARKA TR (x + x2 te) = [x/ (1 — x)]* tB 
x*?-1 项 的 系数 ,也 就 是 展开 式 (1 хәр 的 系数 . 它 等 于 


2k — 2 1 
( )! k cZ 


е 


(k-1)1(k-1)! 2 
ABS IH) NU 


Azal <S Саз -zy 224-2] zu, ol 
1 Ya 2 B 
<— Cc (4a ly} e) IéZu,vl. 
2а? y|] € 
| 1 = гч 
用 展开 式 1 -/1-4r=25.,07U7)*, r < 


得 到 _ 
ГРЭС 
в= 1 
В (Рх, DAO, Ё ОрРх+ 0 。 因 而 存在 一 个 本 征 向 量 p ， 它 
HOp = x 规范 化 。 我们 写 出 恒等式 
(T -OCG) —3) + (H —xX+Ë) p + CT -x= 0 。 
(1-0) (ф- х) = (1— О) ф = Фф — x, 
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0 -x-E(H-A-OCG —x+x)= 0, 


№ 
|. 9$9-x*LEHQ-Q)-(&-OElQ -3)2 - E Hx, 
ЖТ - 
ф-х=—(1—(А—-&205)7%Б5Нх=—(Т-%С!и 
А-б= - «(Т NM) lu,u>, 
由 此 得 到 
[p —х]|<<5[|(1—(А—&) 5) [Еш 
E; 
与 
IA -EIIE =a r)az|y| e =gCr)r 
以 及 


1 1 
ose See eo). D 
1-][5^-&[Ї®Ї сә 5 


我 们 还 注意 到 x CRY) 并 不 要 求 是 T (或 T*OBDBIYTZEÁ4E 向 
Е: 而 只 有 条 件 (6.10) 必须 成 立 。 这 在 实用 上 是 特别 重要 


的 ， 如 同 我 们 对 于 所 三 角 和 矩阵 已 经 见 到 芍 (第 一 章 ， 引 理 
1.23) , ` ~ 


Ee 充分 小 ， 则 <Px,y》 是 非 零 的 ， 这 由 以 下 的 命题 可 知 
命题 6.28 Yr cim, Af x, y> 0 成 立 . 


з= НА 对 于 上 EX, OCP ~ Q)QE=<E, W(X Px, y) - Dx, 4 
因而 0 <<рх, у) «2«&»r,(QQ(P-Q)Q) <1. Wr J& Rl 
{z3;|z-€|=1/2a}, 它 包 含 入 与 E 。 于 是 


Qc -Qo-—L |. QrRG) — R (z) 1Qdz 
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_ 一 工 rw °° Miedo А 
31z | ,oR H R(z)) ‘Qaz. 


现在 DR(z) = R(DOHO(HR(2))?*#-10= 0,8 
QR (2))2:*0 = В®, k >1, В, = О(Н Е (2))20, 因而 


QRG) 9 В: = ОК (2) В,(1-В,) !Q 


а= 1 


:= Q RG(2)C,Q. 
已 知 在 条 件 (6.10) TF, S r.(B,)=2a]<R(mu,uy]< 4r 


<1, Wë € X, Око)С.О&=[1/(2-)]‹С,ё,у›х, H 


有 


QOCP- 008-24] zc, >> dz | x, 


由 于 CQ(P-Q@)I8 的 秩 为 硅 且 有 本 征 方 癌 {x}， 得 


n [OCP - Q)QJ<-22 тах|‹С,х, >|. 
да zer 


现在 | С.х, Уу | =r,(C,) = ғ, (B,)(1-r,(B,))"”1 


«ar (1-47), ST «1, WHAT / 47) ciii. 
sgag (5) <1.2. О 


278 
6.40 ЕВ Фф -х+ Eu= (А-0) 5 (1- (А-0) Е): Ен, 
6.41 证 明 | 
lA-Ec«Eu, «(g(r)-DlCGEu vl, 
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lp -x+ ди] < (g Cr) - DIZul. 
验证 当 7 > 0 时 有 g (7) -1~7， 
6.42 直 毛 证明， 若 se* 充 分 小 ， 则 有 《“Px,y> 关 0。 
6.45 ”用 分 弄 
T=CP,TP,+0-P,)TU-P,)] 
+{{(1-PATP,+ P T(1— P,)1 


SHEP EAT, -z—T-z BW, MET CS OX) 定义 一 个 收敛 
WY i RAB X. 

因为 1 < g(7) < 2， 著 我 们 能 知道 方程 (T -OW = u 
在 (1 一 8) 久 中 的 唯一 解 W = Zu， 则 定理 6.27 中 的 界 蚌 可 计算 
的 。 关 于 W 的 信息 能 够 用 来 分 别 计算 习题 6.41 中 5 与 x 的 校正 
~<{w, v) 5- w, 

Ba TEER, ДУ ENSE, ЛЕВ 
出 一 组 本 征 值 的 局 部 化 结果 ， 
5.3 一 组 本 征 值 的 局 部 化 结果 

现在 的 两 组 数据 是 两 组 m 个 向 量 ， 分 别 为 роют) 中 的 
{xi}7? 和 Dom(T*) 中 的 {y;}7， 满 足 |x;1e= 1 ,yi,Xi> =0;;, 
i,j = 1, е,т тЫ Ei TXY isl, 
m. б =(1/m)E7T- 0 ÆJ X Rayleigh g, W V (RW) 是 


由 {Xi}7Y (或 {3;}7) 生成 的 。Q = 21-16 Vix sew Г X 
在 上 的 投影 。 设 
了 :=(1-C)T 全 -II-Q) 


是 有 界 的 ， 其 中 了 全 : =Г(1-0)(Т- ©) ах. 
为 简单 计 ， 首 先 设 QTG 是 对 角 的 : 〈《Txi,yi>=6i9iij。 这 
ИЧ (或 {?;}? 是 QTO (或 O*T*O*) 的 本 征 向 量 组 成 


mA. Ат: —-I3X;.,,...,nlÓ6,— I, 
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MEE I IM MR meae - ~ 
: т. w" Z sam ma ns aie < QQ. ш E ms 
н о ННН ee 


u;:=(T-Ĝ6i)xis jz] = 1, 
vi: = (T * 一 Ei)yi， l»ilz i. 
设 a 是 ji 的 一 个 上 界 : a >] z 1， 现 在 条 御 (6.10 B 
有 如 下 的 形式 
存在 。 ,使 得 对 于 k 之 1, max| <E "uv |< ae. (6.11) 
4 d: =1/(1—2an) , H т<1/4а, Ш1<а<2, 注意 
到 当 ОТО 的 本 征 值 相近 时 ， 即 当 们 能 足够 好 地 代表 各 个 上 
Cic 1,:-5,m) Wl, np. $115 r:-a'de., 
定理 6.29 我 们 设 互 是 有 界 的 ，?3 <1/4а, Н (6.11) 38 


R. 于 是 ， 若 7 < Т Е BL ZC, |z- É | 


一 1/2a} 中 由 im 个 重复 的 本 征 值 组 成 。 它 们 的 算术 平均 入 满 
Rix-£l«a/20L4r /(1—4т)1. 在 圆 盘 中 每 个 本 征 值 和 
满足 | 入 一 C1 过 +208, 

ПЕ ВЭ А, Chatelin (1983). 

至 今 我 们 一 直 假设 CT@ 是 对 角 的 ， 但 是 对 于 如 同 ОТО 的 
有 限 秩 非 自 伴 算 子 ， 本 征 向 量 构成 的 基 〈 即 使 它 存在 ) 的 计算 
也 并 非 总 是 数值 稳定 的 . 因而 直接 在 8TQ 的 三 角形 式 上 做 是 
合理 的 。 依 照 Lemordant (1977)， 设 QTO 是 拟 三 角 的 。QTO 
Ы т, Bdk(xi)T 能 够 选择 为 V 中 的 一 组 m 个 标准 正 交 向 
量 .。V 是 这 样 的 空间 ， 在 其 中 QTQ 是 拟 三 角 的 例如 ， 由 QR 
фк), (у: EW PRERE, (уу) Sdi L’ j= l,” 
m. EEEF, ОТО 的 对 角 线 为 {&;}"， 


现在 1 用 Q(T CQ 与 它 的 严格 上 三 角 部 分 之 差 的 qu 3X 
来 代替 。 当 QTQ 是 拟 上 三 角 时 ， 并 且 对 角 元 素 (COT CT 
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——— "——— € t 1 Сост aiid 


算术 平均 刀 充 分 接近 时 ， 卫 是 小 的 。 

在 关于 V 和 W 的 适当 的 假设 之 下 ， 能 够 得 到 定理 6.29 的 推 
广 。 由 于 框架 的 一 般 化 ， 它 具有 更 为 复杂 的 形式 。 这 在 Chate- 
lin (1983) 和 Lemordant (1977) 中 给 出 。 

我 们 重新 考 感 这 种 情形 ， 对 于 一 个 秩 为 只 的 拟 三 角 阵 ， 即 
ре, Ci 1 ic N) 不 是 4 或 A 的 近似 本 征 问 量 ，a;; 
=ei4ei，ji = 1 ,…,N 也 是 近似 本 征 信 。 然 而 ， 当 A 与 这 样 
一 个 三 角 和 矩阵 充分 接近 ， 后 者 没有 两 个 对 角 元 素 等 于 a;;( 引 
381.230 时 ， 条 件 (6.10) (或 其 矩阵 形式 (1.17)) 对 于 x = 
y =e AE. 

更 一 般 地 ， 若 4 与 一 个 具有 m 个 相近 的 对 角 线 元 索 的 三 角 
FORE FEO REVI, YEfE(Xibh (Vis AME mt ae. ВЕ 
证 明 条 件 (6.11) 是 成 立 的 ， 

016.12 设 A 是 第 三 章 例 3.20 中 的 拟 三 角 和 矩阵 ， 它 有 三 个 
相近 的 对 角 元 素 

| -6 2 3 3 
1075 .3.9998 1 2 

А =|107% © 10°74 4.0002 1 
10751 107* 310* 4 | 
1075 1056 1076 105 14 


= e N н 


AH 2 GEE 
À = —6+7x107 7, А, = 4.04930, 
Аз = 3.97535 +i х 0.03771, 
À4,73.97535—i1x0.03771, As=144+5X107’, 
借助 于 圆心 分 别 在 — 6 RIA B 545 26: 4x 1075 Bg Gershgorin 
圆 盘 容易 把 X; 和 局 部 化 。 
对 于 其 余 的 三 个 本 征 值 的 组 ， 我 们 考虑 在 典范 向 量 e: es, 
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ei 上 的 正 交 投影 20. 依照 分 解 Cs = {e,,¢3,€,}@{e,,e5}, A 


被 分 解 成 4 个 部 分 
А ( QAQ > dn QAQ- o) 
3.9998 1 2 |106 
1074 4.0002 1 10% 1| 
1074 104 4 (1056 1 
2 з 8 -6 1 


| 1075 10-6 1075 | 10-8 14 


我 们 计算 
max |(1-О)АОх|,=3+107%, 
= 1 


x Ezta 


max [O 7 9A" Qx|. = 


х, > los 


C -jUQAQ- A, 


-10 1 
As FLU- QC-4DJ3 c, = ( o) , 


10 一 1 
u "euer Sus. 10) 
A 77е; RE; =efAe; 的 余 向 量 是 
-(A-t,De,; for i =2,3,4. 
v;-(AP-£,l)ei, i =2,3,4 
QAQ 是 拟 三 角 的 。 设 U0 是 它 的 严格 上 三 角 部 分 ， 则 有 
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-2x10** 0 0 
ОСА - 41)Q-U= 1074 2x107¢ +} 
0 


1074 1074 


图 6.1 


且 它 的 工 ! 范 数 是 9 =4x10-4。 注 意 到 uv7 Cu; =v! (1 — Q) 


x E(1- Qui, 4a =0.166 和 & <5x10-°R, 条 件 


max  |v/z*'u,;|xa*e 
i,i=3,3,4 


。 能 够 得 出 这 样 的 结论 ， 在 圆 盘 (2; |2-41<8) 中 恰好 有 


M 的 个 本 征 值 ， 使 得 
шах |А; – 4| «0.126. 


算术 平均 入 为 | 入 —4|x4.7x107?, ZiWChatelin (1983) , 
实际 的 误差 分 别 是 ， maX;-2,3.¢}4;-4]=0.05R A -4=5.7 
x 107%, GEA 45 2 - 4 度量 上 的 显著 差别 ， 见 图 6.1.。 

我 们 确信 并 没有 用 到 和 4 相应 于 本 征 值 答 的 允 近 本 征 问 量 . 
而 仅仅 用 到 了 所 考虑 的 3 x 3 对 角 块 的 不 变 子 空间 的 基 。 

在 本 节 的 结尾 ， 我 们 可 以 说 如 上 的 结果 是 从 基 {x;}1 的 信 
息 得 到 工 的 一 组 m 个 本 征 值 的 局 部 化 ，{xi}7 是 TT 的 “部 分 ” 
CTO 的 一 个 近似 不 变 子 空间 站 的 基 ， 而 在 了 中 ОТО 是 拟 三 角 


BJ. VÄVT Br Z SEO [А], EAW — Жак ЕТ FEL JÉ TW 
(6.11) 的 较 弱 的 条 件 . 


6. 误差 界 中 常数 的 渐 近 性 态 
6.1 一 般 的 结 

第 5 节 中 的 局 部 化 结 类 可 以 用 来 得 出 关于 第 生 节 中 给 出 的 
RED ЖИТТЕ ЖБИ REAR. 

SAE, RIET, BAER Bo, (TIN 972, 
HH (94,9. = рф. = 1 规范 化 后 作为 镶 量 x (或 3). 6. = 
<ТФ„, Pae REHU, =(T-EadOn (EX U, 
зе Стеб) фе). Ф E, iS -POT O- PO. 应 用 定 
理 6.27 给 出 

|A- 6, 1«2|]€Z nUn, Un) | 
<2 E u, jusi S2] E allusiu l. 
在 引 理 6.16 给 出 的 界 中 的 常数 具有 LZ 省 的 渐 近 性 态 。 类似 地 ， 
3& T dE Hilbert 空间 中 是 自 伴 的 ， 令 p = (Tn, Pa) 2 Ray- 
leigh R. FJA- pn | 的 界限 的 常数 依赖 于 Ôn) 
= @151(р„, о(Т)—{}) 的 渐 近 性 态 . 
6.2 X f L—Galerkin 5 Rayleigh-Ritz;i 4j 3g if. A 

在 带 有 正 交 投影 的 Galerkin 法 应 用 于 自 伴 紧 算 子 情形 下 ， 
我 们 来 叙述 本 征 元 的 收敛 速率 的 渐 近 等 式 。 它 们 对 于 Rayleigh 
-Ritz 法 应 用 于 自 伴 旦 有 紧 预 解 式 的 椭圆 型 微分 算 子 的 情形 也 
HEAT OY 

HH, n = 1,2. JEHilbert Z [B] HAY A MAES Б] Fe 
列 。 我 们 设 吾 ,上 的 正 交 投影 7,， 使 得 对 于 xEH， 有 ,Xx 一 xX。 
KTE RH BERS. НТ, =2,77,% CR Galerkin 3Byr. 
Hi IT-T.l-0. 设 和 是 TT 的 代数 重 数 为 m 的 本 征 值 。 有 
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T,. 的 m 个 本 征 值 ， 依 照 它 们 的 重 数 来 编号 ， 如 Ki;。， i =1,…， 
т, ПИЙ A.P CRP.) 相应 于 入 (BR (u ,,)7)B E EZ 
Che. r. ap НЗС: 4 n Bl WE SJ Т1. 
命题 6.50 ”对 于 充分 大 的 n， 下 面 的 等 式 成 立 ，; 
ie - P.gi-r.la-x,0)9l, peker(T—A); 
la - Р)ф;, | = ғ, 1011-ж.) РФ; „|, (А-В; )/А 
=r,- л) РФ; |>, 
对 于 gis cKer(T,-4i.), В. і =l e,m, ЖТ E 的 情 
Jé, ir, E fk t Pp, Pin А, ЗК, `ú n om," 
Pal, 
证 明 ”考虑 对 于 i =1,…,m 的 恒等式 
(Т„—-—& „)л„Ф=х„Т(л„—1)рФ+С(А—-ҺЬ;„)л„Ф, 
p Cker(T-) 。 并 把 P. 和 T, 交换 。 左 乘 @.=1- Pa XE 
得 到 
(T, -Bi)0)QumT.Q = Q,.,[x,T(xmx,—- 1) + 
+(A-#in) TP]; 
(Tahin) !Ó EQ, H E Н. TE 
\О„л„Ф&мМ[с|Т(‹х„—1)[|[(1- x.)9| 
+ (А-6. |Q, x, ol]. 
bin А (1 Pan) En p= P,x,09 - (1— 5,09. BpUVÀ 


1 
Ta 元 le- Р„л„Ф||—|(1-хл„)ф|\|< 


KERA | 
ааах < a- 1. 
a-r ppl elT Ca 7 1 


P&P HEWIERRS, Mr ЕЕН, DP. HER. Bi 
K-27, Pi<|a-Pel<lld— Раж.) Фі, 
和 
LO- Р,)ф| = ғ, [(1- ж,)Ф|. 
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Mb nokt, reel, r,> 1, Hr ARETE. RRES 
9i 一 Ppi=9pir 一 PropPppis+PToPpin 一 了 pin， 
Ф;Ь-Р„х„РФ,„=(Р-Р„л„)С(\РФ;„—@Ф:„). 

由 于 Р-Р„л„=(Р-Р„)л„+Р(1-х,„), 

1P - P.z.1-*0. 


[1+(Р-Р„лхл,„)](Ф,„- Po i ,)=(1-P,x,.)Po;, 
ащ | 
lo;,- Po;.l-r.l(-7 Р, л.) РФ: „| Era х„)РФ „||. 
ХР i=l, e,m, 
(k—H48;,0€9,9;,,0 = (ТФ, Qin) (9, Ta 9 is) 
-(T(1—z,09,9,,0-7 (T(1- 1,09,9 in - Pi) 
-OPO- 2,29,P9i4). 


我 们 定义 
A; = CT(1- 1,09,9;, — PO is). 
显然 地 
Анаа 0 
la-zoeliq- x, Piel i 
H 


(Т(1- a), POQ; ) = ACC- 1,09,1 — 1,0PQ ind = 
Al (1-14) РФ; |? 
2 选择 作为 Pp.。 于 是 我 们 有 等 式 


sz Po EEI C 


其 中 jjP9:;,l 一 1. = 
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习题 
6.44 对 应 用 于 有 紧 预 解 式 的 目 伴 簿 加 型 微分 算 子 的 Ray- 


leigh-Ritz 法 证 明 类 似 的 等 式 。 
6.45 当 z, = TX* 和 T= T* 时 ， 用 命题 6.30 得 出 习题 6.12 
的 界 是 最 佳 的 结论 . | 
6.46 设 入 是 单 的 。 用 分 解 式 
m,T=T,=[PT,P+(1-—P)T,(1—- P)] + 
[(I- P)T., P+ PT,C1— P)] 
证 明 (^-А„)/А=тк„|(1-лт„)ф|?%, Жєн 1, |ф[|=1. 
对 正规 算 子 了 ， 关 于 本 征 回 量 的 等 式 仍 然 成 立 。 对 于 本 征 
值 ， 我 们 得 到 
(^-и:„)/%=ж„(1— л.) Phial?» 
Hz EARS CAT Hy; СКег(те-р;.) (B, 
Chatelin, 1975) 。 这 意味 着 每 个 本 征 值 4i， 位 于 圆 盘 
{ар Iz- <r, M IG- En) Рф. Д2} 
VS CILEH6.2) 。 


图 6.2 


这 两 条 限制 的 曲线 两 者 在 和 AM YE ROA, НЩ n ос 
时 ， 面 积 变 狂 到 半 直 线 OAE. EME SE POR 
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Harar i ri an 5 


况 的 正则 情形 的 推广 ， 在 那里 有 
OSA- Hin SrA CG ~ An) РФ; „|, 
对 于 AK> 0 (66.8). 


图 6.3 
让 我 们 从 一 个 例子 看 出 常数 r, 怎样 趋 于 1。 RNS E 

[0，1]j 上 的 Sturm-Liouville 问 题 ， 

x" Ct) +aAx(t) 20, 0<t<1, 

x(0) 2x(1) 20. (6.12) 
M T H= L*'(0,D, V=H (0,1), (6.12) 等 价 于 

(x, yr = №х,у)н WEAR Y < V. 
AE To SEK = iz1zr2, gp .(t)=Sinixt, i =1,2,…。 我 们 应 
JüRayleigh-Ritzik, HHV, 4586 Dw Hermite 多 项 式 空 
间 ， 多 项 式 定 义 在 点 ti = i/n, id -0,-,n. x.JÉV. EV- 
正 交 投影 。 单 本 征 值 Xi BATE A UT, Pis 是 相应 的 本 
征 投影 。 表 6.5 给 出 
a. Gia T ADM gi; ОТР Pin) Pily 
' [|(1ї-х„)Ф}|% \(П-л„)Ф{[|у 
其 中 jpilr= 1， 关 于 第 4 个 、 第 6 个 和 第 LOPE: i = 
4,6,10。 我 们 可 能 已 注意 到 0 <аї<1, 在 另 一 方面 ， 
B'u 1. 
6.3 #5715 

5 5 Tñ rE 的 局 部 化 结果 是 Kato- Temple 不 等 式 的 非 自 伴 情 

J (Kato, 1919) 的 一 种 自然 的 推广 。 加 限制 的 变形 已 在 
FiedlergPták (1964) , Pták (1976) 以 及 Redont (1979a) 


a 
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i n dimV, Ai,—i?x? 2 1-а! 81-1 

4 4 13 1.32х10-2 9.34х1072 4.2x1074 
5 16 5.06x1074 5.05x1072 2.3>x10-4 
6 19 9.36xX10°° 3.81x19^? 7.0x10 ^? 
7 22 1.95 x107? 2.71x107'? 4.0х107% 
8 25 4.80xX10°© 1.98x10°? 1.0x10? 
9 28 1.38x107*$ 1.50107?) 2.0x1075 
10 31 4.57X1077 1.18107? 1.0х107% 

6 4 13 3.69107? 1.88107! 1.67x1073 
5 16 5.731072 1.17107! 1.301073 
6 19 3.621077) 1.011071 2.7« 1074 
7 22 2.99x10 3 6.56107? 3.1x 1074 
8 25 8.10X1074 5.11107? 1.31074 
9 28 2.40x107* 3.93107? 7.01075 
10 31 7.00x1073 3.07%107? 4.01075 

10 4 13 35.9 3.72x107! 1.34x107? 
5 16 2.75 2.53x 107! 1.03x10 3 
6 19 2.44 2.12x10 7! 3.8910? 
7 22 8.75 X107! 1.77<x10 1 1.47x1073 
8 25 3.20107? 1.661074 9.11074 
9 28 1.20107! 1.19107! 7.0х107* 
10 31 1.10х1071 1.051072 1.61074 

中 给 出 。 它 们 是 以 工 的 逼近 本 征 回 量 的 信息 为 基础 的 ， 


表 6.5 ai 和 BI 的 渐 近 性 态 


定理 6.27 是 第 三 章 中 所 述 的 解析 摄 动 论 对 于 分 解 


1 
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T=[QTQ+(1-Q)T(1- Q] +[(1-Q)TQ+QT(1-Q)] 
应 用 的 一 个 例子 。 感 兴趣 的 读者 能 在 Lemordant (1980) 中 发 
JU T+ T, 的 分 解 的 一 种 类 似 应 用 ， 这 是 由 于 用 的 谱 投 影 P 
去 得 到 收敛 速率 

T,=[PT,P+(1—P)T,(1— P]+[(1—- P)T,P + 
+ PT,(1~ P)] 
而 寻 出 的 . 
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第 七 章 一 些 应 用 实例 
引 言 


在 本 章 中 ， 我 们 措 述 关于 前 面 几 章 给 出 的 理论 的 两 种 不 同 
类 型 的 应 用 。 在 A 部 分 中 ， 我 们 寻求 最 优 的 收敛 速率 。 作为 第 
一 步 ， 我 们 考虑 第 二 类 Fredholm 积 分 方程 及 其 相应 的 本 征 值 
问题 。 投 影 方法 应 用 于 释 段 多 项 式 上 的 投影 或 者 等 同 Y L 3 中 
的 了 一 Galerkin 法 ， 或 者 等 同 于 人 LC 中 Gauss 点 上 的 配置 法 。 这 
一 研究 具有 双重 的 目的 : 

(1) 把 本 征 向 量 (及 不 变 子 空间 〉 按 几乎 相同 的 方式 当 
作 解 来 对 待 ; 

(2) 对 上 面 引用 的 两 个 投影 方法 作 平 行 的 分 析 ， 以 使 许 
多 证 明 能 够 得 到 分 解 . 

投影 所 起 的 决定 性 作用 ， 在 得 到 的 收敛 速率 中 清楚 地 显示 
出 来 。 在 有 关 方 面 ， 讨 论 了 两 个 方法 之 间 的 相似 与 差异 。 对 于 
光滑 的 核 与 某 类 可 能 不 连续 的 核 得 到 了 超收 敛 性 。 这 就 完成 了 
第 六 章 第 2 节 中 所 给 出 的 结果 。 第 二 步 ， 我 们 借助 第 四 章 第 
9.4 节 给 出 的 解释 ， 将 相同 的 分 析 用 于 一 个 常 微分 方程 . | 

在 B 部 分 中 ， 我 们 提出 一 个 在 第 五 章 中 所 引入 的 本 征 元 的 
迁 代 加 细 的 计算 格式 ， 并 给 出 数值 验算 . 


A. 积分 方程 与 微分 方程 的 超收 敛 结 果 


首先 ， 我 们 考虑 如 下 形式 的 第 二 类 积分 方程 
(Tx)(t)—zx(t)=J(t), 0<t<l, (7.1) 
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TA a кат ar ñam лш ас se- ` 


LOEB, RST ELH 
x(t) > | kc, «cds, 0<t=<1. (7.2) 


连同 (7.1) ， 我 们 考虑 本 征 值 问题 
(TQp)Ct)- ApCOO, Oxtx1, ф +0. (7.3) 
其 中 入 是 了 的 孤立 本 征 值 。 

(7.1) 5 (7.3) №259 Banachzsjg x (以 后 将 专 措 工 ” 
ux 12) 中 的 方程 .假定 T 是 XX 中 的 紧 算 子 ， 在 C 中 取 值 ，z € 
p(T)，P(T) 为 的 预 解 集 。 设 X, 是 XX 的 有 限 维 子 空间 ， 有 7， E 
到 X, 上 的 投影 ， 那 么 ， 投 影 方 法 在 于 以 

(m T—z)x, = xm,f, z, G€ Xo, (7.4) 

л.Тф. = №Ф.› Qa C Xo» je,jl= 1. (7.5) 
分 别 通 近 (7.1) 5 (7.3) . x, RP) BMF T BJ yB XT 
Ti-sz,T 《了 表示 投影 ) 的 投影 解 〈 或 本 征 回 量 ) 。 

给 定 [0,1] 的 一 个 严格 分 划 A ={ti}s 使 得 0 = t ti < 
<= 1 ， 设 XX ,为 如 下 的 逐 段 多 项 式 集合 了 ,,z， 即 在 每 个 
FRC o t0 (1,...4n) 上 是 次 数 小 于 r + 1 的 逐 段 多 项 
式 ， 而 在 t = 1 处 是 按 连 续 性 定义 其 值 。 我 们 将 考虑 逼近 的 两 
ThE. 

(a) XsL?(0,D , BHzxijLi(0,DTEDP ,, I FE BJ E ZZ 
投影 ， 

(b) X=L (0,1)， 且 zw 是 关于 CC(0,1)CL (0,1) 中 


的 x 定义 的 插值 映射 ， 使 得 xix 是 x 于 每 个 子 区 间 上 ， 在 r+1 
个 Gauss H {ri}! Ci =1,…,n) 处 的 插值 . 
xix 是 逐 段 连续 的 ， 因 此 可 以 定义 mi (лах) НЗ aix 


(习题 4.6) 。 定 义 于 C(0,1) 上 的 r3? 不 是 -- 个 投影 ， 但 可 作 
为 定义 于 第 2 节 中 的 逐 段 连续 函数 空间 C。 内 的 投影 . 
情形 (а) 对 应 于 上 - Galerkin 法 ， 而 情形 ©) 则 对 应 
于 在 Gauss 点 {ti 处 的 配置 法 . 设 x, 是 表示 两 个 映射 +r! 或 2 
中 的 任意 一 个 . 若 z 0 (ВА, ж 0), RIZE Ra 
(或 本 征 向 量 9，) ита 
X, = - L (Tx, — f? (Фф, = Тф). 
TRA OCT) чин ла, 或 因 工 的 孤立 本 征 值 
BIER, FEAS 0 并 不 是 一 个 跟 制 。 
X E p.p T WIE Т = Тт, (5 #9: Sloan) 对 应 的 
方程 


(Тл, -2) x, = f (7.6) 
TAn Pa = À, (7.7) 


的 解 。 回顾 z. X = xo л, Ф, =ф., AMER E b) m, 
迭代 解 与 解 本 身 在 配置 点 上 是 一 致 的 . 

EAA WHR BS, 1-1, 在 情形 (а) PRA RUPEE: 
“情形 (b) 中 取 为 上 。 如 果 大 和 上 是 足够 光滑 的 ， 众 所 周知 ， 
对 于 两 种 情形 (а) 与 (b) WA: 当 | xz |, = O Ch?) 
Hj, lix,—xl; = Oh'+1) (2188 4.38, 4.39). BUMS IR M 
9 ,也 成 立 (第 大 章 第 2 节 ) .我 们 将 看 到 ， 当 上 是 常 微分 方程 的 
Green 函数 时 ， 这 样 的 超收 敛 性 在 分 划 点 {11)? 仍 然 成 立 . 

对 于 上 -Galerkin 法 ， 问 题 是 寻找 x, X. GR p, 9.) 
的 逐 点 估计 或 整体 的 L" 一 估计 。 证 明 分 为 四 步 : 

1. E L? 中 证 明 其 收敛 性 ; 


2. ÆL pr,- x, уф, 下 ,的 界 ， 

3. x-x,Hüp- v.g 

4. 推演 工 ” 中 的 整体 界 . 

配置 法 的 一 些 性 质 ， 在 第 5 节 中 由 L-Galerkin iE SH. 
我 们 通过 这 样 的 作法 ， 强 调 两 种 方法 之 间 的 密切 联系 以 及 把 证 
明 分 解 为 多 步 。 仅 留 下 少 部 分 工作 即 可 从 (а) 得 到 (b) HA 
收敛 结 果 ， 即 仅 要 确定 x。( 或 9 ,) 直到 某 阶 的 所 有 导数 关于 
n 一 致 月 界 。 这 一 部 分 运用 了 de Boor 和 Swartz (1973) 22) 
了 的 配置 法 技巧 。 而且， 当 核 是 光滑 时 ， 这 一 部 分 甚至 是 不 必 
1. 问题 的 定义 
1.1 积分 算 子 的 性 质 

QC 宇 0 及 7 宇 --1 为 整数 .我们 讨论 下 面 一 类 核 。 回顾 记 
5; 对 于 0 三 tt <1, k,(s): =k(t,s),. Wk; GXk,) 是 定义 
在 三 f 20 < s<t<1 (MO<t<s<1) b, Кү, (R 
k,:) 相应 地 定义 在 [0, t] (或 [t,11) E. 

定义 ”对 于 a 宇 0 及 4 之 7 之 -1， 核 k(t,s) 关于 + 是 属 
于 类 6(a,y)， 当 且 仅 当 对 于 ? Z 0 与 [0,1] 中 的 t， 

k, €C* (0,0 ПС“ C, ПС” (0,1) (7.8) 

在 [0,1] 上 关于 t 一 致 地 成 立 . ЖУ = — 1, kitts = :为 第 一 
Жа, ДУК 关于 : 的 连续 性 ， 并 称 a 为 它 的 关于 +t 的 
阶 RER) 。 若 7 = a, Жк 是 关于 上 具有 连续 性 a 的 
XC E. 

以 pP=q=7=2， 应 用 定理 4.1 于 属于 类 @(a,y) HER 
k ,的 积分 算 子 ， 来 证 明了 工 : 12—>С 是 紧 算 子 。 因而 T 是 1L?-> 
L2 与 工 一 工 ” 的 紧 算 子 。 
1.2 Ja E 5 Xx 
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对 于 p(T) PHZ, RD = (Т-р) ЕНН (7.1) 
的 唯一 解 是 x =R(z)f。 设 入 羡 0 是 工 的 一 个 具有 代数 (或 几 
何 ) Bam (Ro) REEL, 1<t<m, 1<9 <тйу 
立 本 征 值 。 其 相应 的 本 征 空间 BE : =Ker(T — À) JE T — À BJ E 
空间 ，dimE = g; 不 变 子 空间 是 M:=Ker(T 一 和 X)"，dimAM 
=m, H, Ker(T—A)! =Ker(T-A)", 

设 了 是 p(T) 内 国 绕 入 的 Jordan 曲 线 ， 它 既 不 包含 0 d, 
不 包含 7 的 任何 其 它 本 征 值 ，P: = (- 1/2ir) | Rydz 是 相 
应 于 入 的 谱 投 影 ，M = PX。 对 于 本 内 的 任意 ?2，、 算 子 了 7-z 在 
(1 一 P)X 上 是 可 道 的 ，S(z):=(T~z)-1(1-P) ЖТЖ = 
点 关于 入 的 约 化 预 解 式 。 

W (T,) ELK) 中 使 得 了 T, 逐 点 收 依 于 工 的 算 子 序列 ， 工 。 
或 是 T?= XsT 或 是 T5= Tm ,. r СРТ), Wx z€ r ,可 


以 定义 T, 的 预 解 式 R,G) 与 谱 投 影 P,: = (— 12iz)| К, (2) 
dz. E T, 在 了 内 是 强 稳定 的 ， 在 工 内 恰好 有 T. 的 m 个 本 征 
(eit, (按照 它们 的 代数 重 数 计数 ) ， 入 。 是 它们 的 算术 
平均 值 ，%, 是 任意 一 个 不 同 的 本 征 值 。M,: = PPX 是 相应 于 
r 内 所 有 不 同 本 征 值 的 T? = x, T 的 不 变 子 空间 的 直 和 。 类似 
yh, M,:= PSX 对 应 于 TŠ = Тл,, BARIEM, =TM, (X 
题 4.25) ， 称 M。 是 迭代 不 变 子 空间 . 

Bth: -max, .ion(t; 一 ti-1)。 若 hh 一 0， 则 情形 (а) (或 
(b) H, HFL? (RC) PREE х, EL RRI lrir- 


xl: => 0 (REL “中 成 立 1 wix-xl.—> 00. AAT ZE L* 
GIL) 中 取 值 于 C 的 紧 算 子 ， 于 是 | (ra 一 1)Tla >0, £L? 


417 


эВТл!—>т (REL HBiG-DT|.—0 E # C h Тл? 


—T). 
不 但 有 以 下 的 收敛 性 
l= xal, > 0, ix- xx 一 >0， 当 1 GEc， 
АА, |900, iR k |— 0, 
|(1-Р)Ф„},—>0, |а1-Р)Ф„\,—>0, 
@,(M,M,)—>0, @,(M,M,)— 0, 
其 中 8 ,表示 L? 范 数 下 的 间隙， 而 且 T* 和 Ts 在 TI 内 的 强 稳 定 
性 也 是 容易 得 到 的 (第 五 章 ) , 
注意 ， 这 个 研究 不 必要 求 ti HP RB, MILER HW 
FCO, 1) PH x, xixx. 
1.3 误差 公式 
直接 应 用 第 六 章 的 结果 于 TA TI BEA: 
|х — х. |, «ci (17 хл„)х\,, 
@,(M,M,)<c|(1-2,) Pl. (7.9) 
ICL = Pnl Sch ADP’ y,€M, 


Ix - х„{,<с{Т‹(1- л,)х, 

@,(M,M,)<c|TU-2,)Pi, (7.10) 

I~ PO Pal SiT- TP] 9.€M.. 
Р „у= Pim Moe MERT PRAHEM, 上， 于 是 ， 如 同 
定理 6.11 所 证 明 的 那样 ， 可 得 到 


mA- А.) = DCI- Ax, TP xi, xt>, (7.11) 
=] 
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其 中 {x;}7 Сатр) 是 M 的 基 (或 M* 的 伴随 基 ). 
对 于 M 中 的 任意 X，Piayx 一 X= (1 一 P)Pil)x。 所 以 
Id- P)PT4 x|[,<|1- Pl,dist, CP(1x, М) 
<cO,(M,M,). 
可 以 推断 ， 对 于 M 中 任意 x ` 
IP- х, scela- x,) Pl,. 

本 征 空间 E =Ker(T —)) 是 有 限 维 的 ， 从 而 有 补 子 空间 W:X 
=E@W, ok TR W # E EMER, 则 如 定理 6.7 Ж ЕКЕ 
dist, (9,, E) « 1, - Q9 .l, 

«стел, l, + |А, — ALT. 
为 了 建立 逐 点 估计 ， 我 们 需要 以 下 的 引 理 . 
引 理 7.1 下 面 的 恒等式 成 立 
„- х= ТК(2) (1-7, ух, 
(1- P)9, = TSn) 2,)9,. 
it3] 当 注 意 到 - | 
R(Z)T=TR(z) Z SQOTSTSO) 
АТ. = Тл... H5]286.415 2399 6.9 直 接 证 得 。 l 
对 [0,134 内 任意 上 ， 我 们 推出 逐 点 等 式 


(x, —x)(t) = бесе, DERG - х.) x ,JOs)ds 
=(R(z)(1— л) x ,,k, J; 
~ 1 
FO PPID =| kG r, ESCO 


— л.) Ф, |(5)45=(5(А,)(1- zr, )Ф„,К,), 
其 中 〈-，) HEL? 中 的 内 积 ，k, 定 义 为 


n След очна Не D" iss am Ha osi ea Posen mai RR meves. cem TN p 


ki:sl>ki(s):=k(t,s)> 3 在 50,1] 内 。 
il. (OLI) 是 

(T*- z 1, =k, 

GE (Т*— X.) (1— P1 z(1- P* )К,) 
的 唯一 解 ， 其 中 伴随 算 子 是 在 工 : 中 定义 ， 于 是 1 = R*(z)k;, 
(аў 1; = 5 *(А, )k,) , ШН F H BJ 2 s: Н] BUE A 

(х„-х(0)=((1-л„)х„,1‹), 

Г(1-Р)Ф„]1(#=((1-л„)Ф„,11). (7.12) 


2. 解 的 光滑 性 质 
2.1 逐 段 连续 函数 

给 定 [0,1] 的 一 个 严格 分 划 A = {tios 0 = toti nx 
t= 1, Ẹh;:=t;-—t;-;s h: =max,.; ,h;, AitiLti-, 
fi], i= l, n, ES C.: - IIT. CCA), РСС, Ни 


个 分 量 fi1EC(A;) FAR. ГЕЕВ, EPMA, 
处 的 左 值 与 右 值 可 能 不 同 . 范 数 |。 定义 为 上 刊 、。= max; | f; |=, 
С „у Banach Bi], HF CC. A。= 上 和 .， 所 以 CA.CL 
(0,1). 

对 于 正 数 &， 我 们 定义 更 一 般 的 Ca，Cs:=I?-1C° 


(AD. fi€C' (AD 当 且 仅 当 第 a ежу ОА, LED 


ЯР ЄР.,, 车 在 三 处 的 值 是 按照 连续 性 定 义 的 ， 则 
P, ,二 Cs, 并且 投 影 x ,是 定义 为 C。 到 P,,。 上 ,f=(f1,…， 
Jo) эл, (л, safa), Hp afi Æ fi ССА) ЖА, 
上 次 数 小 于 r + 1 的 多 项 式 的 投影 。 值 得 注意 ， 现 在 定义 在 
CA。 上 的 Xx? 是 一 个 投影 . 
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ifile ERLEA EL? BH, 1<р<о=, RAH 
确立 几 个 界 ， 那 里 的 常数 与 ACK, Wn TK, 
2.2 x. Фф. X 5 @ , 65 bt JÑ | 

定理 7.2 设 工 的 核 是 关于 + 属于 类 ©(а,у), W 

(i) BF СС", W (7.1) 的 解 x (或 (7.0 的 解 x ,) 
是 使 得 x СС G X.C C2), 

GD (7.3) 的 本 征 向 量 p (或 (7.7) 的 9,) 是 使 得 
ФЕС" (Ф„ЄСФ. MH, MCC, 

证 明 (i) х= (1/2) Те (1/z)f， 按 照 归纳 法 

1 1 


x = 2, T^x 一 | r+ 


1 
+= | f, 
其 中 x 中 的 两 项 属于 C*。 这 时 x = (l1/z2)Tx,+fJ,x C P... 
C: Ca. YR, 由 定理 4.1， Tx, ССА, 
(ii) AMP=TP=C1/ADT27 DP = (1/А-1) Тф ФСС. 
类 似 地 , Q. CP, BRP. A/A To, СС, WH ЈЕ M = 
= {9 EL (01):CT-X)"9=0}， 按 照 归纳 法 可 以 证 明 M c 
С°, ЖЯ, Ek 关于 也 属于 类 (а, у), МСС“. [| 
习题 
7.1 车 f€ECa， 则 在 定理 7.2 的 假设 下 ，x =Сї, 


ТСС", EX xa pt = Ei-olx Op, 1<p<oo. 

命题 7.5 设 T 的 核 关 于 上 及 属于 900,0, f RFC. 
则 对 于 充分 大 的 n， 成 立 下 面 的 界 : 

Ci) 11, «ена,» 


(ii) 对 于 工 !(0,1) 中 的 任意 y ， 成 立 


Т°-2 +... 


ZI 
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l| PXuas «СУК. 
изя Ci) Hx =R(z)f uEB] Ў. «еі... 由 定理 
7.2 的 证 明 ， 得 E (асса, t |v)» A m ха, m 
clif ls... 
(di) 设 {x:}7Y GRID 是 M 的 一 个 基 (或 M * 的 伴随 
基 )。P 是 由 P= ?7-1(*,Xi)Xi; 定 义 的 有 限 秩 积分 算 子 ， 所 以 


m 1 
(Px)(t) = x`(s)x(s)ds | x; (t), 
=U | 
而 且 忆 是 由 退化 核 p(t,s):= 开 ?7. x i (t)x*(s) 定义 的 ， 其 中 
PpP 起 关于 t 和 s 具有 连续 性 a 的 光滑 核 。 BREW. WL 
(0,1) 中 的 任意 y， 


| Pyle, < (Stee | xt Jol | 


习题 
7.2 证 明 : 若 工 的 核 关 于 上 与 属于 G(c,y)， 则 了 T*(1 一 


P*) + A ,P* RE; kt(t,s) 关于 上 属于 G(o,y)， 对 于 一 致 成 
x. | 
2.3 ki, L, 5 01185 pA 

引 理 7.4 设 工 的 核 关 于 上 与 s ЖТ 60,5. WHR 
k,. 1, 与 11， 对 于 分 划 A 中 的 任意 上 ， 它 们 属于 CX。 对 于 + 
EA, H#v20, WENBTC’. 
证 明 由 (7.9 , ti CAM, ki, CCS t£ A, Yo 0 


BJ, k, CC*, T*T*(1- PO + A,P* B] EL OE Р: #6 
la,，7)。 这 样 ， 我 们 可 以 应 用 习题 7.1 到 方程 (T* ~ 2)1, = 
k j (T*- k.) (1-Р*)11= (1- рж) ki. BM no 
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WF, À, PALO, RL Ж АУ F n — 3. EX, 118788 
WBRI-COL/ADT**11-I[0/A2) таа +1/X lG — 


P*) Kk,。 且 对 于 给 定 的 8 >> 0 及 充分 大 的 mn， 中 > [Al — °> 
0. iL 
2.4 PP, st hit A 
Ba, Ь1Ж&#й E # 恨 上 的 有 界 区 间 。 对 于 了 EC"(a,b)， 
我 们 定义 
B: «min(a, r+1) 


AF87 1, Tel PBA 
8-3 cs) | 
[s (pl > IL aco! 
=O 07 


Af fE a e F t Cla, b16 В — 1 hy Taylor g KERFA. 
定理 7.5 # f CC°(a,b), WH 1 < p <co, 
If Th (pl ,<c(0b-a) | A N O<j <В. 


证 明 证 明 是 关于 j 用 归纳 法 。 IO- sj? фр, = 
I A lu. WF 8-1, 

[fD — 08-00 (30) = [iuro - s(? (I) ds. 
于 是 ， 根 据 H5lder 不 等 式 ， 得 到 

|f (07: — {#713 (yo -a)17f 0? - sj? cp, 
HoBl/pr1/45 1, ПН. 
Jf (070 — 3f?) (р) |а) Ру) TD). 

| =< (b—a)| f 2)],. 
AAE DE j + 1 步 成 立 不 等 式 ， 

got) BEV р-а)? Ay, 

yd 
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^ro RAMMEI AR m. c < ` CORP PH NIAE НИТЬ Арт RR SR roa Rn 27 ————— onem c 


(ft) 一 TO (ft = f geo- Si+l(f)](s)ds， 
12 - ар < 6-а): £O 1) — TFP MHo, 


о о Daba Ty) PN.. 
最 后 的 两 个 不 等 式 蕴涵 了 
IC- TO р-а)? Nf Ne. Li 
推论 7.6 Per ECA P, EWR, HAR n — HORE 
{л„||„<сс, 1=< p =<, 
则 对 C& 中 的 任意 f | 
C1 - ж) ch iif ie. 
证 明 在 4A; 上 ， 根 据 定 理 7.5， 
Ia- ж) filosa SLA- mi Ta Gidl psa, 
«ој = Talf Dlo, a; 
«cha f (ora. 


MA 1=< р <о, TX 


(ara 一 т.) р)? = > (| (1 — z fil», A; )”, 
， i=l 


所 以 

v dac Afilo а)? В (If: losa” 

171 t= 1 

B | 
<e(maxh;)” >, fid. 
l i=] 
对 于 p =o, 
IG - wad fll. = maxtt - files, 

H 
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Cr 


~ m)fil.,24 жє у ,a 
证 得 
| 1—- x,)f|.=<chf| f); 0 
我 们 定义 Bi1: = min(B, y+1)> 0. 
推论 7.7 设 核 &, 属 于 类 Ge, y). MXF 1 < p <co , 
|(1—л„)К,||„=О(Һ#), t EA, 
H 
[G= z,»k,|,-O(Rh9:17, t € A, 
fH 8 = тіп(а, r+1) K В, = min(B, y+1), 
证 明 ХУТ € A, 由 引 理 7.4,Kk1 ССА. 1 < p <оо, 
用 推论 7.6 中 的 证 明 得 到 


IO- r,)k, || sch? (к lp» то, #122 + 


(kf |,, (65112? li’? 


LO- wake ||. < ch max (КЇ | , co, е; 


eee |, tes iD. 
Jt EA, RIRE t CIL, ti). MFS<tMs>ot, 
k.dE s 点 有 直到 “ 阶 的 连续 导数 。 而 对 于 * =t, Y>0, 
(k,)'Y) 是 连续 的 。 于 是 对 于 1 志 p 二 2 ， 得 到 


а-я? = Уа IPLA 


жі 


Waaa — -—— — А — —— — ... ...... UU UU уй 


A 
+A © (Ks) i lla, ai), 
DETR, WAAR whe 来 确定 和 41442 的 界 . ЖА, 上 有 
di- х )(к,), |p) P< (К, — &,.1(К,,.) 1. [1; -,1» £1)? 
+ СК, —€,.10621)2],. 0e 1). 
Hj Hh. OEP - <0,< t 的 某 个 0， 
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tk: 一 ç, (ey 8) = oL? (t,0,0(s— t)Y*1 


连同 Ct, t; 1 上 类 似 的 等 式 一 起 ,这 就 证 明了 1(1- 工 )(K illo, a 
的 界 可 以 用 hi+! 来 确定 。 得 到 整体 的 阶 为 B = ming, Y+). 
当 7 = 一 1，B1= 0, 结果 是 显然 的 。 对 于 p = оо, ERE% 
Wy. 

引 为 注意 . 4k, 属于 类 Sa. Vet. HOT. 7H Fle 
Bl; 17.4). 
3. 上 一 Galerkin 法 的 超收 伍 结 果 

ERB, Х = 工 2(0，1)， 和 1 是 在 可 的 正 交 投影 ， 
pr*:min(B，?7+2) 之 1 。 我 们 从 下 面 的 引 理 开始 ， 

引 理 7 .8 27k, WF Gla, y), x EC”， 则 当 t Z AN, 

Wks, G- x Dx| = O (h6*B*), 

其 中 B:=min(a, r+ 1) f* = min(fB, у+2). 

证 明 由 和 的 正 交 性 得 

(К,,(ї-лхл!)х) = (u- x Dk,, (1- x1) x). 

我 们 首先 注意 到 ， 若 用 推 论 7.7， 则 仅 能 得 到 阶 8 +8,, BH 
\(k,, A- x Dx) «la- xz DkilsllXa- x Dxlasch?1*^, 
对 于 x EC。， 只 要 小 心地 使 用 下 面 的 界 于 A;(i=1,…,n) 上 ， 
就 可 重新 获得 更 好 的 阶 B  B*， 


1 17 
хз, Sh Hx; ly a, RÉ Hels 


lk, Ое x0] < € Kk), Q- mj)xi)| 


i=1 


<> Citi — x) (O0Dila.sull-x:9xilh».J. 
i=1 . 


XIii-^1l, +, п, | 
a ml)xr; 13, a, < ChE ef |2, а; «сєһё+1' tiny, 


MECCA, ВЕС (ti- oti), Wj Ai, (kO ECA), 
Н у> 0, (k0;€CYCA 0. FE 
C1 — 1) ki) lara; Sch max (Oc 0 £9? Ins aj, 
[062,0 0? 11,4) 
«ch6*1 ?max (ЦК), [15 | 


we 
H 
Ci л®)(К,) |2, л; achta? Сека рер t] )2 + 


2472 


(E K4 21? La, ceu aD 
«cit iei eto one кб on. 
注意 到 min(28, B+8,+1)=B8+8*, SLÆR . EL 
3.1 x,5 94,9) M MCA 
定理 7.9 车 T 的 核 关 于 t fd s MTR Se, у), fCC*, 
别 对 充分 大 的 1n， 
(i) max([x —x,|,, OM, Ma). |-P)@all2 = 
O (h^), | 
Gi) max x- x la, Ө,(М,М„),[|(1-Р)УФ„Їз) = 
Q (h9*8*), | 
Gii) max (|(х- x,) (tl, И(1-Р)уФ„(;)][)= 
Oo (h*8), 1 = O,°",N, 
GV) max(]x,- xalo, IG- P29,l )= ot), 
Hr 8 = тіп(а, r+1)K B*=min(8, y+2). 
证 HH (i》 因 为 x €C* K MCC*, 于 是 ,由 推论 7.6 
C1 mil)x]|, cnslx'e), 
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= `S nis rni NL HP ES qapa оч. e. ipe rT Fe БАСТА Ме ie i a: ent rt wt te kd 7 


[(1— xi) Pila<ch?max(|y ia, |01. = 1). 
. YEM 


H (7.9) 即 可 得 到 结果 。 
(ii) lT(1-zDbxl;zxlT(O-zixl.-suPie:(o,11|(K:;, 
(1— xm1)x)]. 
应 用 引 理 7.8 证 得 


ITO- rix] Scheta*lx (|. 


AmA EITO- x!) Pi 的 界 。 由 (7.10)〉 即 得 所 要 证 


m. 
为 了 证 明 (111) 5 (iV)〉， 对 [0，1] 中 国定 的 t 5E 
(A~ zi) х,,1,) = ((1- x D[Ox,—x) +x], A- ла)1,), 


(1-zx59,,1D- 
((1— wilad- P)9,4 PPa] (—л})1}). 


Hive (7.7), WFC A. lü-z25tlilasl- xttl 
两 者 均 有 阶 6 ， 如 辐 量 | 
lza- xla IO- хх, IA- PPa] 

ER 

ICL- PPa 
一 样 ， 由 G) 与 (ii2， 它 们 至 少 有 阶 8 。 这 就 证 明了 (iii). 
Bt бл, 958 7.8 5 

РФ.) P |< c |е. 1. «е | 
的 一 致 有 界 ， 得 到 ((1 - rx, IDSC- PPa, 1 
都 具有 阶 8 + 8*+ 。 至 于 剩 下 的 内 积 ， 可 从 推论 7.7 推出 

max(lG- xz Did Ho- malila chi 

HHB S> 0, Br 


Ix, —x, а-л 1+)| <ссһ#1|| x, —х||›жсһ#*В*, 


| (1 — P)9,, (1 — x 111 x chP1[(1— P)9,l,« 
«chP?*?*, [| 
2] EB 
7.3 利用 习题 6.3 证 明 ， 对 M, 中 的 任意 区。， 在 定理 7.9 
的 假设 下 ， 有 
[(1— P) 9 (ti)= O (h??) 
及 dit, (pa, M)=O(hStE*), 
3.2 ПИСТЕ" 
定理 7.10 车 TT 的 核 关 于 t 和 5 属于 Ge, у), WHE 
Xn, 
А-А. = O 28), 
ЕВА ”我 们 从 恒等式 (7.11) 开始 . S y, ,:= Рух. € 
Р, л. d 1,05, m. ША IB 38. 
(1-xDTy,. X%*)=((1- TITY- xi) +x], xD 
的 阶 ， 其 中 
У:„Є М», ХЕС, 
不 等 式 
l»i.—xilascl(1- mi) Pll. 
RY:n- xil В =min(a,r+l) 阶 的 。 应 用 推论 7.6 于 p= 
2 ， 显 然 ((1- xX1)Tx;，Xx* 六 具有 阶 2B8。 剩 下 的 是 讨论 ((1 一 
3)T(yin -х:), х1). ЖИ 28 可 从 
KA- EDT in -x0,xDl «clyis-xilallit- x Dxila 
立即 得 到 . 
3.3 入 一 和 ,与 dist(9 E) tik ik e _ 
当 本 征 值 入 是 半 单 的 (1 = 1), А-А, 9 dist.(%., E) 
的 收敛 速率 早已 建立 ;它们 分 别 具 有 和 一 入 ,与 dist,( 9 ,, M) 
的 阶 . 当 工 > 工时 ， 我 们 有 下 面 的 命题 。 
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te ct PR lh с. © 


命题 7.11 i T АСЕР t 和 s 属于 类 OC, у). Wy XT 
TKN NRL > 1, |А A, | 49 dist, (9,, E) 部 县 Ay 阶 


28/1, 
ШЕННЯ AES (02) 26.12) . 

习题 
7.4 证 明 min |A— u; |O(h288 my, 
3.4 注 记 


对 于 上 一 Galerkin 法 ， 我 们 无 须 限 制 利用 整数 >0， 
—ixy«a, Wr Y IK B =min(a， ИИН SE Ж Ж. 
Link, “a >i war {ШЖ reda HO P., a BS BRUN EE 
的 全 部 有 ЖЕ. BER. 8 = r-+ 1. a JC iH By X (yao 
PHL), x FP ЕГО, LIME £o EGS р А2 1. M I 
ANS FF HIB C-l<p<r-1), ЖЮРИ F j BO EO 
BEh27r+2, n e Lo, 1 的 任意 一 个 点 上 ， 我 们 得 到 阶 r + 3， 
AHE, A-A n E PIPP hi JE 2А EDU BERE. 


4. 一 Salerkin 法 与 配置 法 之 问 的 联系 

我 们 引入 下 面 的 定义 与 记号 . 给 定 区 间 [a,0] 的 + +1Gauss 
к\т}, РРС C(a,b), 设 zt? 了 是 在 rel PEA AT; Rh ZK 
数 小 于 + +1 的 Lagrange 插 值 多 项 st. лї] 是 在 [ob] 上 次 数 
小 于 r+ 工 的 最 小 二 乘 多 项 式 。 ЕЯ Lagrange 和 多项式 v: 
sC[a,b]>u(s) = [1{21(з3—т;), ЕН Ў, XE (0) BH 
2, 它 在 点 {T;} 的 第 r +] DH 4i2n LTs, Tran’ ifs f) 单 
iat. 我们 有 

fs) -vGDó0[1,,*7,T,.., Sif, s E191, se (z; BE 
Ab Fie E Sh PE SE V ВО, 

引 理 7.12 对 于 Cla,b]mBj f 5g 

((1—x2)f,g) = (v, Q- 11)gó *1? f 5, 
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证 明 按照 定义 (1-л2)Јє (т) 处 等 于 零 , лус р.н 
6 atf 0, PÆ 
(1-H? )f=vd D(A- л2) р) =u tl f, 
Eq | 
(0-7 m2)f,g) = (,g0 7*1 f), 
因为 {Ti1}11! 是 La,b] 上 的 r+1 个 Gauss 点 ， 对 于 任意 次 数 小 于 
rp 


b 
| u(s)p(s)ds=0, 


ue Ap IP ir eR, Barto = 0 或 

((i- 2) f,9) = ((1- z)v, (1- z0gó tO f). mn 

推论 7.13 dm E EER. Ago CTn(a,b), 
]5©%*'*1(а,ь), M 

L- w2)f,g)|<c(b-a)' ttt +. flare a=, 
Hos fp’ =min(0, r+1), 

HESS 出 引 理 7.12， | | 

ICG- m2)f, PIEL- x vl aw go) f d. 
gu С [5,,,, 

| = жаы b-a tiv о (ba) тг 

lv fe. 
类 似 地 ， | 

IG- xi)go r+) Fl < ba)e (ga th) fF) EOE, 

« (b —- a)? *1/?]glisz lif lare a. D 

5| 38 7.12 #8 | — Galerkin j£; Ej Gauss x lb Be ЎР f8j 
的 关系 。 这 可 以 与 工程 文献 中 的 事实 相 联系 ， 在 Gauss 点 的 瑟 
胃 被 十 分 恰当 地 称 为 正 交 配置 ( 见 Prenter, 1975) 。 

根据 均 差 6 ‘+ 了 的 存在 ， 引 理 7.12 说 明了 了 与 6 起 着 
不 对 称 的 作用 。 由 推论 7.13 AERD, RfE ir. 
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ааз: еа 


zm'jÉXqTf5gxE Ef.g9€C^(,b, W 
IC — x1)f,g)| xc( -a)?*1]f 0? || lg (A) ， 

其 中 8 = min(e,r+1)( 参 见 推论 7.6 59] 88 7.8), MRR 
Sik x1 的 相应 的 界 ， 就 可 以 把 不 对 称 强调 出 来 。 作 为 号 一 结 
论 ， 仅 当 c>>r+1， 我 们 得 到 x 。 与 9 ,关于 在 Gauss 点 的 配置 
的 更 高 阶 收敛 结果 。 与 上 一 Galerkin 法 所 出 现 的 情形 相 反 ， 
那里 对 不 加 以 限制 。 仅 当 ?>>r+1， 即 当 c>>2r+2 时 ， 在 请 
№ (b) 中 ， 我 们 将 得 到 双 倍 精度 zz 7 +, WERE (a н, 
对 于 c>r+1， 它 已 得 到 了 。 | 
5. 在 Gauss 点 的 配置 法 的 超收 敛 结 果 

现在 ， 我 们 考虑 定义 于 C .的 配置 法 (5 ). 选取 配置 点 
{ri} {ci} tiny ER A; Ci =1l,**,n) 上 的 r+1 个 Gauss 


点 。 л! (л?) НЕР... ҺЕ (或 插值 ) 投影， 

当 我 们 论 及 工 ? 内 积 与 伴随 算 子 时 ， 函 数 被 作为 工 : 的 元 素 
来 考虑 。 我 们 容易 得 到 以 下 的 结果 . | 

命题 7.14 若 工 的 核 是 关于 上 Ej s 属于 类 6 (a,y), fc 
C*, ЩЩх—х„|| , IG- Р)ф, l-OM, M.) 都 具有 阶 8 = 
min(a,r+1), 

Ф ағ, WR =rt+i, MARNE AG =1,…,n) 
上 利用 推论 7.13 可 以 证 明定 理 7.16 中 关于 X AMO , 0 3818 @ ks 
果 。 在 证明 这 个 主要 结果 之 前 ， 需 要 一 些 预备 知识 。 我 们 回忆 
一 下 ， 次 数 小 于 r+1 的 Markov 不 等 式 ， 在 A; 上 写 为 

lall -sæ а: Sch” "ale,ai,4€ PCA: dde Boor 和 
Swartz, 1973), | 

3187.15 在 命题 7.14 B BEEF, HeSr +1, W 

\х—Хх„[|,,„,м‹ж®сС(Һ/Һ,)' Һ]х||,,„ 1=1,е,п, 

IGA- Р)Фф, ||,,„› а: <c(h/h;)'h|x|,, i=1,,n. 
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证 明 由 于 不 会 使 意义 不 明确 ， 我 们 去 掉 函 数 定义 在 A; 
EW Ai. 

因为 e>r+1，x 至 少 有 连续 的 第 r 阶 导数 . EA CER 
确定 x 的 r 次 Taylor JER, X,a400€ P.CAD: 

\х—Х„]|,, oa; mI m Sra CX +] Teer) - 


xil oa. ЕҢ Markov 不 等 式 于 3X, .1(x) - хо ЖЭ) 


| 3.213600 -Xall rs +a, «ch;'| 3.4104) -—“*,ll. PD 
| 3,,.00 xl 41 <i 3, G0 ya, + [х= xanla,- 
Hy BL 7.14, |x-x,l.,. «онаа. НАЕ 87.5, 
|х- ора, oa И Eral ra, t ORT ра, 
AWER- ra ,要求 的 界 . 关 于 Pa- Рф. ЕВ JE -T 
分 类 似 的 ， 通 过 写 出 

Pa- РФ, = Ф. – S, i (Po,)+ ®,,,(РФ„)— РФ, 
HH Ta2r+1, WALIPO <. 0 | 
5.1 x, 5 9,5) ARIK 

因为 < 宇 r + 1， 于 是 可 写 e =9+r+1l， 其 中 人 9 是 非 负 整 
数 。 我 们 定义 | 

B': =min(Ti,r+ 1), Bj:-min(B',y- 1), В'*: = 
min(B’ ,y+2). 

定理 7.16 T 的 核 关 于 上 与 RFRG,y), Har 
rti, BfCC*, WXCPGEA An, 

(iO max x- xal Ө.(М,М„),[(1-Р) all.) 


- O(Rh' *1*8^*), 

(ii) тах (|0 x OG, Ea- P 9,100D 
-O(h'*1*8 ), i= 0,-,n, 

证 明 C iO 由 (7.10), 

lx- x, LATOA- rle lG - РФ, |. е 1701 - 
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x1)P|., EP: 对 于 t =tiEA, kí eck, 
ITO- m21)x|. = sup |((1-лФ)х,к‹)|. 
| t€ [0,1] 
所 以 ,在 A;(j=1,…,n) 上 ， 由 推论 7.13 得 到 
ICQ rxi, k). | Sch t+ te) ilar, ,a 
ixillerrrris. sae 
关于 j 求 和 ， 
|((1- mi)x,k O| «ейт Wexler, i, 
MOE A, СЄ (ti-i, ti). MRA IAI, БЕТЕ AE 
成 立 . EA E, РЕС [1,1] 5 SsELlt,ti41], (k); С 
cr*i, 
IK m x2) x, k ail ове еа ора sisse. 
|((1-х?)х,к i) sich! *1*ni7 G^,81*1). 
Br r+ 1+B* M min (8°, 8{+1)=8*% BAK. 
TO xiPj, 是 以 同样 的 方法 处 理 ， 


(ii 〉 我 们 首先 研究 x - x ,. 对 于 t=t;€ A, (7.12) 


ys 
(х= x (D = (07 x2) x 4,14) 
= ((1—m2)x,1,) + ((1— лух, х), 1) 
-(Q- zix,blo- € (0-22) (x , - 3L. 
f ] => 1 ` 


第 一 个 ЖШ ((1-х?2)х,к,) АЯА, Br +1+8/. 
至 于 第 二 个 ， 


(C1 – л?)(х,-х);, (1,23) | &cht*1*8^ +2 р) ils, ооа: 
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| ' 
СХ) в/з reis aje 


剩 下 的 是 论证 当 B'+r+l<e， |х xls nio 的 界 关于 nn 
是 一 致 的 . 首先， 注意 到 x ,-x。= (l/z)T(x,— x), FR 
Ix xl, sa Selles xl + xo m xl roa; 
lx-x,].-OO(h'*1) 是 有 界 的 ， 且 在 Ai E BJ x, 是 次 数 小 于 
+ 十 1 的 多 项 式 。 记 以 ， 

ix — nal ary rag XN el are saj T lXa АҢ, aja 
应 用 避 理 7.15， 对 j = 1,6, n， 可 以 写 出 

(h/h;)'h=<(h/h;)'*1 


((1—хл?%)(Хх„—х), li). |=<<ch't1+t6 1 (Rh, ) "+ 
iXlB/sre1» »Aje 
对 j 求 和 得 
|((1—m2)(x,—x),1,)] Sch" 181 рз. 
(01-Р) Ф ,的 分 析 与 Xx 一 x , 281: 
LO- P)@,](t)=((1—- 32P9,,1D 
((1—л2)(1-Р)Ф„,11!). 
对 于 第 一 个 内 积 ， 因 为 8 +r+1a， 册 命题 7.3， 
| Play 是 关于 4 一致 有 界 的 。 至 于 第 二 个 内 积 ， 


1 


(- P)9, =~ TIL—P)®, 及 ICO- PPa) lara rye ai 


如 对 于 解 所 作 的 那样 ， 利 用 引 理 7.15 就 能 得 到 它们 的 界 。 证 
毕 。 口 
证 明定 理 7,16 的 唯一 不 平凡 部 分 是 | x ,一 *jj。, CCI 
=P)? ,|。,.) 关 于 nn 一 致 有 界 . 它 是 利用 了 de Boor 和 Swartz 
《1973〉 中 所 发 展 的 技巧 、 应 当 注 意 到 ， 就 光滑 核 而 论 ， 当 
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Y =a, 根 据 下 面 给 出 的 引 理 7.17,|x alles s GRE alles 235 — RA 
有 界 的 。 于 是 ， 定 理 7.16 就 变 为 可 以 直接 证 明 ， 
517.17 车 T 的 核 是 关于 1 与 s 具 有 连续 性 a m6 iR 
核 ， 则 对 于 充分 大 的 n， 下 面 的 界 成 立 : 
lx „а, оса, [Palar-<clignll.. 
证 明 x ,=(1/z)Tx f. 于 是 
lx so, Scent fla, chila. 


类 似 地 ， 对 于 充分 大 的 n, 


= 


Ç, = ы 


|А, | 


l To, Ialia. < 


x LP 
K 
pl =1, |] >lal-e. CI 
5.2 A— An, А-А, 5 dist. (Pan, E) 的 收敛 连 率 
对 于 本 征 值 与 本 征 向 量 ， 其 收敛 速率 由 如 下 命题 给 出 ， 
命题 7.18 ”车 TT 的 核 关 于 t 和 s 属于 a 之 r+1 的 类 Ga, 
7), 则 对 充分 大 的 n, | 
А „| =О(е„) 及 max( |A- Aal ,dist.( € ,, ED) 
=О(г1/!), 1>1. 


фе, sh tite", 

证 明 证明 类 似 于 定理 7.10 与 命题 7.11。 其 附加 部 分 是 
T(yin 一 Xi) 的 所 有 直到 8 +r+1 阶 的 导数 关于 n 一 致 有 界 ， 
因为 当 @ 宇 r + 1 时， |у; 6:1. = ОСА" +1), 借助 引 理 7.15， 
这 是 办 得 到 的 。 运 用 定理 7.16 的 证 明 ， 从 而 得 到 阶 r + 1+B”. 

С} 
5.3 数值 的 例 | 
例 7.1 考虑 第 二 类 Fredholm 方程 
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1 
| К‹т,зэх(з)аз - Saco = - cosh(1),0<t<1, 


k —t(1- s), M SL, 
(1,8) = 
lan, ММ s= t. 


HORS ШЖ ОУ x(t) = cosh(2t-1) , 

我 们 选取 均匀 分 划 A ={i/5} ho d. EBAK А, 
Е, #r+1= 4 Gauss £, fE# 7.1 rh, BW Hi x x, 与 
х x ,在 分 划 点 ti(i =1,2,3,4) 的 值 。 在 图 7.1 中 ， 我 们 画 出 
误差 函数 的 图 形 。 即 配置 误差 

tE Asysr>(x—x,)(t) 
与 迭代 配置 误差 
tC Asr>(x— x,)(t) 

的 图 形 ， 其 中 A 3 = [0.4,0.6]。 由 于 各 值 间 的 量 的 重大 差异 ， 
所 以 我 们 仅仅 作出 两 者 的 草图 ， 

例 7.2 研究 1 的 光滑 性 质 对 计算 收敛 的 阶 的 影响 (Lebbar ， 
198la), 其 核 如 同 例 7.1， 右 边 选 取 f 使 得 解 为 


ca) (:- 2), 


1 7/2 


(3) -二 | 
首先 在 [0,11 LHR], t;-i/n i =0,--,n, n= 
2,4,8,10, п {ШУЛ 8 WF. L -Galerkin 
法 与 在 三 个 Gauss 点 的 配置 法 都 使 用 逐 段 二 次 多 项 式 . 车 误差 
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eRe MRR н ча «ир LY TA ARROUND ER: aa 5 m АС о С с mR со о аъсири з RR — a rahi a 


# 1.1 


在 分 划 点 的 误差 值 
i _ (x-xXt) (x — Xn) (tt) (x— x a) (ti) 
1 8х 1075 7 X107? —5x10 12 
2 6x1075 6 x1075 —7x10 1? 
3 6х 1075 | 6 x1075 —1x10^1? 
4 7x 10 5 8 x1075 —5x10 !? 


en 以 速率 1? 趋 问 于 零 ， 则 当 nz 一 co 时 ，o@,:=!log(e/eau)/log2 

o. ЖАРЕ 98, а,: =le- xlo б„:=|х—-х„|„Ж 
c,: =maxi |(z—z,)(ti)| .相应 地 计算 得 收敛 的 阶 分 别 为 05、 
os 及 os。 对 此 ， 我 们 验算 收敛 于 o" 、o: Ro’, HERE 
37.2, 367.3 5387.4 中 。 当 了 光滑 时 ， 对 于 c,， 配 置 法 给 出 


比 投影 法 更 高 的 收敛 阶 . 但 当 了 不 是 足够 光滑 时 ， Зита 
Ws in. 3 所 示 。 


37.2 
f 在 [0，1] ЕЖ? 9 


| -Galerkin Be = 


> n 2 4 8 n 2, 4 8 


——————————————————— MÀ 


0*-8 2.53 2.81 2.91 @°= 3 2.62 2.83 2.92 
Q'B5 4.11 4.35 4.83 @b5>5 4.59 4.83 4.92 
O0*226 6.01 6.00 6.00 o*z6 7.99 7.99 7.98 
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图 7.1 ЖА; 
[0.4,0.6] 上 误差 


的 图 
虚线， XXn . 实 线 ， 
r 


-n s “ss G 89 
— ише — 
= wasa Gas 


= — — s 
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— x s 


— 
T mem s“. on uns 


ать w mm 
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-7 x107 
-35 x 10^" - 
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Er anan пеп TRU AE ARTT D SIR ER RC RAA F ln MUR E ceri o n dp ISNI re ` REC CER CREARI 0 жинин ono ee ens n 


m onae vieii e e 


€ 7.3 
对 于 配置 在 1 =1/2 处 了 不 是 “足够 ”光滑 


| -Galerkin fic E 


n 2 4 8 n 2 4 8 


0*—8 2.75 2.89 2.96 @°=8 2.79 2.92 2.96 
Q*'z5 4.35 4.66 4.89 0523.5 4.78 4.56 4.52 
0*6 6.05 6.01 6.00 @°23.5 4.61 4.71 4.67 


表 7.4 列 出 了 或 者 应 用 均匀 分 划 或 者 应 用 围绕 子 的 等 级 网 


格 的 Galerkin 法 的 结果 (Rice,1969) .这 样 一 个 网 烙 (S172. 
n 为 偶数 ， 是 由 实数 4 > 1 按 以 下 方式 定义 


-1 _ 2. || «ix 
JEESE (1 =l ° 01m, 


K 
s => (1+ (1-24) |. «ien 
X 7.4 
f TEES NI EE 
q=] q = 1.555 4= 2 
т 2 4 8 n 2 4 8 n 2 4 Ë 


205 05 05 05 af =077 077 077 078 ‘w=1 100 100 099 
«225 254 25} 250 а? > 388 391 391 389 «25 489 439.499 
w 235 441 446 447 of 26 567 583 591 ¿26 470 579 595 


均匀 网 格 等 级 网 格 
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这 些 点 在 x 处 于 病态 的 也 附近 是 密集 的 ， 而 在 x 是 良 态 的 0 ， 
1 两 个 端点 附近 是 分 散 的 。 当 增 大 4 B, q = 7/4.5=1.555， 
а= 2 与 9 = 6 时， 我 们 能 够 相应 地 重新 得 到 值 6° 宇 6、@? 
> 5 Ho*= 3 (Lebbar, 1982) .值得 注意 的 是 对 于 4 的 最 
小 值 ，。“ 宇 6 是 第 一 次 得 到 恢复 。 这 意味 着 为 得 到 o 5 = 5x 
co = 3 ， 相 应 的 等 级 网 格 不 象 通常 要 求 的 那样 高 度 密集 x: 
附近 。 这 一 事实 有 很 大 的 实际 价值 。 有 关 证 明和 细节 ， 读 者 可 
参阅 Lebbar (1982) . 
5.4 文献 注释 

对 于 核 是 常 微分 方程 的 Green HM, ER RMB oe 
果 ， 主 要 参考 Chandler (1979) 关于 上 一 Galerkin 法 与 de 
Boor 和 Swartz (1973，1980，1981a,b) 关于 Gauss 点 的 配置 
HE. 数值 求 积 的 作用 ， 也 是 在 Chandler 的 文章 中 得 到 研究 。 对 
于 核 为 足够 光滑 的 Galerkin 法， 一 个 额外 的 hh (精度 ) ， 可 以 
在 Gauss 点 处 得 到 ( 见 Richter，1978) 。 利 用 习题 6.3 的 恒 等 
式 ，Lebbar (1981b) 证 明了 当 9 ,是 适 代 不 变 子 空间 M,= TM, 
中 的 任意 向 量 ，[(1 - P)o.100 的 阶 仍然 成 立 。 

对 于 弱 奇 异 核 ， 有 些 类 侯 的 超收 敛 结 果 是 成 立 的 。 读 者 可 
参阅 Graham (1980) XepikitGalerkinjk ESchneider(1979, 
1980, 1981) ЖТЖ: В I SEBUBLA IE. 


6. W 10523 25 EE ВЕШТИ B RR 
我 们 考虑 p 阶 线性 微分 方程 


b-1 
[ е(и) (2) 2u? (р) -= Уа; (uj; CD = f(D, 0<t=<1. 


RA ?个 齐 次 边 办 条件， 这 曾 在 第 四 章 第 8.1 节 中 描述 过 。 它 
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可 写 为 

Tu = f, (7.13) 
其 中 为 闭 算 子 , .其 定义 域 DCX， 后 面 论 及 的 Banach 空间 
WEL RL”. RHETT ELX). BEN 4.155 04.17, 
(7.13) 分 别 等 价 于 


u = Сх, (1-K)x=f, | (7.14) 
或 者 对 于 给 定 的 z，0 关 -~-zEp(T)， 等 价 于 
u=A.y, (1—zA,)y= f. (7.15) 


引 理 7.19 ERa WPF C^. i =0,--,p-1, MH 

(i) 天 的 核 是 关于 上 属于 类 GC, - D, 

(ii)Az 的 核 是 关于 t 属于 类 ®(а+1‚,р-2), 

iB 设 G、 开 与 4A=T 1 的 核 分 别 为 9 К.о, о. 属于 
类 @(co,p-2) , Gk Æ (E483. 


pr} oi 
k(t,s) = 24: (Balt, 5), 


从 而 容易 得 到 (i)。 至 于 核 v、 它 是 以 下 面 的 途径 与 g 有关。 
WX 中 任意 的 f ， 方 程 4(1 一 上 )f = Gf MMF [0,1] 中 的 任 
意 t， 

| осе, DEA- 0716043 = | acc foods 
由 明确 的 定义 可 知 v: 是 (1— K*)u,; gif. XT T lle B t, 
g(t) €C’-2(0,1), Bis: € C^7?(0,D. WPF set, RNB 
Ж 0. s 处 的 更 高 阶 导 数 ， 第 工 阶 导数 uv 全 满足 

yf) = (K*y,) (0) 十 gf, 


其 中 


1771, дї EN ， 
(K*u,)(s) = |, Ea, sus (adr, 0<8<1. 
i= 0 
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Ò (Ke -Ez 9! д X 
3g (KU Q) 2:0 03 3s 9 (0 vi Ce 


i= 0 


LL д?-1 — 
+a,-i(s)u,(s) [Sarat] . 


p- 


Ө 1 — 
OT?-1 g(t, s) | ` 
类 似 地 , YE s Ab ОО Ра (1, (8). а„-1(3),аь-;(5) 


5 gi? (5), Цо dg s = t Ab, 关于 工 直 到 c + 1 是 连续 
的 。 由 归纳 法 可 证 核 v, 属 于 类 G( +1, р- 2). 最 后 ， 我 们 指 
出 A 和 A 和 :的 核 具 有 相同 的 光滑 性 质 。 口 

(7.13) 的 解 可 用 

л„[Ти„—]]1=0 (7.16) 

HIEU 897, ул. Р,, a WBE Ни. RFC’-1(0,1) 
的 子 集 C。。C, 是 由 满足 边界 条 件 且 在 每 个 4; 上 次 数 小 于 p +r 
+1 的 多 项 式 组 成 的 函数 ， 

选择 x 引出 和 矩 法 (情形 (a))〉 ， 选 择 n25]H T TE Gauss 
点 的 配置 法 (情形 (5)) . de Boor 和 Swartz (1973) 曾 首先 
指出 ， 关 于 常 微分 方程 选择 Gauss 点 作为 配置 点 ， 在 分 划 点 的 
fitu. 有 比 预期 更 高 的 精度 。 这 一 事实 ， 往 往 在 微分 算 子 的 框架 
中 ， 以 超收 和 敛 的 名 义 流 行 。 近 期 ， 已 经 发 现 积分 算 子 关于 迭代 
解 z, 具 有 类 似 的 性 质 (Sloan, 1976а; Candler，1979)。 如 现 
在 所 见 到 的 ， 两 个 结果 是 紧密 相 联 的 ， 

在 第 四 章 中 ， 给 出 了 关于 (7.13) 的 投影 方法 的 两 种 解 
释 。 第 一 种 是 借助 于 (7.4) 的 Galerkin 法 ， 而 第 二 种 则 是 借 
BJ (7.15) 的 Petrov 法 。 前 面 ， 我 们 分 析 了 Galerkin 法 ， 现 
用 第 一 种 解释 来 证 明 超 收敛 。 


ыы 
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FT ЖЫКЫ: + Я АЬР АРА ЫНСЫ. Sra pria Fp e S 


6.1 HT (7.14) 的 Galerkin 法 

要 点 是 命题 4,20 中 给 出 的 恒等式 (4.47) : 

u-u,-T-1(»0-z,)x,, Жн, = Kx, +f, 
这 与 (7.12) 是 相同 类 型 的 ， 其 中 zx 是 到 的 迭代 解 。 

引 理 7.20 Фа, €C", i —0,--,p-1, fCC?,azr-«1, 
ДХ ВУИ, FPR (ARRES) 的 如 下 收敛 速率 成 
MAM: 

(i) l(u—u,)C(t;9| = O(R? C* D ) XR * 1*?^), i =0, 
nn, 

611) u-u, = O(ht*1*9*) agh ttt 87 t, 

其 中 B* = тіп(е+1,р), В’ =min(a-—r-1, r+1) AB = 
min(8',p)., 

证 明 Воб TOÀ 的 核 v: 属于 类 9(0-1,.p-20. X 
于 [0,1] 中 的 任意 上 ， 

(и—и„)(ї) =((1- х„)(х„—-х), 90 + (1л) HUF). 
注意 到 由 假设 可 得 8 =min(a,r +1) = r+]1. 

(1) 情形 (a):， 天 有 一 个 核 属于 @(a,-1); 所 以 由 定理 
7.9, |x,-x|. 具有 阶 "+2， 于 是 根据 推论 7.7， [Cx x, (1 一 
x1)u,)| 具有 阶 

(r+2)-+ (r+1), tE А, 
r+2+min(r+1,p-1), t€ A, 
H3]38 7.8, |(a1-zDx, A- z)v0] 具有 阶 


2(r+1), t€ A» 
r+1+min(r+1,p), tÉ A. 
从 而 得 到 所 要 证 的 阶 。 


(2) 情形 (b)， 应 用 推论 7.13 及 定理 7.16，|((1 一 x?2)x 


vol RAB 
 B'+r+1], t€ A, 
B^ iral, tC A. 
至于 内 积 KO- TEn- Xa) Dlo ANGERS HE 7.16 所 作 
EXER. ЖТК, zd4)091,. WFt EA4( 或 对 于 + € A, 
|x, — Xl st sp 1) renes ‚ X 
lx. = lla erty 
XE n 是 一 至 有 界 的 。 口 
FESS SU. UCHR A lr +2. SPP RE, eSrt+i>p, 
以 及 对 于 配置 法 ， 当 c 盖 2r+2 且 p<r+1l， 它 们 的 整体 收敛 的 
阶 均 为 r +1+p. 
6.2 用 于 (7.15) 的 Petrov 法 
对 于 第 二 种 解释 ， 恒 等 式 〈4.49) 
u-u, = (1/2) y yn), Eye = zA,y, + f, 
已 在 命题 4.23 中 证 明了 。. АВРАТ. 20 ИВУК 
Petrovigty, B) ja ico. 
习题 
7.5 证 明和 恒等式 
y- y, =2(1-2А,) 1A, (Cy, y.) 
=zA,(1-zA,)"1(1- An) Yn- Ya). 
7.6 证 明 
y. ya =, Xn. 
7.7 利用 (7.17) 和 习 7.5, AREN, f Hik X, 
我 们 曾 就 Galerkin 法 和 Petrov 法 给 出 了 关于 投影 法 用 于 
(7.13) 的 两 种 解释 ， 便 等 式 (7.17) 3&m Y vH c B E EX 
Ж. 


чы? 
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ITI OR веке т e -ot cue or BH нолаи: НАВС w VPE lox РАНЫН BA Saca Е ЧА, = р ФДЕ УЙ: MIE ay иттен oso sn: 


— M——— r - — s . 


7. 微分 本 征 值 问题 的 超收 全 


相应 于 (7.13) 的 本 征 值 问题 是 | 
T = M. (7.18) 
我 们 假定 0Ep(T)，P 是 相应 于 入 HERE. 
7.1 简单 的 微分 本 征 值 问题 
我 们 已 在 例 4.26 中 看 到 ， (7.18》 是 等 价 于 广义 本 征 值 问 
题 
p= Go, (1- K)9 = АС. (7.19) 
将 投影 法 用 于 (7.18》〉 等 价 于 将 Galerkin 法 用 于 7.19) 
(习题 4.67) . 
引 理 7.21 下 面 的 误差 公式 成 立 : 
(1- P, = SCha) (л„-1)Ф„, HHO, = Ko, +X Go,. 
证 明 设 @ 是 关于 (1-K)op =AGOH BEE: 
Q= zi| (-K-z6)!Gdz HP -GQG-. 
于 是 ` 
(1 — P)} = G(1— Q09, 
-Gü-K-23,G)G(1-Q)G^!(1-K-A,G)9, 
СТА) E PY. Фф.) = SG, 7 9. 
Hr.9,-941532]Br ЖИЕП) ZR. 11 
正 象 我 们 所 要 看 到 的 ， 误 差 公式 是 类 似 于 (7.11) Bj. Н 
EHH C- P 的 收敛 的 阶 的 关键 。 由 于 我 们 不 得 不 讨论 广 
义 本 征 值 问 题 (7.19) ， 这 个 推导 就 不 象 (7.13) 的 解 那样 直 
接地 进行 。 所 以 ， 我 们 需要 某 些 预备 知识 。 若 令 U:=(1- 
— K)^!G, Wil 
(1-K)9 2 4Gp&-» 9 = AUS, 
而 且 @ 是 相应 于 1/X 的 区 的 谱 投 影 , TEHRUBUEGO-K)!CZOO, 
且 对 充分 大 的 n， Gl-x,K)-1K (1-Кх„) 1 都 在 
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LOX). 我 们 定义 
U,:-(01-z,K)!z,G, Ü,: = (1- KT,)"!Gm,. 
习题 
7.8 证 明 p。= 和 Us，rug,=g 及 p。= AU. 
7.9 证 明 恒 等 式 
U-U,=(1-2,K)°101-2,)U, 
U -U,-(1- Kx)! [K( — z,)U +G(1- x,)]. 
7.10 ШОО, >00, 0. 
7.11 证 明 ` 
| (CU - U,)QI|=<c|(1- z,) QI, 
icu - Ü, )Q|[<c[|KG - z,9l +{с(ї-т„)о11]. 
7.12 由 习题 7.11 推 导 
a-p,- x, QI], 
Ia- OO ol<e UKO- z.)Q| lea - r,l. 

7.13 BEN RN) 是 相应 收敛 于 1/% 的 本 征 值 的 U, (或 
0) WAL, WEN, P, a 给 出 8(N, №,) 及 
OCN, Na) HJ Jr. 

7.14 证 明 择 一 公式 

U-U,-(1-K)1(1- z,0(G4 KU,), 
7.15 EHA- a RER 
|n | 
S q(«U-U,Qiu7!9;, 9) | 
i=1 
| 
Kap, (Rep) ЖРМ GXN*-Q*X*). 
引 理 7.22 Жа ЄС°, і = 0, --,р-1, ШОЖ—– А ж 
于 两 个 变量 的 具有 连续 性 a 的 退化 核 。 
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А pip re et whe oi hye ie 


证 明 ”我 们 仅仅 需要 证 明 NCC” (RRN* CC’), 回顾 
(1 一 K)-!1M =N, HiM-PXCC? (GXEM*CC^'!), 对 
+f EM, RENE U-K)h= 的 解 且 h EC. O 
引 理 7.235 Фа, СС°, i= 0,,p-1, Й] 
(Т-Мм)7%(1- P) 
的 核 关 于 t 属于 类 G(c,p 一 2)。 
证 明 Hole (T-n) iC- Р) 的 核 。 对 于 和 中 的 任 总 
f, WR (T- 和 )U=(1I-P)f 是 等 价 于 = Gx 5x = (K + 
ÀK G)x+(1— P)f. 所 以 ， 对 于 XX 中 的 任意 Xx， 
u=(T-A,)7!(1- P)f 
=(T-—xX,) 1(1— P)(1- K — А, G)x 
= (1— P)Gx-G(1- О)х, 
我 们 推 证 对 于 和 X 中 的 任意 x 和 [0,1] 中 的 1t，v!1(t,s) 是 方程 


1 
J ul(t,s)[(1—- K —А„С)х](58)4$ 
0 


1 
= | асе, ota - acd: 
| 0 
的 解 。 把 上面 方程 改写 为 
(1-K*-2,G*)vi=(-Q*)ar. 
由 于 Q* 是 相应 于 本 征 值 问题 (1-К*)ф* = А Gp BRB, 
所 以 上 面 的 方程 有 唯一 的 解 。 注 意 到 1 阶 导 数 满足 v1‘?= 
(кф) О + X (G*ul +а — (Q*g,) (中 ,我 们 就 可 
以 利用 引 理 7.19 的 证 明 推 断 出 vi 属于 类 @(a,p- 2). Li 
定理 7.24 在 定理 7.20 的 假设 下 ， 当 充分 大 时 ， 对 于 
[[‹1—р)ф,„](1{)|, i = Оо, AH, 
与 
C1 — Pol. 
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分 别 具 有 与 定理 7.20 中 〈i) GD 相同 的 收敛 阶 . 
证 明 38459|387.23, 2С (А) = (Т-А) 101 
- P) BJ Bui BFR ®(0,р- 2), РЕ 


Г(1— Рур, I(t) = (Cy 1) Pp, 01) 
=((л„-1)0Ф„, v + (т. а 
~Q)%,,03), с 
| (a) Ж ОЖЕЊЕН о, H5]28 7.8, sik 
IKO- riol: 具有 阶 r+2。 应 用 定理 7.20 的 证 明 ， 推 出 


11-0) %, |, «ch'*?, 

(b) 配置 法 证 明 是 取 目 定理 7.16 的 证 明 ， 但 需要 
ICL-e@)epl 和 cp'+li， 这 可 从 习题 7.12 得 到 。 

在 定理 7.20 中 ，T-! 的 核 属于 类 ®(а+1, р- 2), Ж, 
由 于 ear + 1 的 假设 ， 我 们 有 min(a+1,r+1)=min(e,r+1》 
=r+1, БТ 3] 0, 和 wi 的 阶 是 相同 的 。 CC 

定理 7.25 ”在 定理 7.20 的 假设 下 ， 对 于 矩 法 (或 配置 法 ) 
有 | 和 A 一 入 ,| = OChz 0*2). (GERI *1*9^). 

iW] SQ. = Qin,。 我 们 利用 习题 7.15 求 得 


E CU -UDOH pi | 
i=] | 


=| E ca-z,€6G - KU,)Qij 9;, (1- K*)01) 
i71 
HER. -Kp € M*CC?^'1, S Pint = Qu, Pi ЄЛ, С 
P,a KTWi i= Pin- Pi. W v = 2 或 co， 
[m |], = Осу Q - О)ф: 1, ch'*!, 
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我 们 首先 讨论 ü-s.)G9;,2(--,)G(»; t 1.2. 利 
用 定理 7.10 的 证 明 及 命题 7.18 可 直接 得 到 结果 .对 于 配置 法 ， 
如 同 定理 7.16 的 证 明 所 作 的 那样 ， 利 用 上 ,ls。 志 ch t EN: „= 
Pin-~PVis Q i € [Р,,„, Gti. 直到 B+r+1 阶 的 导数 是 关于 
n 有 界 的 。 

这 时 (l1—2,)KU,9;,=(1-2%,)K(U,9;,-U9;) + (1 
~H,)KIQ;. 
I Pin: =U,9;, - Ор, =U,9,,+(U,-U)@; 

及 
U,—-U-(1-z,K)^!(1— z,)U 
可 证 对 于 VY = 25, pial ch", | 

对 于 投影 Xx*， 绪 论 很 快 地 得 到 ; BF x?， 如 前 那样 地 进 
f, TI lhin ch" tt & $;,7U,9;, Ug, U,gi, EN, 
,来 确定 Kbpiv 的 直到 8“ +r- 163 ER. Oo 

至 于 第 6 节 中 的 解 ， 可 以 利用 〈7.19) 的 积分 形式 得 到 证 
ВН AS TE SCR 1090. BIA (7.19) 是 一 个 广义 本 征 值 问题 ， 积 
分 本 征 值 问题 的 结果 是 不 能 以 直接 进行 的 方式 来 使 用 的 。 然 
而 ，. 我 们 将 要 看 到 、 不 难 置 问题 于 这 个 理论 可 以 应 用 的 形式 ， 

如 采 愿 意 直接 研究 单 本 征 值 问 题 ， 就 可 选取 使 

| ф=Аў, 0- AAR (7.20) 

为 抉择 积分 形式 来 研究 . 用 于 〈7.18) 的 投影 法 是 等 价 于 用 在 
(7.20) 的 Petrov 法 (习题 4.70)， 而 Petrov 法 又 等 价 于 关于 
Xa STX A л. = (Antl) 17X04 为 投影 的 Galerkin 法 。 容易 
His IH H 1— xs 表示 的 误差 界 ， 这 时 ， 面 临 的 问题 是 Xx ,与 x? 
两 者 之 间 的 关系 问题 ， 而 这 个 问题 是 容易 解决 的 ， 这 是 由 于 关 
T (7.20) 的 Petrov 法 与 关于 (7.19) 的 Galerkin 法 之 间 存 
在 着 密切 的 联系 . 
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习题 

7.16 利用 习题 4.710 BSA A- POS = (1/А,) (1 
P ) Ө „ЕВН Petrov 本 征 向 量 Ө 。 的 超收 敛 性 。 

7.17 证 明 0,-0,-9,- Pn. 

7.18 证 明 

(1- P)0 ,=NAG-XA)-ICI-P)C6- 0 ,) 
=ММА(1-А„А)71(1- Р)(1- z,)(0, — 
On). 

推导 出 0 ,超收 敛 的 一 个 直接 证 明 

7.19 ERA mw, =(1-K)(1-2,K)-12, em: 利用 命 
题 4.8 的 证 明 ). 

对 于 本 征 向 量 ， 习 题 7.17 的 恒等式 是 类 似 于 (7.17) X, 
的 。 至 于 本 征 值 ， 我 们 知道 入 ,具有 阶 


| m ! 
У ((1- zDAP1,0:,01) 
| isa ' 
其 中 6， (或 9*+) 属于 M (或 M*)。 为 了 达到 目的 ， 我 们 研究 
(1-х)АР 1). B2 ЭЩ 
АР! =СЇЁР(„)(1-К)]-1=С[(1-К)О(„у1`* 
-GQ(iui,1-K)'!. 


FE, НУ 7.19, л; = (1- К)(1- л,К)-іл,. FW. EH 
2] 887.14, 
(1- x:20G« (1- K)[(1- К) 1 (1- 2,K)712,]G 
=(1-K)(U-U,)=(1- х„)(С+ KU,), 


得 出 X- 入 ,具有 阶 
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Жи к= M i. oe rt PR - A YU T.-C IR ribns o9 ento т. 


> ((1-x,)XG+KU,)Q71 (1 - K5710;, 01) 
ief 
АФ (1— K071!0; 属于 N (习题 7.20)， 然 后 应 用 定理 
7.25。 
习题 
7.20 利用 Q@ =(1-—K)'1P(1- K) iEHj 0 CMA WÑ 
(1-K)!0C€ NER O*CM*#im® (1-K*)O*EN*, 
7.2 广义 微分 本 征 值 问题 
现在 我 们 考虑 至 多 p - 1 阶 的 第 二 微分 形式 9, 


[N(u)](t) = Sb, (pul (D, 
і=0 
及 广义 微分 本 征 值 问题 
T3 = A968). (7.21) 
(7.21) 5 (7.18) 之 闻 的 主要 差异 是 与 恒 同 算 子 1 比较 习 是 
不 可 逆 的 。 于是， 误差 公式 可 用 略微 不 同 的 方式 而 得 到 。 


(7.21) 等 价 于 
ф =G), (1-К)ф-= АФ, І: = ЯС (7.22) 
且 等 价 于 
E =(1-K)9, E = МАЕ, 
HENA = L(1— K)7!, (7.23) 


对 应 于 (7.21). (7.22) Ж (7.23) 的 谱 投 影 分别 记 为 了 、 
Q@“ 和 R。 下 面 的 关系 是 成 立 的 : 
Q'-G^!P'G, R=(1-K)Q'(1-K)-1=TP/'T-1, 
最 后 ， 相 应 于 不 变 子 空间 及 六 ,， 给 出 定义 : 
V:-(1-K)!L 及 V,:-(1u0—-z,K) !z,L. 
习题 
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7.21 34 =GP, Æ 
XnL T. — А, Ip, ] = 0, wn Gly, 
的 解 ， 证 明 p =AVY ROn = А.У, Pe 


7.22 证 明 
V-V,-(1-K)^!(1- x,)(LTt KV,) 


—-(1—-z,K) !(1— 1,)V. 
引 理 7.26 ”下面 的 误差 公式 成 了 
(1- P’)y, = (T-4,907!(1- R)(x,— 1) Das 


其 中 中。= Кф, A фа. 
证 明 
(1- P'y,-GXI-9^09,, 
(1-Q)09, = Ml K) IL-1) MU - 
-Q'A -KY 'L-10)9, 
-[A,L-(1-K0] 1(1-K)|(1-Q” )(1-K) 1 | 
х ГА, Фф, – (1- КУФ, 
-(20-KY!QQLO-K)1-1)71-RYX(9, - 
- 9), 
与 (4,91A4-1) 3 (1- К) = А5 (ЯА, 1/2,0, FE SC, x 
NAŽPFI/A EA А, 的 约 化 预 解 式 。 形 式 地 写 出 
GOK) (А, ХА ~1)7! = [Ag (NEC ~ 
К)71-1)01- KGI! 
-(A,30—- T)'!, 
并 且 得 出 | 
(1- PO, = (T - A98.) 1(0 - RG Pa) 
-QT-AQSUCHO- R)XXz,—- 1) 9, 
其 中 (CT -和 Xi) 1 (1- RO A,AS CIA, 1/А,) 通过 预 解 式 
SC, +.) 明确 地 定义 为 4 的 积 。 世 | 


rr .. 
oi em cimi annm = “ - " u 


习题 
7.23 WUE: "= 不， 引 理 7,.26 的 公式 给 出 引 理 7.21 的 
公式 。 
为 了 最 终 得 到 (1- PO. А-А, И, ТЕЗЕ, 
Q'. (T-z%) 1 (其 中 z 使 得 (T-2zN)1EC LX) 以 及 
CT -An DiC- R) 的 核 的 性 质 。 | 
引 理 7.27 Gai, b, ECC’, i-20,-,p-1, W 
Ci) (T-z90 ! 有 一 个 核 关 于 t+ 属 于 类 G(xt+1,，p- 
2), 
(ii) 工 有 一 个 核 关 于 t 属于 类 Gea, - 1), 
(iii) RMO’ 有 一 个 关于 两 个 变量 ， 具 有 连续 性 e 的 B 
化 核 ， 
Civ) (T-4,9071(1— R) 有 一 个 核 关 于 上 属于 类 Ge, 
p-2). 
证 明 Gi) (T-z90u- *u-z9tu-zu(? — zf ila; – 
zh, ul), P, (T-2 90 18997538] BB 7.19 给 出 T-! 的 核 
是 同类 的 。 
Gi) LÉJIZÆ Eob: (t)d'g(t,s)/ot’. 
(111) 我 们 首先 讨论 相应 于 SiA 的 谱 投影 R。 对 任意 整数 
q 之 1， 设 空间 (9) 定义 为 
Х'Ф):={]ЄС171(0,1); 
CRIMES. ]'®ЄХ} 
Ж ХГ? С. 
M Tq <a, Ad X(0) —. X ta) й р. 对 于 4 <a, 
NA:K (9) —XG*U0, 所 以 ЛА 的 任意 不 变 函 数 5， 亦 即 
(йА-)"&= 0 的 解 ， 属 于 C”。 现 在，V 的 不 变 函 数 9 是 使 
得 Pp = (1- К) -1E， 这 就 证 明了 9 EC | 
Gv) Bu? (Т-А, %)7!(1-Е) 的 核 。 对 X 中 的 任意 
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一 个 了， 方程 (T-a,N)u=(1-R)f &{Ри=Сх, H 
x =(К+Мм1)х+(А-ЕЮ)} 
因此 ， 如 果 证 明了 w = (1- Pu, ЖА 
u=(T~A,N)-401-R)(1-K—-A,L)x 
= (1— P')Gx-G(1- О’), 
{BA(1-R)=(1- PA, Bird 
u=A(1-R)(1-A, NA) 1 (1— R)f 
=(1— P')A(1- А, %A) ! (1— RDf. 
于 是 对 中 的 任意 x 及 [0,1] 中 的 任意 + ， 我 们 得 到 


1 
| u2(t,s)[(1— K— A.L )xJ]J(s)ds 
0 


1 
- | g(t,s)[(1-Q’)~](s)ds, 
0 


或 
(1- K*- A ,L* )? = (3- Q'*0gi. 

根据 GD 和 《iii)， 如 同 定理 7.23 所 作 的 证 明 ， 即 可 得 到 结 
i£. O | 

XRT, 4a; b; C C^, а>ғ+1, i= О, , p-1, HJ 
以 直接 地 证 明 : 

Ci) 定理 7.24 中 给 出 的 关于 [(1 -Ppap a- 
Р ) pn || SAY E, 

(11) 定理 7.25 中 给 出 的 关于 入 - 入 ,的 收敛 的 阶 . 
7.3 文献 注释 

de Boor 和 Swartz (1973, 1980,1981 a, b) Xj Gauss 点 
的 配置 法 及 Lobatto 点 的 配置 法 (1981b) 作 过 详尽 的 研究 。 关 
于 微分 方程 的 其 它 投 影 方 法 的 超收 敛 结果 ， 在 Locker 和 
Prenter (1983) 中 有 最 小 二 乘法 , 在 Douglas 和 Dupont (1973, 
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gu eu re eng 


1974) 中 有 关于 有 限 元 法 (RR Dj Hemker, 1975; Ahués 
和 Telias，1982a) , | 


В. ZJETE ENKI AH 


FEIL— 4r B. SUDO EA ETO ERIM a ЗЕ. 
首先 ， 研 究 积分 算 子 的 情形 。 


8. 工 是 积分 算 子 

rr AT T ÉB ET, 的 本 征 元 Aa. Ф, ЖКН 
个 满 扫 阵 的 本 征 值 问题 ， 这 可 能 要 多 耗费 机 时 与 存 贮 。 在 某 种 
条 件 下 ， 当 利用 外 推 或 近代 加 细 技 巧 ， 以 相当 小 的 附加 工作 ， 
就 可 改善 An On 的 精度 。 如 果 要 求 的 精度 需要 利用 怎 阵 ， 而 
矩阵 对 于 可 用 的 计算 机 的 容量 又 太 大 ， 这 些 方法 就 显得 特别 适 
Н. 
8.1 外 推 

Baker (1971) 指出 在 定理 4.13 的 假设 下 , 当 工 由 Nyst6m 
ЖЕЗЛ, FRANCA} СФ) (ON XE Nyström) 能 被 外 推 . 
当 核 足够 光滑 时 ， 这 个 技巧 易于 实现 并 且 给 出 非常 好 的 结果 
(Redont, 1979b) 。 当 核 不 光滑 上 时， 尚未 从 理论 上 建立 起 这 
一 方法 。 | f 

外 推 方法 的 研究 已 超出 本 书 的 范围 ， 我 们 仅 向 读者 提供 一 
些 有 关 的 参考 文献 (Baker, 1971, 1977, Bulirsch 和 Stoer， 
1966; Lin Qun 和 Liu Jiaquan, 1980; Stetter, 1978) , 
8.2 і Karta, 一 个 计算 格式 
在 整个 这 一 节 中 ， 假 定 本 征 值 是 单 的 。 假 设 工 是 紧 的 ， 或 
用 投影 或 用 近似 求 积 来 逼近 了 T， 这 就 引出 一 致 收敛 或 集体 紧 收 
化 。 所以， 在 第 五 章 中 由 公式 (5.16) 定义 的 序列 ， 对 充分 大 
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的 固定 的 到 是 收敛 的 . | | 
公式 (5.16) 的 计算 可 行 性 是 以 下 面 为 基础 的 。 

(1) XT x PACH f 2 车 TI 不 能 按 封闭 形式 计 Я, 
WMT ATu ЖЖ, Ж Тү AKT, SRR Сел 
6.4238) . 

(2) 由 第 四 章 第 6.1 节 定理 4.3 及 推论 4.4 给 出 的 推论 ， 
Ta, PoS Ema. SO. RS Vo. 

于 是 ， 问 题 简化 为 《比方 说 ) 在 nn 维 子 空间 X, 中 方程 Fr 
列 的 解 。 设 在 XX; 中 给 定 一 个 基 (及 Xs 的 一 个 伴随 基 ) . 7. 
HEA ER, IEn x nese. ТЕТ „Н 
Али» = Аһ 
E —— 
(АЯ — X Du, = 0, viu, = 1, 
于 是 ,， 谱 投影 响 。, 表 示 为 矩阵 P, = ku。 和 迭代 格式 是 基于 方程 
序列 
(As ~ Nl)Es = (1- Pb. uE = 0, k> 1, 
(7.24) 
在 Cr 中 的 分 解 ， 其 中 bs 古 已 知 的 ， 

(7.24) BARRON NPRM 1+ PABA. EC 
Ж-Е, =S. Ad- P, ,)b,; S, ЕЕЕ F, BRS, 的 
Ж. 

ийе (7.24) ， 人 人们 可 以 做 (n 二 1)x n bye РЕВ 35 
Gauss 主 元 素 分 解 ， 并 相应 计算 右 端 。 然 后 ， 去 挥 等 于 零 的 而 
得 到 n 个 方程 n 个 未 知 数 的 正则 方程 组 ( 见 Kulkarni 和 Limaye， 
1982) , 


习题 
7.24 验证 公式 (5.16) 的 所 有 计算 步骤 并 不 要求 已 n 
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* 


95. 
7.25 JRA (7.24) 的 条 件 依赖 于 |S。l: 和 lu ， 其 中 
J| * |, J C "中 的 欧 几 里 得 范 数 ,，: 
8.3 投影 法 的 特殊 情形 

人 们 可 以 把 和 迭代 工 , 选 为 Ti， TSK TI, HERZ 存在 
着 特殊 的 联系 . 在 第 六 章 中 ， 我 们 已 经 看 到 


Ма = №96 = AIG (习题 5.52) 
4? = МІР (91286.17), 
= 入 25 (习题 6.27) ， 
ф%$=ф1б, 
用 归纳 法 可 证 
ABP = AKS, g*S-(I/A,)TQ*P k zl. 
这 留 给 读者 来 完成 . 


1818195 9, TA T* 引 出 了 相同 的 迭代 本 征 值 。 
8.4 ЖА ж 
如 推论 5.36 PHE, АСФ) НА ЊУ q CHa’) 


的 几何 级 数 所 控制 . 在 IT- T. 0 GET, т) 的 假设 
下 ， 能 够 证 明 更 特殊 的 结果 (DLRedont, 1979a, Kulkarni 和 
Limaye, 1983a, b) 。 集 体 紧 收敛 的 情形 是 很 有 趣 的 ， 因 为 
对 于 任意 的 有 界 Я ТОКУ, |(T-T,)UCT-T,)Vll-0, 
人 们 可 以 证 明 “ 交 错 的 ”或 “锯齿 状 的 ”上 收 钙 也 就 受到 公 比 为 
а (或 9’)〉 的 几何 级 数 的 全 面 控制 。 例 7.3 给 出 的 数值 试验 ， 
由 开始 的 几 步 迭代 就 非常 清楚 地 显示 了 这 种 现象 。 

例 7.3 我 们 转述 Redont (1979a) 给 出 的 一 些 数 值 试验 ， 
ТЕХ =C(0，1) 中， 考虑 由 以 下 四 种 核定 义 的 积分 算 T: 

ki1 和 ks 如 第 六 章 第 4.4 节 所 定义 的 ， 
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k, s, 0-1 | 
101-5), 3⁄4 4 <s, 


ls -tl 当 s < t, 
kalS, t) = 
2is-tl; Mis. 


kis kkk; P s 与 上 是 对 称 的 ; k EWR, kí. ka. kA 
不 连续 的 一 阶 导 数 。 
相应 于 ki 与 kz 的 本 征 值 已 在 第 六 章 第 4.4 节 中 给 出 。 由 Ks 
和 k, 定 义 的 积分 算 子 的 第 一 和 第 三 的 主 本 征 值 ， 对 于 kk; 为 
Ay = 1/22? = 0.101321, 
àa = 1/9x2 = 0.001257. 
对 于 Ks 为 
Ai = 0.360319, 
№з = — 0.100387. 
BEAT 为 T* 与 Te， 其 中 投影 与 求 积 公式 已 在 第 六 章 第 4.4 


cc 
节 中 给 出 其 定义 。 我 们 回 ITE- Tle 0 & Ti——T. 4T 
eliTz- Trl 0. 
结果 列 在 表 7.5、 表 7.6 及 表 7.7 中 ， 其 中 

«= A~, В = АА-А, 

v —]ó-9*l;, =l- ф"|1,/1Ф- ф*-:1,. 
HEAT, TERP Р, 207.5 3387.6 及 图 7.2 清 
ЖАНН Y 5% A 和 92 的 几何 收敛 性 。 

"pT,— T, RAN 与 9* 的 第 一 项 的 交错 收敛 在 表 7.7 
与 图 7.3 中 显现 出 来 。 人 们 可 以 注意 到 各 步 的 斜 度 减 少 了 。 而 
H, Ж-КА Фф! 改善 了 p,， 而 第 一 个 和 迭代 本 征 fü 
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Te CT 


S 7.5 


T 185335 4X 
k 
k(s,t) v i 0 1 2 
К; 6 1 |х| 2.0х10-° 8.0x10* 1.2х10 19 
一 4.0x 1075 1.5x1073 
8 |x| 6.4x1076 2.2x10'8 9.4x1071! 
一 3.4x 107? 4.3X10 3 
10 1 |x| 6.0x10-4 1.0x10 5 4.6x107?? 
B 一 1.7x 107? 4.6x10-4 
8 |x| 3.3x1077 3.1x10^!? 7.5x 10714 
一 0.9x 107? 4.6х 1074 
16 1 [x| 2.2x1074 1.4x107? 2.2x10 !? 
| — 6.4x<10 + 1.6х1074 
З |x} 3.6x1077 1.0x10 1 1.6x 10714 
一 2.8x107? 1.6x1073 
k, 6 1 |x| 3.0x10?? 2.0x10'* 1.5x10'* 
B 一 6.7x107? 0.75 
10 1 (|x| 9.6х107* 5.0x107> 3.5x1075 
一 5.2x10-2 0.7 
16 1 |x| 3.5x10'* 2.0х107° 8.2х10% 
一 5.7X107? 4.1х107! 


入 ! 却 不 能 改善 人 ，。 

在 所 有 的 情形 中 ， 由 于 方程 0.20 的 条 件 ， 当 本 征 值 的 
秩 增加 时 ， 改 善 的 速率 减 慢 了 .对 于 适当 BJ n, J Ans Ф, Ж 
代 加 细 而 得 到 的 入 、9 的 逼近 与 X,、9 ,的 逼近 有 相同 的 精度 ， 
对 于 几 个 主 本 征 元 可 以 得 到 10~20 的 节 时 因子 ， 

RRM 与 9* ИКЕ, Ти КЮ ЕТ, СЖЖ. 
章 定理 5.35 得 到 证 明 . 我 们 在 例 7.4 中 研究 这 个 条 件 的 影响 。 
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Ж 7.6 
TN SX 


(з. 1) ' i 0 | | 2 3. 


|x 13x 1075 46 x 1073 312x107! 44 x 107: 
B 3.5 x 10^* 8 x 107? L2 x 107? 
y 
ó 


81x 105  16zx1]1077 112x107" 83x 107 
20 x 107° 0.75 x10? 69 х 107? 


3 ET 2 x 107? 1.1 x 1077 30 x 10^? 38 x 10'!! 
В 1.8 x 107° 27 x 107? L3 x 107? 
y 25x10? 23141x10* 42x 107" 3.7 x 1079 
ó t.2 x 107? 1.4 x 107? 09 x 107? 


Pry 


图 7.2 
м т, — T| O RAJLAS. THAR, ХШ 


TS 是 由 ki 定义 的 TT 的 Nystrom 3831, (a ) 主 本 征 值 
A, ASRS, Cb) A. WARRENA. 
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cor muka or aae P сласт TNI OR DUREE SS Us ce p TUS oc m d SP. ce рың. aues Alum ce Lm MES Teo umea et HWE Ie n sms о te 


ч 


tc0 

.$-01 X 9'[— 
2-01 x ç'I 
101 x 97 
870 

01-01 х 9'¿— 


9C10 
.-0[ X eI 
7-00 x ptc 
"ui x pc— 

610 
{-0їЇ X 96 
z-0OI * CX 
9-0OL x CL 

44 
6-0 X LT 


or-Ol х6 


8:0 
6-01 x T7Z 一 
т-01 x 9'£ 
1-01 x 8$ 
sro 
9-01 XTZ 
z-0LI х €8 
1-01 x 0$ 
9Р0 
9-0} x OF 
с-0Е X 68 
6-01 х 69 
6Р0 
-OF X CI 


8€ 0 


-OLX £c 


7-01 x 9'ç 
5-01 x 95 


0Р0 · 
;-0L X 9| 


c- OE X 01 
s-0 x 9'[— 


%t0 


ө-01 x 09 


7-01 x OZ 

9-0i x 《也 一 
6£ 0 

-OL X 8'L 


ce- Of X CC 
-Ol x SZ- 


z=Ql X Dv 
»-Ol x 6$ 
€60 
¢-OI х si 
:-01 X CI 
;-QE x gv 
[ 
c-0L x 91 
-Of x SZ 
‚-01 X LT 
CI 
,-0[ x [一 
с-01 x 8C 
9-01 X 07 
Сі 
OLX 【一 


— 


r-O[ x pi 


| 


te-0F X 9'[ — 


ç - OI x st 
є-0[ x 9 一 
c - Of x 89 
5-01 x [6 > 


АКА 
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m s ы 


Te TR p SECUN w n. cq param AHR б d cA ET eee: 


1ogio А-А | log io li $ - OTN, 


' 
£ 


{ 


оре Уе ш h 


Гӯ) 


р 7.3 


MOT. — TRE “SESE” We Oe. TY 的 ph dA, ЖШ 
T^ ЖЕ КАЕ УН) T H)Nystóm JRXr. (a ) 主 本 征 值 的 
ZR, COO SAYA EBS. 


7.4 我 们 讨论 位 势 为 gr C*, —2< s <0, g<0 

Kj Schrödinger 算 子 的 数值 谱 . 由 Dumont 一 Lepage 和 等 (1980) 

的 方法 ， 并 运用 变量 分 离 法 及 两 种 积分 变换 (Fourier 一 Fock)， 
得 到 ?2 中 的 本 征 值 问题 

(1 -АТ)ф= 0, 09Cl*, 

算 子 工 依赖 于 参数 与 1 ， 非 负 整 数 1 为 角 动 量 。 EV HR 

Heil F, 工 表示 无 穷 矩 阵 4 。A 和 的 系数 不 计 常 数 因子 外 等 于 

api (DID ui 


а; .(s,1) = = 


《27 十 1 一 S)v-1 (5+1); (s+1)i-o 
<> ( (G—1)! “Gro (ј-0)1 ) 


Ж (а), : = P (Ca + n) / Гг Ca) (Pochhammer 符 号 ) , 
i, j€N. 
对 于 -2<s<0， 算 子 工 是 紧 的 与 自 伴 的 ， 而 对 于 s = 
463 


rh te a а nepa o 
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logig IÀ - A* d 


TE À "| 


3 4 5 6 8 
£-—-3.1.5 6 7 8 9 оз! 


图 7.4 
和 的 收敛 性 。 (а) n =15, s = -0.5, 
n =30, s =-0.05, (с) n=30, s = - 0.01. 


9 


10 11 12 13 14 dS 18 25 a 


(b) 


OY UT ү e k 


- 2 或 s = 0，T 不 再 是 紧 的 。 

我 们 转述 Kulkarni 和 Limaye (1982) 中 给 出 的 一 些 数 值 
的 例 .TT 是 用 定义 于 {ei;}1 张 成 的 子 空间 上 的 上 一 Galerkin 法 来 
iR T. 

图 7.4 ER T EP I EA ELS TUB Е, HAS, 
Tx 是 用 阶 数 为 100 的 截断 矩阵 且 1 取 为 零 而 赋值 的 . 对 于 s = 
-0.5, 13] n =15 的 收敛 性 是 好 的 。 而 对 于 s = -0.05 55 
= 一 0.01， 得 到 n = 30 的 收敛 性 是 不 能 令 人 满意 的 。 当 紧 算 子 
T 太 接近 于 非 紧 算 子 时 ，n = 30 是 太 沾 了 ， 

8.5 文献 注释 

不 同 的 作者 提出 了 改善 积分 算 子 的 本 征 元 的 值 : Chu 和 
Spence (1981), Linz(1970, 1972), Rakotch(1975, 1978), 
Spence (1978, 1979a) , Atkinson (1973, 1976a) ё DF 5, 
解 的 迭代 加 细 。 

有 关 本 征 值 问题 ， 提 出 了 许多 建立 在 亏损 校正 基础 上 的 其 
wije (Ahués@Chatelin, 1983, Ahués2£2, 19833) 。 对 于 
第 二 类 积分 方程 的 多 重 网 格 法 ， 读 者 可 参阅 Hackbusch (1981) 
及 Hemker 和 Schippers (1981) . 


9. T 是 微分 算 子 


对 于 投影 方法 ,我们 借助 适用 于 使 积分 形式 的 公式 (5.24)， 

可 以 定义 迭代 加 细 。 考 虑 第 四 章 第 8 节 中 所 引入 的 椭圆 型 偏 微 
分 方程 (4.41) 、 设 了 是 与 定义 在 Vx V 上 的 有 界 强 制 形式 
а 《。，*) 相 应 的 微分 算 子 。 本 征 值 问题 

T¥=AM, 0= EV, 
是 等 价 于 

$-241A$, А = T !, 440. 
且 设 入 关 0 是 单 的 。 
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oras S IH ee ee РЧ dame Ade ea ms w. Awam M az . 
FE E Ы perches dt —— p — 
ia 


设 Y。 是 Y 的 子 空间 ， 儿 的 有 限 元 逼近 定义 为 
ab... v) = An (s, U)H 对 所 有 v C V,. 
Ыл. REAR (OBRA VAH R ng 


是 紧 的 ) А 于 是 ， |( ла ~ 1)А |н» 0. 4 P, = (°, $5) нф» 


是 相应 于 1/ 和 ,的 TsA HBR. 
序列 {2*} 与 {wu*} 定 义 为 
Во = №, Bht1-—1/C(Auh, pry, 大 过 0， 
U’ =a, Р.и" =], 4 -p^*lAu, ut -u sr, k>0, 
Jeri r" E a 
(АЗА – 1) = Am; AQUI  - u 0, Pari’ = 0, 


的 唯一 解 ， 根 据 习 题 5.38、 至 少 是 按照 公 比 为 (1 x5) Alls 
的 几何 级 数 收 敛 于 入 、 罗 (由 Ps 如 = ps 而 正规 化 的 ) 。 为 了 得 
ajut jut, HAREA? 
Ay vt: = Aut, v* 是 
То" -u* 
或 
а(о*, 0) = (u^, v), 对 所 有 Vv EV,， (7.25) 
BE. HUS QUI, фона =u, rA 
a(r*, v) - Ar^, он А.и, он 对 所 有 vev,, 
Par’ = 0. (7.26) 
在 Y, 中 的 唯一 解 。 在 积分 算 子 T 的 情形 下 所 要 求 的 赋值 Tuw , 
此 处 是 代 之 以 求解 微分 方程 (07.25) 。 可 以 用 具有 高 次 元 的 有 
限 元 方法 得 到 刀 的 一 个 逼近 。 
类 似 于 公式 (5.24) ， 上 面 的 公式 要 求 关 于 P,， 即 关于 
yr 和 人 的 知识 。 这 并 不 是 必要 的 ， 而 可 以 在 {W,} 上 使 用 H 一 - 正 
ERB (参见 下 面 的 习题 7.26) 。 


eb iom comes c0 SP :a dpa 


3m 
7.26 对 于 问题 = 入 AY%， 证 明 以 下 类 似 于 习题 5.38 的 描 
述 ， 其 中 必 Su 是 
Во = An, Ш *1-1/CAu^, ф.)нә 
u? =n, (u^, №.)н=1, Ç -u**1Au , цка р +r’, 
县 有 Aa 
(A, TSA— Ir? = 入 T2A(C — u ), (rt, bn = 0 
的 解 . u^ (Rut) ЭТА (RRO, ф„)н = 1 而 正规 化 的 
2). ЖЖЖЖ TFA B 
|) A| tu^ — ó lascia- 7:2Alà8*, kz i. 
$7.5 FEBER BUS AM o'rBiDirichlet 本 征 值 问 题 
- A$ = Ар ТЕО 内 


Ú = 0 ждо 上 
H=L2(Q), V=Hj(Q), Наби, 0) = (YVYu,Vu)a, (7.27) 
的 变 分 形式 为 ald, v) = AG, va, VvCV., 
HA. VENDA. А. y. E BZ Ж Ez #k FE 
ATH. ARE AWD. AAR. 
А-А +] №. аА dally = Oh’), 
HRY, v. 是 按照 |р, a=). Ya = 1 而 正规 化 的 。 
对 于 KK 之 0， xS FU d GR AUT; 
(1) #@ Dirichlet 方程 
– Ду = u“ 在 日 内 ， 
uk = 0 Жоо E. 
(2) 计算 4* *1 = 1/(0*, фун и = ив, 
(3) 在 逐 段 线性 有 限 元 的 集合 V, 中 解 方程 
а(т*, v) -AG^, v)u- (i^ u ‚юн 对 所 有 v CV,, 


(7.27) 


(7.28) 
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(r^, yr)n = 0, 
(4) Ў ut tt suh rh 
给 读者 证 明 
и-и [а c (02) 1, kei, 
(7.28) КЈУ" BB AR Е ИГУ Boo UA. Be 二 次 元 ) 来 
iit, Lin Qun 和 Xie Ganquan 已 用 数值 试验 过 ， 现 予 转 述 
(Lin Qun, 1980) . 


设 Q 是 下? 内 的 正方 形 (0，1) x (0，1)， 有 具有 图 7.5 所 示 的 
= r. HA (7.27) 的 最 小 本 征 什 2x?; 
À = 19.739, А, = 22.865, na V bn «Ун. — 19.817. 
($,, Y WH 
其 中 少 , 是 
~ Аф. = А.ў, › Жор, 
Y a= 0 , #oQ E, 
的 解 。 且 入 ,是 基于 少 。 的 Rayleigh 商 。 相 对 误差 分 别 为 0.16 与 
4 x 10-3。 这 是 上 面 提 到 的 格式 的 一 种 变形 。 可 以 证 明 
la -Al = о) 及 |р 9.lr- O(h2), 


图 7.5 (0，1) x (0, DEZE 4} 
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文献 注释 

对 于 污 有 限 元 法 相 联 系 的 非 线性 本 征 值 问题 的 一 种 迭代 加 
细 方 法 ， 是 由 Lin Qun (19813) 提出 的 。Ghemires (1979) 
讨论 了 有 限 差 分 法 (也 可 参阅 McCormick,， 1981; Nakamura, 
1976)。 用 于 非 线 性 微分 方程 的 加 细 技 巧 ， 读 者 可 参阅 Brandt 
(1977), Hackbusch (1980b), Lin Qun (1982a), Muroya. 
1979) “jStetter(1978); 也 可 参阅 Oliveira Aleixo(1980). 
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"m Ж 
EB omoi i 


在 计算 算 子 T SARTRE Н, mO AS ki E: E X rh 
或 和 的 子 空间 X, 中 定义 的 ， 它 可 以 在 一 个 与 X 不 同 的 空间 中 定 
义 。 微 分 方程 的 有 限 差分 法 就 是 一 个 很 好 的 例子 ， 在 那里 逼近 
是 在 某 个 C" 中 定义 的 。 BARUCH MA BABA Y XE 
展 ， 因 为 它 对 差分 方法 的 研究 是 最 自然 的 。 我 们 在 下 BAW 
Stummel (1970, 1972) 与 Vainikko (1974, 19788) 的 公理 
化 描述 的 一 个 浏览 。 


1. Banach? ig BRB 


х Уа, (пе N) Banach 2 [и], лур 83561 15] - lbs. 
记号 ”在 下 文中 ， 拉 丁字 母 x y, ЖХ ИЛЖ, m 
ЕВА, п, + RRA WTR. 
PANE 8 Sit AE Sor, SARS 
j£, —1.].7 0, ҷи оо, 
ж хжта{Е{(&„)——{т.}. 
£: = П ема, -——®Ж ЖН ЖЕН — TRNA 系 ， 并 把 
等 价 的 有 界 序列 的 商 空 间 记 作 2 . 
定义 ”空间 序列 {S。jN 离 散 地 逼近 空间 和 ， 当 且 仅 当 存 在 
хех K {rj EPX 
SW и сову, |12,1, 11. 
ОЛАРЫ. | wy， 定义 为 
Klg,- int вр, Ceo. 
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因为 对 所 有 x € X, Ix] = xj 所 以 ,如 上 定义 的 映射 更 是 
X #J2/ PRS RH. 
在 每 一 个 等 价 类 Dx 中 选 出 一 个 序列 {r, (x)}n， 我 们 得 到 
以 下 等 价 的 定义 ，{ 统 ,}N 离 散 地 逼近 久 ， 当 和 且 仅 当 存 在 《可 能 
地 ) 非 线 性 映射 fr, хо, NON, HB 
Cio РЕЖ Кх ЄХ, цп ооо, |е, (х) 1, 
КЛР | 
(ii) 对 于 任意 的 x，> EX 及 CE，8EC， 
|r,Cax+By)-ar,(x)— Вг, (у) ||,» 0, 
r* 称 为 限制 算 子 。 由 映射 于 定义 的 算 子 r, 不 是 唯一 的 .。 Hire} 
与 1rs} 是 对 应 于 更 的 两 组 限制 算 子 ， 则 对 任 一 xx € X, ци» 


cotra GO — 78%) 1, 0 。r 不 必 线 性 ， 仅 仅 渐 近 于 线性 ， 
即 满足 Gi. 

车 rs 区 (XX, 统 ,)， 则 r, 是 一 臻 有 界 的 。 但是， 即使 存在 
一 个 线性 的 r,， 正 如 我 们 将 在 例 A.2 中 所 看 到 的 ， 未 必 是 最 易 
于 利用 的 一 个 。 

例 A.1 оК" 中 的 有 界 域 ,X = C(Q). 并 设 Q .是 在 
ОРДЕ ARCUP. (1 ons, tet SWRA, BAER г C 
Q #| Q ,的 距离 趋向 于 0( 当 1 一 co)。 我 们 乍 义 光 。= CN, 
Мов хӯ lla. TE 

г„°хЄХюөт,х=(х(1{")),++,х(11),))7. 
rn 是 在 发 上 线性 以及 对 于 所 有 连续 的 x rax 1511. 

例 A.2 在 实践 中 ,常常 存在 着 与 离散 化 方法 内 在 联系 的 
十 分 “自然 的 >” 限制 ， 它 在 稠密 于 X 的 子 空 间 X“” 上 线性 ， 并 
AEP RFE eK EX’, mulr.Golsixl. ARRAS, 
它 是 X 到 多 中 的 等 距 上 映射 而且 能 够 唯一 地 延 拓 到 X 到 乡 中 的 . 


471 


SSR PRN. Ai, SEPA PR r, ИКТЕ X EARE. 
我 们 以 = 工 *( 9 ) 给 出 一 个 例子 。 正 如 我 们 在 例 A.1 所 见 
到 的 ， 自 然 限 制 r, 作 为 象 近似 求 积 或 有 限 差分 那样 的 离散 化 方 
法 来 考虑 ， 它 是 一 个 算 子 ， 把 连续 函数 喘 到 这 个 连续 函数 在 网 
格 点 取 值 的 回 量 . 但是, r, 作 为 L?*(2 ) 中 的 算 子 不 是 有 界 的 . 
我 们 考虑 ж„= IN), Raw Phe LAYER 1-1, 


N (n) 1 
WEallat= ( È will? )%, 
它 对 于 所 有 的 连续 函数 x ， 与 收敛 于 | z( dt 的 求 积 公式 


EIU WiCU ) 相 联系 。 所 以 ,对 于 x Ec(Q)， 
Iraola 1х1, Е F 25 Ax B: C (Q). 

正如 已 经 指出 的 ， 对 于 x EX’, г, (х) HARBOR 
定义 ， 而 对 于 纪 也 对 应 一 个 限制 res、，rs 在 X 上 是 线性 的 。 设 
(oi) Jr UP REO ISSEAE HS, t1? Col. 于 是， 

d e 
meas g(?? 
可 以 证 明 : 对 x CL?(CO)D, л), xh, U EX x ЄХ”, 
Йг„(х)—-тх\„—>»> 0, BB, rreri НАР X HHA, 
nj Н. 


riixe(rix),; = | го хаз, i=1,.…,N(n). 


r ELIX, Æa). 


对 于 x EX’, {3н} Д4 г, (х): = рах. 

例 A.3 Æ Aubin (1972, P.5) 中 ， 一 个 略为 不 同 的 观点 
是 不 仅 给 出 线性 限制 算 子 r, С Сх, а, ЈУН, Н 
线性 拓展 算 子 p; Ln, X). DEAZ BX BAF RB) x, 
AHO ORY. р, jr. HH HE 
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Dp r x >x, x € X. 
相 联 结 ， 
作为 一 个 例子 ， 我 们 选取 X = Cla, b) (参阅 第 三 章 例 
3.1). PIa, blan- 14K, AA, i1, sun 


t{ =a, tí" =b. Ж, = С "АРД ЖҮН. EX 
rar хх tl), «Cth 2,7, x(t? ))T, 
O Pail ALO Eira OOA A Er REE. 


PUR max, .,,....  - lti ТЕЕ 0 ， 则 对 关中 的 所 有 xX， 
Darax9 X. р, 是 从 5 "到 逐 段 线性 连续 函数 的 子 空间 X, [ЇР] 
构 映 射 。 

例 A.4 在 例 A.3 中 有 性 质 r,p,=1,， 其 中 1。, hor, EW 
EIRP. л, =ps7, 是 从 XX 到 XX, = ps 红 , 上 的 投影 ， 使 得 
Хт, > i BAERT. HZA, EAREN, FZX, 
也 是 有 上限 维 的 ， 这 就 对 应 于 第 三 章 中 所 给 出 的 离散 逼近 论 的 特 
У HERR 


2. ART RB MIE 
序列 {Es}N (ё„Є Ж ORROA (REN d — WS) Tx 


CX, BUS noon, frx- Ela 0, BEE Ox. JF 
A Enty (ë, € 26,0 ERR RW CSA 4 一 相对 紧 〉、 
МАХА TOO (Š, s as AA da OOF y 
{En IN zeny. 

W T R: X PH MARES, Жж SKD C X. 为 了 简单 起 
№, Re ВНТ X wJ T Sa. (n CN) 是 有 限 维 的 ， 
W JU 3 s; JB еШ H SRI ЈЕ. J, EMS, AE PI P BJ ЖШ 
QT, HBoEX &&@„сжЖ,„, RIBE, WS n, DSD, 
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APT (GZ, ТЕХ (RH) 上 有 界 ， 则 D = X(Bk P, = X,). 
现在 ， 我 们 定义 1 人 2 ,jN 趋 网 于 工 的 各 种 类 型 的 收 敏 性 ， 它 
们 是 : 


离散 逐 点 收 敏 ,一 > T， 当 目 仅 当 对 DD 中 所 有 的 x， 


lr. Tx— S. rg. 0, w П — co, 
BED EET. RT, MBDUM 


d-h 
(i) F.T, 
(11) AN: fJ > N, СФ, 125 sM. 


对 于 工 是 紧 的 ， 离 散 紧 收 A „>т, MAY 


(i) 7,—>T, 
(ii) Е ЕЕ, CH, H. I5, |, CREATUS hN» 


BRIE MURS, —> T， 当 且 仅 当 


(i) > „Эт 
(ii) иат (5, T R'BÉ.CA,, lEn („= c ° 


且 该 序列 使 得 对 于 n CN,CN, 9,5,7, WX 4 F 30 B 


5, BRF n CN.CN,, En >x ED, Н Тх= У. 

在 第 三 章 中 下 入 关于 类 ЭЕТ T, 的 各 种 类 型 收敛 性 ， 
显然 是 上 面 定 义 的 特殊 情形 。 命 题 3.20 与 定理 5.29 所 给 出 的 两 
个 基本 特性 ， 能 够 在 本 附录 的 更 一 般 框 架 下 ， 容 易 地 得 到 证 
BH. 

有 兴趣 的 读者 ， 可 以 从 第 三 章 第 6 节 与 第 五 章 第 5.7 节 的 
文献 注释 中 找到 更 多 关于 离散 逼近 论 内 容 的 研究 。 其 它 最 新 的 
参考 资料 为 Anselone 和 Ansorge (1981) , 
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BJ. 则 和 A 的 正规 性 使 得 9TTHQH -OTPTOP pr) TTE = TET B. 
工 一 定 征 对 角 的 。 反 之 ， 若 也 是 对 角 的 ，& 是 本 和 矩阵; НА = 
орон, - 是 DHD = DDE, H АРА = QD"DQH = QDDHQH = 
AAF, 

1.24 р = (u,ó; i) HO EIN EBR ERA = Орон, {и} 
EAM AEE. || Al, = Оро" |, = [D]; = тах, |K; | =r CA). 

1.25 者 4=0， 则 4 是 医 零 的 。 若 4 是 医 零 的 ，ro(4) 
= 0, 但 4 是 正规 的 ，rz(4) = [Allo BIdEl AD; = 0; A=0. 

1.26 对 任何 矩阵 A， JAl;=max/i,i,-izHAHAx, АНА 
是 Hermite 和 矩阵 ， 它 本 相似 于 对 角 阵 D = (m ó 0, XEN yE: 
АНА 的 本 征 值 ， 故 1А12 = max, .-1%7?QDQHX = maxi,u,.i 
yt Dy = max; |T; | = r- (AFA). 

1.27 本 征 多 项 式 为 P(X) = (和 -1)3。 相 应 于 入 = 工 的 本 
(EMA pr =(0,1,1)7, 9;-(1,1,0)7?, EME: Ps 
=(0,0,1)°, Jordan 型 为 ; 


1 0 0 
=|0 1 1 | 
Lo o 1 


1.28 Bv 为 相应 于 А; 的 本 征 问 量 ， H9:, "°... PHE 
533 


rp epee чне RR CR RRA: OER ea SUS = 


mi, HEP: (А—),1)Ф,=Ф, (A-A: DO, =%1, BS. 
于 是 (А-А.1)!ф|=Ф, 1x je p. EF CA-X;D!'g, 
=0, j=l,-,p, @p<l,-1. 2 — 77 Bl, AMSA, 
有 Bi 个 线性 无 关 的 本 征 回 量 。Ji 的 第 一 列 为 iel (ei 是 m; 维 
的 典范 化 铅 量 ) ， 于 是 得 Ji 的 上 对 角 处 有 9i 一 工 个 零 . 

1.29 {p1 e, vw)ÉAmRJordandk, V-(91,:, 
Px), Ј = УАУ, WIE A" -VJ'V^!, HAT 


Ji Ji 
Jere), 
J, J: 
Jii 
п (P). 
Tig, 
其 中 
À: 1 
Ј ; = А; `. =MI+N 
EN 1 
À; 
其 中 N 是 宕 零 的 ，N = 0. Jl = ET CHIN = Ili, Ci 


入 ?iN:。 对 固定 的 Ek ， 序 列 S,: = СА 满足 lim CS 
S,) = 入;， 于 是 ro。 (4) 二 1 380lim,..A"=0.Z22Z, E Him, 
A4"=0。， 设 入 ，9 为 4 的 本 征 值 ，l91=1, 则 [XI = iA" e 
={|А"фр|<|А'>0, nooo, Br) A |< 1. 

1.30 r,( А") = пах; |А; | = (тах, |А; |)" = (ro (A))" < 
ПА" |. А,: = (r, CA) + ё) 14， 则 r; (А,) <1, Hlim,_.Az 
= 0 。 对 充分 大 的 n, [A KE, 1А" l1! "" «et^ (е, СА) + 
e); ВШ, ol AIST (А). 

1.31 设 和 为 4 的 本 征 值 ， 其 代数 重 数 为 m。， 几 何 重 数 为 
g 。 于 是 相应 于 入 的 Jordan Ж ЛАҢ miy#l о Ik. W pi 为 第 i 
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块 的 列 数 C1< i < g). Ci-swism, 设 ni; 为 第 i 块 的 第 
j 列 的 指标 ， (1<i<g, 1<j<pi), 使 得 nipi+ 1 = 
nitisi， 1<i=<g-1, (ТИИ: p< l, 1< i < g, 
这 里 1 为 的 陡 度 。94,;1， i = 1,…, g ARERR, Pa; io 
і = 1, , g, j=2, pi ЖУТ AES ERB. TE 
有 АФ„,,=®АФ„;, АФ.; i AQ. tOn j-y AR) Pi. 
PCE GaP = LEU la ауф, 所 以 对 x= Diap CE, 


АРх = XPx + Dx， 这 里 Dx= Ear Ei: 9,2 ‚ НҒ Арх 


ЄМ,РАРх = АРх = Рх + Dx. ERS k {пз 1<1<9, 
2< jzxPilh ШОоф, = 0, Do, i = &-1» 2k <р,» 
1<1<9. ЙШрф,,,= 0, 1<i<g, Н 


0 1 < k =< r 
р'Ф„1,= { 
Praish-r r <k=P; 


Td'UÉD*'g,,,- 0, 1<k< Pi, 1<1< g, HBF max,. isg 
pi< 1, Pr D! = 0。 我 们 已 证 明了 若 Mis ` M 是 4 的 不 
同 的 本 征 值 ， 若 Pi1,… ,PP 是 相应 的 谱 投 影 ， 则 AP;= Р,АР; 
= 和 ipPpi+Di， 这 里 Di= 0. RRP, P i=ó6 P. B ZEIP =I 
对 АР; =A P +DXT i = 1, , kK RAM, ЖА = LAP, 
+D,). ҮЖР(Е аф) = 5 ,.та,фь, PA(ZYa Ph) = Lager 
ALAP = АСЕ ,.та,ф,) = APCETa 9,0) ХЕ T: = {п;;; 1S 
isg, 1<j<p;}. 

1.32 车 k ET, рф, = 0,Ррф,;ь =Ф„,„_1, 1<1<89, 
2<k<p,. ЖР” AMNMTASTANFEADERE,. 
RIP’D= 0, DP’=0, lH PD=DP=D, ќ-- Ж DiP; 
=P;,D,=6;;D;, FI, Ж: D' 是 相应 于 不 等 于 У 的 本 征 值 的 
TREE, M) ImD' HREP: k ET 的 基 向 量 张 成 ， 由 于 Dop， 
=0, KET, RADY’ = 0. 
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тыь а i i — ua ——— i -i a -ar e a rais na w 
^ ck e nU lA bae coo to а ULM SNC TB c P RI LL ER RI S LIBET IE o RI s AID He C A WR E TRA tnm | ieri ami me — ыыы эн = 


1.33 A= XI(GA P; *D), EÍP;- 1, FE (A — I) 
= E;$40,4-3)P;-*EiD;. (А-А, |) += Eja (А; -А;) 
Pi+ Bisi Eiig Ci Oiii)’ Di ,BDSP; SP; Di 
=0, PD; -DjP,-0;;D;, D iD; =ó, Di, Brey Im(A- 
Ail)! iC i. M; ;. 11M; = Ker(A- A, D' i, BEI C Mi 中 
IMA- Н 4 -Q*.,M;, (А-А; = Gui My. 

1.34 类 似 于 习题 1.20 的 解 . 

1.35 设 入 有 A 的 单 本 征 值 ， 其 右 、 左 本 征 向 量 分 别 为 9、 
y. ВМ АЮ ЖА, НАЕ ЕЈ pi, een Фе; 
фі, i=l; =, 9g, j=1, =, t; ЖЕЙ: (A 一 1) 

i = gji-!。 我 们 已 知 如 gp4=0，i=1，…，g， 所 以 妇 (4 
—-MI)gizqHp?-0, i= 1, `, g, ICA —A2y'g! = 0, 
qué Ppt=0, i= 1, * g. i Wpi=0, 1«j« 
tis G=1, 5, g. Aypi = 0. 这 说 明 

pi G Mo 


5 < 6 (A) 
其 中 M6 为 相应 于 6 的 不 变 子 空 闻 ; 因此 
,.D , Mac (9. 

但 两 个 子 空间 均 有 维 数 N — 1, MAET- EHER. 
1.36 若 J=V 1AV， 则 JH=VHAHC(VB)-1。 уум. 
的 Jordan 基 ， 上 且 当 AH8 具 有 形式 JH8 时 ， (VP) RISA Jordan 基 
的 伴随 基 。 它 可 以 看 作 反 序 的 Jordan 基 ， 即 从 最 后 一 个 固 量 开 


1 1 
始 . 例如 A= (. ) 已 经 是 Jordan 型 ， 因 此 Jordan 基 为 


1 0 
典范 基 {e1,es}。 伴随 基 仍 是 {ei， e+), 且 显然 A9=( ， ) 
€ 1 (xke) 是 A 的 本 征 (sk E) [5] Җ; e, (zx ei) 是 AP 的 本 征 
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CGE) 向 量 。 

1.37 #AJEHermite 阵 ， 己 是正 交 投 影 是 9 = у. {Фр} 
= (Ker(A — A1))* 2 Im(A — ^D, FHT = 1 - PAIm(A-AI) 
上 的 正 交 投影 。 

1.38 由 于 和 (se)= А -ep LEHE; vici Лр, 


lim ме СА = — ұНІ Фф. 
1.39 在 定理 1.7 中 ， 我 们 求 得 v1 = уні ф/рнф, BHD 
| À —A/|<- Hela lele € -O(e?) 


3X 36 BH ADL 入 的 条 件数 是 
ivialeliz/lIyPo]. -соз(л/2—0)= |p |/ 111, 1Ф1., Br 
以 条 件数 为 1/sin6 。 | 

1.40 由 у= -yPL9,.,, kl, 


k-1 
74 = S (vm. + LT,., ) 


k — 2, = Фф, 1, = SLQ, 
AR A = A+ pH ~ pPHSHo -yjFLSC-yPLoUSLQ] 
-LSLg)8E +, BW DL M = л уннф -VUHSHQ +O(e3), 
qo. ZPUHo-0,s-[íS[, а= |H ,, &e'-|Hol;, m 
А-А |< ее lyla. 
1.41 V=, Pie, фл.) 是 正则 的 ， 且 (Y 158 = (фу, 
Vis Wy 1). 


Д nma 0, 0 / 
0 0 
V-1(I—P)V=I-—VWV-1pV= (o) 
0 iina, 


987 


PP | ыл. HERR = RS TIRE с: жеар! QQ = 


这 里 Гу, 为 CA 中 的 单位 阵 ， 


= О N 
V-1(A~AI)V =| ОВ.-А 0 | 
0 和 
E 0 ` 
: 1 | 
| o: O 
| iy А _ 
S = Vv : `. V 1 
i ` 
| u S 
| ` 
| ! 1 
| О Hy í А 
于 是 
/ 0 0 f 
一 一 一 | жне 
1 H 
t Ho 
| LIRE 0 va | 
SHỌ =V 0 . N : | 
| `x. | ма | 
` 
1 | vi- Ho ! 
、 0 üy- А 
N- 
_ > ІНФ 
163 - А 


1.42 [у= 1, lyzl = I +102° 107°, Ips [| = 
1010./1+10 2071010, 

1.43 因为 8 为 西 阵 ， 所 以 i@x1 = lel FÆI SOI 
= тах xl; -1 Q SQx]|2 = maxi sl; -1llSQxll; = 
max;j,u,.i1l Sylla = 15 |2. | 
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1.44 设 (Y 7 ,Z ) EQ uJ 18, BY’ BY WE. 
-于 是 ， 

A. A 
cv zoscv',zo( | D 
0 А, 


=(Y’A,, Ү'А,, + Z 'А,) 

-这 里 4 为 rxr 阵 ， 且 4,， A, nm. X, = YC, = ZD, 
—-Y'C,tZ'Di, HRC, = А.С, +А,,р,, Di = A;D, = 
(IF A;,;D,CQ,!AQ')A,C,. DI С =A,F,G(I+A,,F,) 1, 
T F,=D,Cr7'AY!—> 0. 

1.45 MHRA К, X, = Y(I+ ZD,C,'5C,. 
1.46 XI Xa X iS) Xi. WW RR Ха, 


Xi 张 成 X + XG, 

1.47 若 X 一 YY， 则 可 选择 C, 使 C, 1. РХ, Y, 
H X ;的 极限 矩阵 是 唯一 的 ， 

1.48 ЖБ Н (1, М) 的 子 式 是 非 零 的 。 因 此 
rankH —N-1, H- МЕ ASBHÍ2J B$ Hessenberg BE, 因此 对 任 
意 的 本 征 值 人 A， 互 ~ 和 TI 的 零 空间 的 维 数 是 1 . 互 是 非 亏 损 的 
=> 其 本 征 值 是 单 的 。 现 在 一 个 Hermite 的 Hessenberg 阵 是 
= Ню] fidt. 

1.49 用 归纳 法 易 证 宪法 可 写成 : Чо=х/|х|,, q, = 
.A*'x/IA*xi;. 对 QR 法 ， ЖИП зл Agari = QZA,Q., Ау í = 
ОРАО, R.=Q;A', Q.=AQ, Ri! AQS Q = 
RiQe-rA tH eyQe=eyReQe-~AtarsPetge_ Ant, 


Bri) HR ME (N, ND Woe. BWR, 正则 所 以 它 是 
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hay eR +< umn nace eco о аще орын а Ган Se HE aom 


Le PR ER RE Qsoa. © | 


非 零 的 。 另 一 方面 ，Q = R.(A-T1)*= R,A 5, Вен е =. 
eR, A t =S (8) eA t, AESP Æ R, 在 位 置 (N,N) 
的 元 ， 因为 Re 正则 ， 所 以 是 非 零 的 ， 2 ix He HY Q ney = CAP) k 
en/ICAĦH) tesla; ВО, WAN SAS CAH) 施行 笑 法 来 计 
算 ， 这 里 初始 回 量 为 ew。 

1.50 oO, =ahy, A,-0,I = Q,R,, © А, - 0,1) = Ra, 
OU=R,(A,-9,1)7}, Q,eu- (Al -a,I) ! Rey = (А – 
-os1)-1r Wey, Hr) = 0 为 Rs 的 位 于 (N,N) 的 元 . 
因此 Qsen= CAT о ,D^tey/[CAZ - o I) les], . TER 9), 
ОНО, = І Hefev=1, H Rayleigh BER: 

_ (AE - a kyl)7} 
1.7 ТАТ a aD es] 098% 
D = SQ EALQren - CNA еу = ab+1 
° eO Q һе N ENEN NN 
其 中 4i-1= ev P,-1= аку. 

1.51 Hee -|Hl.y;-A' !Hyi-1- (A' 1!L)!x'et*, x 
B L-(/8)H. TX: 

x «x! > ei(A' 1L)! 


i-0 


\х'| 


lc | 
| (A'^1L)ie! 
| i=k+1 | 


lx NAT "тг: 


1- 1А’ Ie . 
1.52 A'-A'!zlI, х'=(1,1,1,1)7, x,-x'-Hx'- 


540 


0.889%’, х, =x" + Hx, = 0.90132х', х,=х' + Hx, = 
0.89995x’, ёе = |Н {= 0.111, Ilxs-xi.<et/(1-—e) «1.71 
x 1074. - 

1.53 WX Kerp’={y'}*, MAy x= 0 2⁄2 U T P'x- 
0. ВА’ - АІ) ur ERS, PEEL x = CAT Аут ura 
(1—- P')b= S”'b= S'(1- P DBF FE £8 EA] E — f. 

1.54 (1.13) BRAK n TRMA n + 1 个 方程 的 
WEA. 对 (n+1) xn SRE Gauss ZHgE, TH TT OL Їз 
端 . 删 去 最 后 一 个 方程 , (其 系数 全 为 零 ), 得 到 一 个 n 个 方程 n 个 
未 知 数 的 正则 的 三 角形 方程 组 ， 应 用 主 元 素 法 得 数值 稳定 性 . 

1.55 见习 题 1.37 的 解 . 

1.56 取 和 =r?.ov;ei， Ф = E aon jei, А, = Ef -0Vi, 


P= Et aN. L=-C/e)H, EREE, Аф = 入 9 等 价 于 


A'mot > EICCA jT Lj.) 
1= 1 


oN - | i ^ч 
=V hot > ë: (Evini) , 
1-1 1 0 


PLA A^" o Yo то. Ж No =o’, y =M, МА = А’ Н. 
= 9 .其 次 ， 比 较 两 个 级 数 中 。 的 系数 ， 得 : 

(А-А) у= фф’ Cx) 
i n,-v,E'o9'-E'Lg/- - E'Lo', XBAH1-O 为 平 
frrF(o/8(»)t ЕНЕ, BI E'9'—0, H (ж) 又 得 到 
yA - M 00,42 v, - Y! Lo, B v, = y" A' Т, YELO, E 
sk, D-QXd)! 上 的 投影 ， 所 以 ?2 = 0, AWIN, = 


- УНУ 'Іф'= 0. 现 用 归纳 法 : НК, унт, = 0, HXi) 
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k= 2, 34-7 ECE IW; та ть), va = YFA'q, 
+yHL та 最 后 令 = 1. 

1.57 整体 复杂 性 是 相同 的 其 主要 区 别 在 于 ， 在 (1.11) 
H, A, 仅 依 赖 于 qs-1:， 但 在 (1.14) HH, HOME @ a- FUN a, 
所 以 在 计算 入 ， 之 前 必须 先 计算 9 ，. 

1.58 A=A’-H, 其 中 A =diag(1,2,3,4). WA = 1, 
Q'zy'ze;, P'-e,eí, 近代 公式 为 ; 

№ = 1, As = el Аф, 1, 


(СА 1) (0, 7 e) = Qd- P^) 


| [Hot Sena). 


us 1 
例如 ; 
0 
x х, = —0 1 
À i = А, Ф, = е, + 了 , 其 中 ， {гө --‹ 1 
x 3X, = — 0.1 
4Ç 


Bib x, = ~ 0.1, xs = — 0,05, x, = -0.033, НА, = el4p1= 
0.9684. 

1.59 #AA 339 E= fg, 3 HRTF = fg # Z. WU 
A 十 三 角 阵 ， 且 有 已 知 的 本 征 值 ,(1.13) 易 解 出 ， 以 加 细 A4 “的 
第 一 和 最 后 一 个 对 角 元 。 关 于 其 它 的 对 角 元 ， 见 第 三 章 8 8.4. 


| 0 5 0 
1.60 P' =е,е!, Н = _ 1 0 э e,-es( ). 
| Xk 


25 
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А = 0.8282, Мо = 1,фФв=10%=е,, x,-el[Hg,.,- 


Fil iZio vini - J FRA: 


1 1 
130.8, x = - 1.1 0,032, А,=0.84 
5 25 | , 


Xg=X3, Аѕ = 0.84, Xs= —0.0352, Ав=0.8384, 
х= Xs, Аз = 入 56 等。 
1.61 对 {y} 中 的 任何 Xx，Qx= 0, BB (I-Q)x= x, 
H It, 
(I- QXA-£IX1-Q)- (A -21)01- 0), 

1.62 因为 Gx= x, B 0-Q9x-0, BiBbAx-CQx + 
(I-Q)A(IO -Qox- 6x， 同时 因为 yfQ= yHxy! = ун H ун(І – 
Q)= 0, BL YF A CQ yC -QQUAQ- Q) =н, Wk x 
是 A 的 右 本 征 向 量 ，y 是 和 4A 的 左 本 征 向 量 , 均 相应 于 本 征 值 
5。 若 5 是 单 的 ， 则 @ = xyP КЖ. 

(A -EDXO - Q0 E = (1-Q)(A -EDCA -EIE (1-0) 

| -1-Q. 

1.68 BLU ERI CA- CDE WHR, ВЫНА = (RE) 
(A — GI)x t (УНА ~ 6ID)C)x = (А ~ CI) xvi + xyBC A - CIE, 
但 xy# = Q, IKHE-L(A-CDQ + QUA - EDIE. 

1.64 A- А+ Н. #5B1.54b4H = - Hoe =1 CH 
解答 ), 则 可 得 到 如 下 解释 . 互 使 得 OHQ= (1 -8)H(1-0) 
= 0 。 因 此 16= 0, k21, Ву 0, k>2. 

1.65 ТЕ (1.16) 中 和 心 一 入 的 收 伍 速 率 是 线性 的 ， 而 在 
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Rayleigh ARP o,— À Bn Sk СВ) 是 二 次 的 。 


1.66 х=у=е;, Q-e,ei, ë =a, o= | (c-al) !],. 
# a 不 是 C 的 本 征 值 ， 且 r= jul, lol 62 1, ШЕЕ А HM 
本 征 值 及 相应 的 用 efp = 1 规范 化 的 本 征 向 量 p， 使 得 


[A-a] <g(r’)|v#(C — al) iu|<20lu|, (vl,, 
lp 一 ea<gr Ole- а) :и|,<20[и],. 

1.67 车 A 是 Hermite 阵 ,如 果 取 = х, ША Нег- 
mite 阵 ， 故 Q 和 1 —-O-FLIE 4h HE Hermite, и = v, 
lu# Zu|xo[u|2, Җ 

о= |5 |. = С9151(02,01(01- О)АЈ: co 11^ 1. 

1.68 留 给 读者 . 

1.69 设 B=(xi6;;)， 故 B-!1= (xi'6;;)。 则 B-1A= 
(xi!'ai;)，B 14AB=((xj/xi)a;;)。 因 此 .B"1AB MA AA 
的 对 和 角 元 。 由 于 0(A)=o(B -14B), 对 B-14B 应 用 定理 1.19. 

1.70 йбх = 子 ，xza= xza=10-4， 且 求 得 : G1= (z 
€ €; |2—1|<9х107#}, G,={zE G ; |z—2|=<0.3335) ， 
Gy =(z€ €;|z-3]<0.4001}, C IAEA EB. С, 为 接近 于 
1 的 局 部 本 征 值 ， 其 精确 度 为 9x10-8。 下 面 取 zx = 2.10 5, 


х; Gi, С,, С» 是 不 相交 的 ， HG,=(zC€C C ;|]|z- 2|< 


= 1, 

2L 
4.21078), JEJE, Hu 2, 51075 x= RS 个 不 相 
х ау Gershgorin  .„ НСз = {26 С; |2 3|<8.8х1078}, 
анон. 34/3 x10 ENA- Dents, 
Br A i23 REL. 4028 HI BJ TE 5510" * Br É. 


544 


1.71 利用 Perron-Frobenius 定理 ， 存 在 好 的 相应 于 本 
征 值 re 了) 的 本 征 回 量 ， 且 具有 正 的 分 量 。 

1.72 车 4 不 是 正则 的 ， 则 0 Eco(4) 且 可 找到 i 使 得 
laji-0 和 了 jile:i。 即 ， 若 对 所 有 的 ijaii>> 瑟 ivilaiib 
MJ A 一 定年 正则 的 。 

1.73 由 于 对 所 有 的 1 ,aii>DEivilaiil， 且 YXEOI(CA》 
三 办 ,3i 使 得 -Zivilaiil<x-oa<<2icilaiily 因此 0 < 
aii- 研 ivilaii 和 和 。 故 4 的 所 有 本 征 值 均 定 正 的 。 

1.74 ” 拟 对 角 阵 可 写成 如 下 形式 


): 

Жн jujul 充分 小 。 若 max (wlii,iivli1》 充分 小 ， 则 由 推论 
1.20 ТЕЛЕ А ЖДЕ (ЧА ERR LA — a] s<max( juli, ioli). 2 
见习 题 1.66 中 推论 1.18 的 应 用 。 后 者 给 出 准确 的 界 . 

1.75 A=VDV 1, D =(u,ó;;), A= A+H, divx 
相应 于 4 的 本 征 值 入 的 本 征 向 量 ， 且 pl=1。 设 /=A4#- 
А = Дф- Аф = H9, ШЙ 1.15 存在 4 的 本 征 值 上 使 得 
А УИ еи. {Н iri = Hels 1н. 

1.76 AFO = хунн хі: = 1, RNA 101: = 1212. 于 
是 ， 当 a oHe =ceth, Ar =ozjzlsee*=r' 且 得 推论 
1.18, $a = o B£ = r/o*]yl,, Wr = +r ， 定 理 1.17 成 立 . 

1.77 |I-Ql;21; Б=(1-0)А1! (I- Q):A;! = 
(R—-H)'!-R' IE .. (HR 1) 。 


IESi- QDR gna; 


$ 
< 1 = 


2 
_— a . 
3 <a 
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CM ——— waww. Mana BA CUIRE PPAR IC AR CONDAM roce oes oe 


我 们 知道 4 = R ~ 及。R 相 应 于 a; ;的 本 征 铝 量 可 写成 如 下 的 形 


x= 

t 
^ч 

x 

> 
(d 
Oo 

© 

wae” 
-J 


1 
Жн хл RER JESOR. Altilgo-xi<ce, Hepes 
相应 于 ai ;的 4 的 本 征 疝 量 .因此 对 充分 小 的 e,eig 关 0， 有 只 Ф 
可 规范 化 使 得 ei9 =1. 


0 ~ 
E= ( ). vFE*u--a*8*'. 因此 a = 18|, e =a’, 
0 В 


(ap)2， 定 理 1.22 中 的 界 是 准确 的 ， 
1.79 见 wilkinson (1965). QR 算 法 得 到 一 个 块 三 角 阵 
农 ， 其 中 对 角 块 至 多 是 二 阶 的 ， 并 得 到 西 阵 Q EA -QR 
=E. WF =0-15， ШО: AQ = R + F 。 由 于 计算 出 的 8 
是 拟 西 阵 ， 所 以 可 仿照 QsE 来 计算 . 
1.80 HAx— Axl]? = (xH ARE — AxP)CAx — А) 
=xHAHAx— AxHAHx — AxHAxX + AA 
= XHANAx- (xP Axx AFx — xHAxxH AHx) 
— 和 AxHAHX — \хН Ах + À À 
= xH AH Ax — xH AxxF AE yx 
+хН Ах[хН АНх — 入] 一 和 [xaABx — À ] 
=xHAH(Ax— ххН Ах) + IxXHAx— A ?, 
S À = xFAx 时 ， 达 到 极 小 。 
1.81 u, =min(max(xHAx; xEV,, |х|, =1}, 
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VS CN, dimV, =k} 
u;-min(max(uFAy ,u; uc Vi, luli;-1) 


V[C CH, dimy/ =k). 
| un 
E xcVixi(0) х= ( ): 其 中 u C VI, хНАх= 
0 


u Ay. u BW, = V¿ x (0) 8: CPI k 维 子 空间 。 此 外 jixil; = 
lulz. В 
max xPAx- max иН Ay. u, 


x«W uev! 
i * i271 «i271 


于 是 对 所 有 dimVy = k Ус CN 1 有 
u, max HAN_1EK 
uev’ 
Гаал 
Al в. ив. 为 一 方面 ， 
Bas, =Min{max{x4#Ax, xC V,, 1,151. 71175 
Vari Ç N, dimV,,,=kK+1}, 
ix VSN 1 为 k А НУ, . 1S CN 是 天 十 13 BV x (0) EW kir 


=e Ej. 
4 ZE 


max xHAx<max хНАх, 
xeVix(0} хер 
Ца а= 1 Пааа 


故 ди <тах{хНАх; xC W... is |z|;=1); АМ uai. 
1.82 Ф, = М, Ё,, 部 TT,(AV Ên — AV nEn) = 0. 
BU, AV nbn ~An V nEn € Xt, Er PJ 


УЛ (АУ a En — А, Van) = 0, 


H® СУЗАУ, )&, = 和 (VsV)E。 这 是 广义 本 征 值 问题 。 
1.83 fix = Q,Ë, y -Q,T, Нхл‹„А,х„х= У, my 
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tt ie i pT tid er ee 


X,CAQ,£- О, = 0， 从 而 40.E- Q,uC X23: B. QTAQ, E = 


п. TA: QAQ, ÆRA Aix EEQ, 下 的 表示 。 

1.84 BA MP, EX, EA, = T, AREE WA, Q, = 
A p. BOn 7 X4Qu. WLA TAM ADs SA Q AA, Pn) 是 
А.л. = m. An Tn Жїл, 0 Л. WAL, Pn EX, EAn = 
Л.А }х„ 的 本 征 元 , 54, Фф, = А, Pos BH m A yx. Pn = А.ф, 8 
л.Аф,. = Xp。 于 是 (9。 ЖА, = TAME 25, ЖМ 
之 亦 然 。 

1.85 B -= (Q#AQ,)E = О%АНО„ = QAQ, = B.. 
B, 是 以 ,的 表示 .由 于 X= XT 和 rn WA, ф, = фЕл,Аф, = 
(л»Ф„)НАФ„=(л„Ф„)НАфр„ = Pr APne A: 十 和 A 基于 gq 的 
Rayleigh. 

1.86 RRB BeAr, Ax, -b)= 0, Ж X х„=О„ё&„, 
т„= ОЗЬ, BQ, QD = Q,T1,, Жү О.о X, 上 的 正 交 投影 


无 ,的 矩阵 。 由 于 AQ.E, -bcEX+， 我 们 得 05254065。 = ОЧЬ; 
BIB,E, = 1,. 

1.87 Pew, Su. Saye Hermite 阵 和 A 的 相应 于 本 征 向 
Hoi, ven » Фл (|; l; = 1) WATE. ME piee ‚Фф, 
КЖ, WH Deans бет ，g9Nw 张 成 ， 且 P 忆 是 M 上 的 正 交 投影 。 
我 们 知道 MLW, C"-MQW., U Ñx, cn ‚ x, 张 威 ， 且 
(Px; IR X BJ. WX, “A'U T, EX, 上 的 正 交 投影 。 又 


Bu 是 4, = TAM ERE: 


wit? = max x" m „Ax = max xHAx<p, 


X, xe X, 
Ix naa Hx], =1 
= max x# Ax 
хес 


Ш 1 а= 


TÆ 


{ Px; Hid {p:i AMH, Bree. E gorta PX, = 


Р(У-11%Х), u i= Eit% CU, H Pu; = Ф,. Feu = 
Pu, +(I— P)u, =@  +(I— Р)и,, vı: = (I — P)u, = 
E5..4,,2.9; CW. 从 而 Wi =P; +v: ВФ. 10... Н Фи. СО, 


A'U СХ,» х: = (1/81) Аи = Q4, + (1/81) А"0. € X,, PU 


IN 
м 1 И QS 
хф. + M aue, Büxiiedicl. 
i ;=r+1 


我 们 有 ui ui") < xPOL E A) x/| x |2< ILA. 
可 求 得 


A ^ u N 
x"(ub-A)x-—L. $ Ja 201" 
Uy =Y +] 
N 
-n 2, lajujst': = C 
1 nf] 


WF bee < B, ec Shy, 


- i 2 之 
Cs Py X а ра" (ру ux) (^) > di*. 
1 1 


Perd j=r+1 


但 由于 | Pu 1: = ipil 1. Earle, 2 = 10.15 = lus — 


«p; Е = u 一 Pul =іап?0;, Е нө, и, ЖФ, 间 的 锐角 。 
1.88 Р(2) = (2/А,) 1€ Pn- BP(A,)= 1. E#zED 
= (z; |z| 茎 |Xz} 的 解析 昂 数 。 因 此 由 最 大 模 原 理 ， 
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max,ep |P(z)| < [M/A] E. 

1.89 见习 题 1.86， yix, € X RMT Ax, = т,Ь, TE, 
ж Axt =b, Xn = (Np Atxa) lm Ax*t.2xt=x<,x*- (I— m,)x*, 
H x,—x*-(QGr,Aix) IN A DUI z,0x*, Ж 

lOrsA x2 125M 

WHF = 1, [|х„—х*|\„<(1+ MIA DƏ: dist(x*,X,). 

1.90 dist(z*,K,) = min, ez,-,lz* - aCADrollz. H 于 
Ta = b— Ax = Ax*- A(x* — z*)= Az*, 

dist(z*,K, ) =min||z* - Q(A)Az*||, = min|p(Az*l. 


1EPn-1 
" P(ol-1 


1.91 2,(Az'") - ғо) = 0, m,(b— ro t Az!" —b) = 0, 
х. (Аб(хо +200) ~ Б) = 0, dx? —-xocz UU. 于是， 由 于 
z*—-x*— Xo, 每 y* px CO — yt) =x, JA q x*— x6") = z* — 
zo. 

1.92 A-VDV^!, 其 中 D= (iði), Vp€ P,,pCA) = 
Vp(D)V `, Wip(A)z*l < Стах, _,,...,у РСА, 2] . 

1.93 参见 定理 1.34 的 证 明 。? =1 2А. ./ (А. 
Ми) = (Anar FA) /NT— Nn)., 

1.4 z/(A9,-3,9,27 0, Ф. ЄХ, FM Fu, (Ag, - 
Àà.94,270, 9,C X,. 

1.95 d ф, = Pata. (QšAP,)u,= А, (ОР, )и, 等 价 于 


(OHP. 1 (QIAP,Qu, = Au, 《参见 习题 1.94) . 
第 二 章 
2.1 设 xE M 且 对 所 有 的 fC X*, px(f)= <Í ,Xx)。 显然 


lo (有 «1, BSrELoZEX* EXESE AKerp,=95'10} Æ 
HHA. BUG Ma - N ,exKerq JE Bit. 
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pn—-—-—————— (wm m. sme O S 1з бш Qo mm] s s 


2.2 3] x =xu+x, C MON = X HFÉC€ M1 INTA CH, x > 
=(f xm tlf, = 0, WÍ = 0. iWmxg:xCG Xr>x#I C M 
X B zv=1-—Hmu:xC€C Xipx y =x— xC NC X. W јЈ СХ», B 
fu= јолм, fn= fonny., RR Tm лм, fns fudé XE SEP B. f € 
М>, f, CN*, f =fu+ fs, МИ X* = M*QN-, 

2.5 ië#dimM = 1. Jë 43xoC M. хо 0, H auf cx"? 
БИ, хоу = 1. ÆN = Kerf, ШМ, HEMAN, A 
x cAxo. dO = ў, х) = ACG x= А, х= 0. Ди:=х 
—(x,f >x C М, u:= (x, f2>yx € M, Ни+о= x, 8 лм: 
xC X:>y(x,f>x EM СХА АЈ, BAF (ruris l 
1х1. 假设 每 个 XX 的 п ETEM. ATZ. 设 M 由 n+ 1 
FERE Ey, e Yno Yasi EM. W М, = {youne Yn) 有 
ВЈ, В. уса = ут: Уут KByte, € Mo, Yasi 


ENa Byte: 0. (yuya Vaart 仍 为 M 的 基 。 这 意味 
普 我 们 可 设 M= M, 中 {xo}， 其 中 xo EN,。 存在 fEX* 使 得 
xf,xX0)= 1Ң\Ух„ЄМ„, <],х„›= 0. ЖА = МП Кегј, 者 
X CMÜN, х= Ахо+х,, 其 中 入 EC х, C€ M,. Pr UA 
0 = <, ху= Alf, хоу= А, х=х„. ENEN, HIEM, П 
N,， 于 是 x = 0 。 我 们 证 明了 M 站 N = {0}。 对 所 有 的 x EX， 
下 列 等 式 成 立 : X= (х, fxg +x, +x— Сх, ј)хо- х, Ж х, € 
M,. Albu: = <х,ј)хо+х, € M,, о: = 5-х, )хо 一 XxX。 验证 
Y <f,u>= (f,x>— Cf,xX Kf, хо) — <}, х.) = <], х) -<f x)= 0, 
ЕАН, хоў = 1, ‹],х„)= 0。vEN， 因 为 x xX, xo 
人 x, 了)xo 是 连续 的 ， 所 以 X= MON. | 

2.4 Vx CM, V[fC€M1, Xf,x>y= 0, Hx COM, 
YxE(M+)*, У]ЄМ?, <x,f= 0; BxE€M, Wafex* 
EBC. OAO, VyCM, <f.y= 0; 因此 JE M+， 矛盾 .所 


bi mi ee oom o rtm 


Fix Cc M. 
2.5 V x€ DomT, x=0, [Тх]/х]|= [|Т‹х/|х| о]. Жойс 
由 上 、 下 确 界 的 定义 可 得 。 


s b. 
2.6 | ks, хат = | k (s,t)x(t)dt, Xp 


入 k(s,t), axt<s 
k (s,t)= { 
0, s<t<b 


tee k аг = seb ИВО. 

2.7 | CTUD* [17 = | T*U* рае рте Peat le ж 
Ос #(Х,Ү) НТ Є&(Ү,Х), ШТОЄ (Хх) НОТС L(Y) 
id 

(UT) ZUCTU)*^!T, lim[ CU T)* [1 7 ИСО 
| Tio! "Ci TOPS 715175, 
єг, CUT) €r,CTU), Ber, (ТО) &r, (ОТ). 

2.8 div £70, 3020184 x< 6H) Тхе, WH 
x=u-v, [u-vl«ó-—[Tu- Tul-e, BRAT Z5 ЕКЙ. 
iz e > 0 E. ó > 0 #Ëë 4 ||x|| < ó HS || Tx|! e.g r = 6/2 | 
Ny € Xx, VFO, &x-t(/lyby. Н = 6/2<0, Pr 
AFIT <e; ВШ Ту!< (22/0) 1у| ( WE BMY = ОЛ 
AR. PUTER. RS, Ж VxCX, [TxixMixi, MW 
X => 0, ho<6 <e/M 且 由 连续 性 即 得 . 

2.9 AF (0) fE x rne ig H TES, Bj T 1{0} = KerT 
ЖХ. 

2.10 XX 的 一 切 范 数 是 等 价 的 。 取 {Xi1,… ,Xn} 为 XX 的 基 . 
对 x = E7.,8;xj. || Tx| x MIxcz， 其 中 M= maX; cien 
{Tx I Bx = E jii. 


2.11 X y, Tx,, у, = Тх,, My = x1, y (a)=yi(b) 
= 0, y, = Xi, y; (а) = у, (6) = 0. 因此 有 Су: + Ау: "= х, + 
+ Ах, (у + Ау.) (а) = (y, + Ау.) (6) = 0, В| Жу; + Ау, = 
T(x, +Ах,) HT ERE. É 
»' ao = (оа: +K; y(s) = Ц oar] du 
+(s-—a)K,+K,. 


уба) = 0 =>k,= 0, y(b)= 0 =k, = 
b u 

- 2 | [| x(t)dt | du, 
s u — b u 

ys) = | du] «coat - 24 duf x(t)dt. 


设 
(s—b)(t-a)/(b-a), a<t=<s 


k(s,t)= 
{aoa sxt<b, 


b $ dt 
| k(s,t)x(t)dt = | (s—b)(t — a)x(t) — 


[G - a) (r= b)x( E 
s b-a 


= EBD (t-—a)x(t)dt + saf (t-b)x(t)dt, 


利用 分 部 积分 法 得 | auf соаг = sf содае – | taat 


b u b b 
B| duf x(t)dt = v «cod - | tx(t)dt。 所 以 y(s) 可 以 写成 
如 下 形式 | 


_ Í s-a[[' , _ 
y(s) = [ics pacat + $= ("cr b)xCt)dt + 


+ | сб-ьхооа: | = Í [ b) | 


- x(tJdt +529 а f (t—b)x(t)at = 50 -| (f — a) 
b-a 


_ b 
- | (t—b)x(t)dt. 


Шу(з) = [re Daar, BLS k Æ [0,0]? 上 连续 ， 所 以 T 
ТЕС (а,Ь) LER. 

2.12 KX = ҮҮ 20130258] B. Tx(t)=x' (t). BR, 
ImT- ү, ÍHkerT = (E380 (0); T^ dE. 

2.18 B Tx(1)2 20.1 [ertx(sdas. m 17|. =0.1e<0.3 


<1, (1- T) !1€ X(X), HEME. 由 逐步 逼近 法 ， 对 
k 2, lx—-x,1].(0.3)*/(1— 0.32 —0.1. 


, k k k (b- yi 
2.14 [> к: [<$ IK i<i+ ` M: d «xl 
j=0 i=0 j=1 G-Dr 


+ М(Ь-а)ем 6-2, ELX) H, E; Kig, Ki-0, j> 


ce。 于 是 得 在 CCX), (SK )a- K)= G= K) SK: 
150 j70 
-j-K'**—1,. £5.,K!=(1-K)7! B48 3) volterra 7; ж 
(1- К)х= 2 的 解 的 唯一 性 . 
2.15 x€kerT<>Tx= 0<€=> VyCY*,(y, Tx) = 0<= 
VyCY*,(T*y,x>= 0 <=> Vw CImT*,(w,x»- 0 <> 
хе (т) +. ТУТ, ЕКТ =T, 4 
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(KerT)*=ImT( 由 于 它们 在 有 限 维 的 ,我 们 研究 孙子 空间 ) 
从 而 ImT = ү <=> Кегт* = {0} <=> ТЕ (由 于 dimX = 
dimy), | 

2.16 HTI|2=supi,u. (Tx, Tx)< 50р „„1(х, T* Tx) 
«Ssupy,i-,ll T*Thlxl? =| T*T]. 
1Н|Тт*Тт<|Т*|Тт|=|Т\?, Bee Aa. 

2.17 容易 验证 了 的 线性 性 . Kix J m UU REB RUF 
Ix.l?^- Eizilxil*M.i».-Tx, sys = E j2i1di ixi, і, n = 
1, 2. +, SEUPAU Se ew 在 CARR, BUS Beans FA ay 
{Vn QOO k €N. 3k EL JF : 列 {y2 ao Jeane € 中 也 有 界 ， 故 有 收敛 


A HUS, (ay deems 如 此 下 去 。 最 后 ， ХАЛКУ, Cay Tae 
是 在 1 内 {y,} 的 收敛 子 序列 . a= Ei, ;>1 laij;1?， 我 们 有 
| Txl? -(L(ZLZaiix;ei), EC(Eaiixiei)) 


= Е(Еа іх) (Е аза) 
= E |ба: i). = - 1, (X; DIE 
SEU Ca; т-а Gi ial nale, 


HENT <e, 

2.18 # dimImT<co, T €%(X,Y), НВСХ & ER 
的 ， 则 TB 在 ImT 内 有 界 ; TB 的 闭 包 TB 在 ImT 内 从 而 在 Y 内 
是 紧 的 . 

2.19 #IT,-T|— 0, MJ IT,|< M. HE x €X, £ > 
0 , 记 Tx= Tx- T.x t T,.x, HAD K gn, (ТТХ 
Taxi + {Taxi SEM) ixl, ATER. Rix E X ИЕН 
RP, hx. c. M] IT, x.) AUS ENT Xna} 
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(Tir ioo 有 收敛 子 序列 {T2xsz o), 如 此 下 去 。 我 们 推出 
{Tila -a (P) lees MAF PUL T Xn, (lees. É e >ð; 
W [Тх„,(ь›— Tx, (a 1<0+ BP + y, R Pa =|Tx,, ts) 一 
ТХ, (в), В =] TsXs (а 7 Tax, a aris Y = | T,x, a (a) ~ 
Txa (a). Hk ,选择 了 使 得 a <e/3, у <е/3Ж 
于 Kk 和 4 。 于 是 我 们 选取 Ko 和 do 使 当天 >>Ko 及 4 二 go 时 25 #8 
В <е/3. 

2.20 dim(ImT A) =dimT(Im A) xdimTx = dim (Im T) 
> + cc .dim(ImA Т) = dimA(Im T)=<dim(ImT)<— + оо. ВМ 
=ImTRN = тА. ШКАТ) , у= (А м) (Try), (TA) 1247 (Tow) 
(Ам). TEMTIN BJ EET. А.м Т.х 由 长 方形 矩阵 表示 ， 
结论 显然 可 得 。 

2.21 {xi}, (yi 是 M 的 两 个 基 ，{xij 和 {yi} 是 伴随 基 . 
存在 一 个 m x mJ 354BEE(Qv;;0 使 得 ?yi = Z ivi ix Mm x m 可 
OE Cu, |) YT = У ;MiiXi. HT TECUM. =6i1, 
Б,‹уї, Ту.) =F G%$, Tx. 

2.22 ”我 们 已 知 有 限 秩 算 子 是 紧 的 。 反之, # Pj Wi 
HBy-(xCM; |x|< 1), ЖМ = PX 本 身 是 Banach 空 间 ， 
这 是 由 于 它 是 闭 的 ， 则 PBx= Bw 是 相对 紧 的 。 故 M 有 一 个 相 
对 紧 的 单位 球 ， 这 意味 着 dim M< +оо, 

2.23 Vx*CX* H Aye X, <x*, Ру) =<x*, P2y> = 
<P*x*, Py) = <P*P*x*,y>, (P*)? = P*. M*: = P*x* = Ker(1- 
p*)=(Im( 1 - P))+=(Kerp*) = №, №: = (1 ~ P)*X*= 
Kerp*-(Imp)t- Mł, 


2.24 песо, 
1 1 1 l 
(z: zz er Poel PP GDP zG- D" 
=]. 


2.25 ex C€ H. BX € M, Hf x – PyxC Mt E. Pux — 
YOM, [x-y]? = Ix- Pux+ Pux— yl? = |х ~ Puxl?+ | Pux — 
y 2. Hey y€ M, lx- Pyx| =< |x- yl. 

2.26 | P| =supií,:. Px]. AFR x CPX, Px= x. 
ИЧИР 121, # P A Ar 362392, Wu 

ix? = |x- Px- Px 2 =|x- Px]? + (Рх, llPxlslxl ， 
HiPi=1. 

若 忆 不 契 正 交 投 影 ， 我 们 可 求 得 x HER Pei > ix Bl) Plo, 

2.27 0017 l. а, = 0, Do, =D,i= 0, аво»=ау2=0- 
боз 7b, 0, (1) = 1, x;(t)= t, Y I(S)= — 5, у,($) 
= 1. B (sS)= —S, @,(8)= 0, В,(5) = S, a,(s)=s-1. 

2.28 doi = 1, аҹ, = 0, Бо, = 0, b, = —1, *,(t) = 
1. х0 = ғ, P ,(S)= —s, YaCS) = 1, B,(s)=B,(s)—s, 
a,(s)=B;(s), @2(8) =82(8s)-1, 


2.29 Qo,=1, aG, =l, bo =b, = L, aq|oz=a,2 = 0, 


bos=bis= 1, Xi(D = 1, x2(t= £, 8,05) =-3 (s+1), 


B,(s)=(s+1)/3, a,(s) =(s—2)/3, a,(s)= (5-2) /3, 
2.80 #T C%(X, Y)B T CEE, WTI'CWCX,Y). 
车 又 有 ImT =Y，, 则 Dom(T-1)=Y, W T-1C S< (X,Y). 
2.31 当 x C C2(0, D, [zip =sup,[ Ilx(t)| + Ix" CO + 
tx'(t)+t2x(t)| 1. RRK, |Тху<|х|х+ [Тху = lixlip, 
M О|Т|р-у©& i. 


1 1 | 
2.32 | усо" соаг | z(t)x(t)dt, VxCD, HAE 
0 0 


1 1 
x(1)9(1) + | (-y'(t))x(Hdt = [zozas 
Ü 0 
ШТ*х = —x', Hera DomT*={x CX; ха, x’ CX, 
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x(1)= 0}. 


1 1 1 1 
2.33 | 90-2" emt = ај 一 | za 
0 0 0 9 


rt 1 
— 2 | х>/- |» 
0 0 


1 
=x'(0)y(0) — x” (1)y(1) + | x(- »" -2y' - y). 
0 


Pre DomT* = (xc 1,2(0,1); х(0) =x(1)= 0, x’ 绝对 连续 ， 
x"CL?(0,D)HT*x--x"—-2x' =x, 


Qu ди ди ðu 
Ox” Oy" ox?" ду? ~ 


2.34 X= fuc rica», 


L*(Q) ) ,DomT -(u€ X; u(1,y)=u(0,y),u(x,1) =u(x,0) 


= 0, (ðu/ðx) (0, у) = 0, V(x,D co), HT-- A. 
t f1 ou 
|. KE Va E 0 ду? 
х= 1 1 OU. Ou 
Ox |+. J. x Ox ax | ay 


1 y=1 1 OU ди 
|, | 2 ?) 一 oe 一 ‚ ду ду dy | dx 


_ _ F òa, y) oe ! 02% | 
= | [va, y) Ox 一 ux, » | -f Ox? udx ld dy 
! ди(х,1) дих, 0) 1 dtu 
|, | vis, 1) oy -u(x,0) oy + oy? n 
_ Qu(1,y) 17 ov(1,y) 
- j va, y) E ay + NC 
_ 0v(0,») Ou(x,1) 


1 
4 一 一 一 :一 一 一 
Ox u(1,y)dy [wav E (x,1) oy dx + 
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диб«, 0) 
ду 
DomT*={ve X; 0(1,у) = 0, д0(1, У) /дх = Qu(0,y)/Ox. 
о(х,1) =0(х,0) = 0, У (х,у) EQ} B T*= 一 

2.35 WA:Taylor (1958) 
2.36 由 习题 2.24, Ж P 0, P#1, 


1 
+ | U(X, 0) dx. 
0 


uu 1 1 
[СР ~ 2) '|< T l Pl pay VzE € — {0,1}, 


Brbip( P = € — (0, 1} Но(Р) = {0,1} = Fo(P). 设 M = PX. 
WHEY хә 0, HX €M, Px= x, 3#xC(1- P)X, Рх 
= 0, 

2.37 ТАЮ <=> y, (T)= 0; Bl maxye, (т) |А = 
0 <>0(T )= {0}. | 

2.58 |х. - х= Е р>, Тр, [SIYE pall TPI. ië e >0 
Miro (T)+ 6-1. 存在 ko # 4k Oko, TI < (г, СТ) + 
e)”, ЖИ 


ly] 
ань )* = “Try spy 
dx. «11012; тест) +e) 1- (r CT) +E) 


(ro CT ) 


4- g )^*1. 

2.39 Xir,CLO« 1, WO- LHE. FHU- L)! 
= Ea»oL*. BH L =tT, Wro(tT)= |4 r,(T)—<1 = |4 < 
I/r,(T)>O1 tT)! « Бот". 

2.40 #Fr,(T)= 0, Шот) = {0}, PrU Tu: M MH 
似 于 对 角 元 为 零 的 三 角 阵 ， 这 是 由 于 o(Tw) = Po(Ty)SoC(T). 
从 而 对 某 个 整数 K xdimM, T&- 0. 

2.41 ibL-«T-—zo. LAM, 1 - 1809 zh 1/zHL 
= R(zo) 的 扩充 谱 映 射 到 工 的 谱 上 。 即 对 z ET), Z =z-— 


2951/2 =1/(z —zo). 
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COM ылыы ы ico Esc AEN PAR EEE AE S MRR REE ere каанда i re sc n eem — 
3 ， Le 


1 - _ 
R (zo) 一 一 一 -一 = 22292 Ко) 1 


20 2—20 
(2 —zo XXT — 29) 1- CT —zo)(T – 50)! 
ш Z — Zo 


一 Z — Zo (2- Т)В (2,0), 


1 -1 
(Reo-zigau) --G-z0o(C-7 27 MT =z 42-20) 
=2Zg~-~ Z—( 2 —zg)?R(2),. 


r, ( R(Zo)) = max |А = max Tx zl 
¿eg (R(?9g)) Aca (T) 一 之 0 


1 


i min;e, (7) | 和 \ — Zo} 


1 
dist(zo， o(T))° 


— 


b — 
2.42 of TZ =¢, «(39 = {тоза nez). 


2.45 X|xcD -DomT, TR(2)x-(T—z +z)R(z)x= 
x +zR(z)x= RG)Tx, X Y. P Hir, BMX € D, TPx- 
PTx， 昌 显然 R(z)P = PR(z)。 同 法 可 证 余下 的 等 式 . 

2.44 (A-zB)x=Bf, У = Вх, g = Bf. Wx =(A- 
zB) !Bf, W 

y= Вх= B(A-ZB) !Bf - В(А ~ 2В) !g. 
结论 即 得 。 

2.45 #&X=C1(0,1), Hix] = |x + |x]... PA BxCt) 
=x’ (tht UXCO EZ (OX, Y), PY = C(0,1) 且 赋予 范 数 
fell. Ax(t): =x”(t)-+tx'"(t)+x(t) ECX,YA, BEM 
MD=a{x EX; x CY, х(0) =х(1) = 0}, WIB] EB V, AX = 
ABx, xC D. х+ 0, AEC, 
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2.46 ix'(t) = Аб), x'’/x= M, хб) = егі, x(0) 
= 1 =e 23^ — A C€ Z.x,(t)=r"hkil k CZ,x- Е (2) <> 
(T—z)x- j. rl ix”—zx= j; 因此 x(t)=a(t)e ^ !', X 

абі Jf'esiiiipass c 
0 


H. 


. | TEM 
-~ erriz |. e si f d£. 


HRY ABE AE. Е 96 25 HEEK. 

2.47 VEU:xox'—-x, xCA::-(xcxXxX,xtüx]x 2, 
x'€ X, x(0)=x(1))>D. Н 2.23, k-1, o(U)={2ijx 
- 1; jEz}， 本 征 值 是 单 的 ， 本 征 投影 可 由 习题 2.46 导 出 . 
НЕТ = -52， 工 有 相同 的 本 征 向 量 ， 本 征 值 为 CCT) = (4k? x? 
~ 1 +4ikr; KOZ}. BR, o(T*)=0(T), 或 直接 由 T*= 
-V241Hgj, HR Vs xx tx, x G A, 且 o(V) = {2ikx + 
1, kEZ}. 

2.48 见 Yosida (1965, p229). 

2.49 Tx= 0 有 无 穷 多 无 关 的 解 ， 例 如 所 有 使 得 x(1) = 
J(t)/alt) 的 连续 函数 x ， 其 中 了 是 [一 1,1] 上 的 连续 奇 疯 数 . 
БИЛД x. (t) = t2"tl1/a(t), x CN. Wa ATHERE йЕ 


fi, wap): = f a(t)eCOdt, WTE = 和 9 看 作 (T9)(s)= 
-1 


Ap(s)=a(p)b(s); Abe(s)=alp)b(s)/A, Неф) + 0. 
AULA ARH OBES AF275). Р 
a(9)z | | а(1)а(®Ф уса 
= 1 


Айй = | aaa (Hal @)# 0). 


TO en TAE ORE EH E aA pi RE noc Ree oe — 


2.50 设 x € RB z <0; (Т - 2)? = ((T —z)x, (T — 
z)x) = |Txi|? - 22(0Тх, х) +22 |122 |752 +225122221512, 
这 是 由 于 – 222 0, B(Tx,x)> 0. BU z > 0, (CT -z)7 
11/121. Вост ) 是 非 负 的 。 

2.51 T- E,A,P,. йн; = 入 是 单 的 , CT — ui) = E À P, 
—Hi. W x =xq+xi-q, HP xoa SQH, Нх.-0с(1- О)Н., 
ME хо= Ejx;, x; C P H, 

(T—-H;)x-Txo-—Hi(Xq +X, Q) 


= D вх; 2, хь Шух: -0 
A h 


= > (и, — b,x- Lu, x -Q C {x;}*. 


hj 
А 
х= іу CN a Ox ay, 
Hj Pine; BaF; 
BD) 
1 1 (у,хь)Хь 
Т-п)х= ———T, +—— Bg. 
( i) Bi C Mj > W TETT 
+akixi+y- У в, ap x, 
Re | 1 
— 1 СУ, х.) х, 
--—— | X uay, Xa) D URATA] + y 
H, aw; kj B# il "H; 


一 S'u XA - y 
paj RB 


2.52 Тх=-х”, (T—z)x=-x'—zx=f, x +zx=-f, 
x(0)=x(1)= 0, x= R(z)f. W z = 0, х= -~ 了。 由 习题 
1 
2.27, fi x(t) =~ | g(t,s)f(s)ds, Җир 
0 
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(s-1)t, O0<t<s<1, 
sts Í 
(t-1)s, QOxs<ct<l, 


By fj H Ascoli—Arzela 定理 证 明 (R(z)f) (t)= ~ | ве, 
S)f(s)dsk RAF. 例如， 可 参阅 例 2.16。 


第 = & 
3.1 XxX, А 
IT-T, xl = |01 AnD TL+ Xs TX— т] 
SJA- m,)Tx] + |% ,x,x— x, Tx] 
=j(1-—m,)Txl| + |Z rx— m=,Tm,xz+ m, Tx,x 
— 2, Tx! 
<|(1-24,)Tx|+|7,(2,x)-2%,T(1,%)| 
+|л„Т(‹л„—1)х| 
SİG- a Til] +] (Т„—х„Т),у„|рлту„]\х] 
+ 1л, ТШС, – 12|, 
因为 Tx, 是 一 致 有 界 的 ,上 式 趋 于 0。 因 此 T, 一 一 了 . 取 X, C X,, 
XpEp n. 1х, | Sc. 
ICT - Tox, | = | TX. 7 Fa TX, 
<| Tx,-xm,Tx,|] +i zm.Tx,—- 9,5] 
=||- x,)Tx,| + |C, — r, Tx,l 
«cGiG- x,)T|+] Ca ИТӘ) рх, | 
当 # -> 时 上 式 趋 于 0 。{(T- 了 T,)x,} 是 收敛 序列 (极限 为 
0). 
3.2 (T—T,)x-(T- T,)z,xt- T(1— л,)х, FRohHx,x, 


CX,Hz,——1, XH] Т, әт. х, €X,, lx,l«c, 
ICT- T,ox,lxcl(T —- T.21x«4l^ 0, noo, (T- Т„)+х„= 
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SE ERAT i0 ces inh Hoi fH: HR Se RR 3 AM ча анан Дае я. RE Ea eR Tm RAR ar coa e 


[i- zT] z, + CtaT-Talix, рт ра 


IT-T.) i0. 
$.8 由 于 Us-1(T~ 了 了,)B 是 相对 紧 BJ, PrDD XP ep п, 


(T- T,)B 也 是 相对 紧 的 。 因 为 XE SZGO p T,—— T, WW 


sup K(T-T,)yl>O. 但 sup | (T-T,)yl = 
ye(T-T,)B ye(T-T,)B 


sup|(T-T,)?xl|=|(T-T,)?1). 
*eB 


5.4 当 n eN SN, x,-x, AWS (XO) AT, "OT, 
所 以 T, 是 一 致 有 界 的 。 于 是 (T-T) xn ST - TO (x, — xy 
+(T-T,)x, BHlim,ey,(T- T,)x,= 0。 即 ，y= 0. 

3.5 首先 注意 到 ,对 任何 在 多 (X) AWS, T, FO 
(S,T)=@(S-1,T-); 其 次 , 我 们 说 明 著 @(S,T)<(1+ 
117-1[2)-1/2, WAZY, OKS, Тї 


а T- (1+ [T-7!l300CS7 1, T E) 
1. i < — D E AMA MEE 


这 些 结果 便 证 明了 @(T,,T) 一 0 一 > [iT;!—T-1![-— 0. 
反之 ， 
А(у): = inf [ly-v)?+lT ty- Ti!vu]?]17? 
| v ЕТ (D) 
«|T-^!y- T;'y|xiüT^!- T iliyi 


As= sup A(y) <||T7!1- T;!|. 
УЄТ (D) 
Пун 2+ тт 2 
但 A =0(T,T,), FERIT- T;1|— 0, ЩОТ, Т,) > 0. 
类 似 地 在 相同 条 件 下 6(T.,T) 一 0 。 因 此 |1T-1- T;1|— 02438 
e(T,T,)— 0. 
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` 3.6 利用 例 3.8 及 第 二 章 7.1 中 的 等 式 (2.4) , 

3.7 对 充分 大 的 n IT; M, HAER DAWR АЕ 
x &e-(O/2M)DI xl, TEXEN dif n > NWI Tz! | M, 
(T,*-Txi<e, ВЖ IT xii-e<|Tx|, {Н lT,xlz(O/MD 
|x]; Be C1/2M) [xl <] Tx|. XET:'x—T x, VxC X, F 
ETEL). 

8.8 HAZRAT,- z= T, (1—zTi1), M zT! = |z! 
| T;'|=<]z]M<1 BF, (1-2Т!)Є L(x), BI |z] <1/ ==> 
(T, —z) C (х). 同时 我 们 知道 

ICT, ата = атомга, 
显然 T,—-zP ,T-z, 故 T。~z .T-z. 

3.9 WHE ij x€ D || CT ,- z,—- (T—z))xz=| 29] (T, — T)x | 
+z- za llel > 0; 于 是 Tu- zs 二 一 T-z。 现 设 D 内 的 有 界 
序列 {x,} 使 得 

(T, - Z )xXx, — y, пем, CN. 
于 是 (T,-z)x,—y,n€N,. HH T, z—T- z: 因此 х. 
x€D,n€N,CN,, В (T-z)x=y. BJ T,-z,——T- z. 对 
DA Wt Mx, j|z,T,x-zTxi=< |z, T ,x- Txj + |z, — 2] 
ITz|— 0. BW XD H 08 PEE PX) Yn = ZnT ala y. BF 
Zn > Z £ 0, Т.х. = Yn/Zn EBRR. H 


y 2 і, 
~ >S 一 一 - nt An Tay hens ип c * 
Tx ~ —[< 11 - Z IIT,z,|| + E [12 T,x,— yl 0 
r . 
HJ T, T, x,—x, NEN,CN, HzTx= YY， 这 证 明了 
z, T, Z zT 
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[ee Pe re 


А epi саас іна чаре Б. ЫЫ Т „Эйе б р. S 
ee = os RN A pn a MA c t +. Ea annt n 


3.10 首先 注意 到 T, P +T==>||T,|<M,AT.U.x- 
TUxj«M |U,x-— Uxl + | T,Ux- TUx| 0 Bü T.U, TU. 


其 次 取 X 内 的 一 个 有 界 序列 {z,}。 因 为 U, 一 >U，4DU,l<e， 
О.х, =UWws 在 六 内 是 有 界 的 ， Be wen CNi, T,U,x,—> У, 3х 


味 着 Tu, > у, NEN,. BT, >T, B k aN, СМ, Ж 
зис х{ © СМ,,и, U, НТи= у ХТО, х, > u, 


y 
n CN,, BH FUs >U, HN, СМ, K 3x € X A34 n C Na, 


x,ox,Ux- u, ТОх= Ти= y. 因此 T,U, TU, 
5.11 对 zEP(T), К(20) - t= t(z— T)>R(zo) H (R(zo) 
— t) 1= - (1/t)- (1/t2)R(z), 
Ci) T.—z5T-z,JEBR.CO ATR, Go) — 079) 
是 一 致 有 界 的 . | 
| (ii) (R,G(za)- t) 1, ОААШДЕ,(2:))Ж5— BA 
(iii) 利用 GO 及 命题 3.17 对 z 关 入， tva iE. Ж, 
ER.GOoRGO, WZ = 入 及 t+t= (iii) MU. 事实 
E, FOR, (20) ~ VX, =v(K—- T, )R, (20). >y» и, = 
R, (Zo) Xn —u=R(zo)y Hx, (R(zo o) ~ 7) х= у. 
u (iV) Bx, HEB |z, |< M, x, € D, (T, ~ z)x, = 


p 
(1/t) (T,— zo) (Ra (260) — ®)Х„—>у; HF К, (20) >К (20), 
(К, Gy) 7 Ox, > R20) 9, ЊЕ, (Zo) — tHE NERT- z)x = 
yx, >x., 2 = 入 及 t= v 是 可 能 的 . 


= d-s 
5.12 T,- in ELT- > T,-zm,———T 2 


5 r 
«=> T, -—z——T- z<=>T,—-z——T- z. 


zw 0 
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he TE a ONDE eer ee Mo e тоне с emot re 


3.13 设 有 界 序列 {x,}， (x, C X54), 使 得 (T,—zx,)x, 
—y,nCN,. Td (T,—- T)x, + (T— ztm,)x,—y, nC€N,, 


—R(z)XT— T,)X, +x,—R(z)y. AF r =° m, | (T - 


T,)x—u, RCN, ,C N. Aik x >R(z)(y+u)= x, nEN, Ë 
u = 0 (习题 3.4) . W (T -z)x= y. 

3.14 设 有 界 序列 {x,}，x。 € D,, lx.lpxc fii 2$ TEX IJ 
(T, — z)x, >y. 于 是 在 XX 内 ， X, X, ACN,CNHT,.x,—» 
| Pas | 他 一 
+2х, 1ENi， 由 正则 性 假设 Ср, х) HT,- >T, Ж 
DA, х.х, IEW TES (D, XOAT,- 22, 5 T-z. 

3.15 我 们 有 下 列 等 价 方程 
(T, + AT,)(x, + Ax,) = y, + Ay, 
T,(1+ T; AT.) (х, + Ax.) = y, + Ay, 


[1- T;!C- AT,)](x, + AX) = T; (ye + Ду„) 


d \Т;.1<1/м, He<M, WIT. jJ aT,l<es/M<1, R. 
_ 1 
—1 -11 — Il — Tod В eS 
Па + TzATO-! PX T, ATOI TT TAF- 
AX, = ПЪТ АТ, IT (у, + And — Tity, 


= T; Ay, +[ZE(— TI AT D ITI On + ДУ). 
1 


1 € 
|Ах„\< + Z 


(a+C)= B. 


3.16 ”由 引 理 3.22， 对 VtE0;，T(t) 在 域 D 上 是 闭 的 ， 
FAW zErT, TH -z BARD, Ar cor(t)), RAB 
Bit, itl «1/0), P<ri. BR, ADS RIIRBrecaAR 
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zo CT, |tlirr=jr|r,v[HR (zo )]=1.E#Fr,: =ro[HR ”(zo)], 
Ho CO[ THR'Czo) AE Ho | = |т| ro. t' = +r/u Ж Ie’ | — 1/ro 
<lr]; 因此 r’€ A. B® 


us (T' - -q H- Zo )R (zo) = fly) ~ THR (zo), 
0 


其 中 右 端 算 子 没有 有 界 逆 。 因 此 当 rt C€ А, zeGo(T'-cH, 
Ber ERK. 

3.17 MDLWAASTRELCD,X).AWHELOD, 
X), Wr Liz ,HR'/G)€ LX), BwWH{HEL(D,X); 
maX,.;ro[HR'(z)] 1). W E8 Ж, S BI VucC,H 
VHC€W, [R| <l==>eH CW. XL |u|<1, У, (HHR’(2))< 
ro (HR”(z)); АУЕ, eer E Wz, 1- HR’(z) 
ЖХ А-А, (Т -H-2z)7! = R'(z) (1 ~- HR’'(z))-! 
EFL, D). EXHT/-HCZODBHrTCEC'-:12, i 
W 是 平衡 集 使 得 W сур", WAW. UL HCW', Hew. 我 
们 可 求 得 zo € r, u € €, 使 得 po: = ra( HR'(zo) = 1, bo € 
0[(1/00)НК' (292 ], НН, raLOG/P9 HR’ (29) 1= 1, tol = 
1. 1/00 |H) =1/00<1, Ak /Pok HEW’. B 
po T'- Н-да \R! (29) = Ho ~ SHR! (z0), 

其 中 右 端 算 子 没有 有 界 道 。 因 此 zo EPT’ — C1 /Pobo) H), 这 
证 明了 W 是 最 大 值 . 

这 个 习题 取 自 Lemordant(1980)。 它 与 习题 3.16 类 似 . 它 
表明 了 如 何 研 究 不 引入 复 参 数 t 时 , 摄 动 上 的 算 子 族 的 相关 性 . 

3.18 Be Eof， 日 1t| «1. 


P(t)- Р! = LL 5 f R’(z)(HR’(z)]*dz, 
21x ҮЛ r 
! 
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meas Г a 
— f < — .  _ `... 
IPOD - P'|<—x Mic 


KB a: =max,,;||HR’(z)|| HM: = max,.-[|R'/(GOll. AER 


meas Г _ /* )- 1 
а <(1+ PSST. Mgrs JH, 


BucliPC)-P'I«i/Io'*iBIXPCGOo/,o'*»-1| <1, XE 
BBY MI tIS, <P), 0’) = 0. ERD M|0'*] 


max||R’*(z)p’*|| 
Zear 


来 代替 ， 则 可 得 到 较 弱 的 条 件 . 


1 1 1 0 1 
3.19 в = ( ^ 4=(， „), “=( ), HH 
0 -1 | | 
=A-B=( ) 易 见 0Ep(A) Пр(В) ВА-! = 
-1 0 
/ ' 


0 -1 1 
计算 4'H=(_1 0)， acm p | .车 假设 
2 
0 


-一 0 
h 
cuna | 3 
1 | 
0 xj 


IO IH 2382, 8 


er о Пат со Аан. тяни: LH - аы 
i т кез marawa aret rm n 


pur 
ja" 
CA^ іН)? 6*0 = 
| | 


0 


"LER 
因此 对 VkE N， mer DAA 80 Fr 15 BRAN ANKER 
对 所 有 整数 ， | 
1 \ 


d 
|o cxt 
(A^ 1H)? **1 = | 
1 
| okt 0 | 
qd 
T 
i | 1 
Uz “| 2° > bore ы] mm] (0): 
0 / 
因此 精确 解 
— í 1 Y 
> (>) 
. м ә 
x = > u, = = ( ): 
k=0 c -i 
-x( 
7 2 


FER Л 9, KARN: 
1//2 =ro(HA +) = |(HA 1)![1 7. 
2.20 注意 到 由 于 x = R(z)f, R(z)= 
R’(z) Е. (HR '(z))',x = В (2) HX ya tx = 


Ft O O (R'(z2)H)ix', Вх’ =R Gf, Ф 
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. .om k 
x- x= R'(G) > OIR/(2))!f- У (В'(2)Н) Е" (2)f. 


i= 0 i=0 
{8 (R'(2)H)iR” (z)= R'(z)(HR'(z))';y 因此 


x — x, = R’(z) ` (HR’(z))if 


< 
i=k+1 


= R'GXGR/'(2))** 1 (HR'(z)):] 


i= 0 


= RUC) CAR! (2) )* HR’ (2) CHR’ (z))if 


i= 0 
= R’ (2) (HR! tz)) HRGOf 
= R’(z)(HR’(z))*Hx, 
ФЕ e > 0, WE ME + || HR ' aes +e, Ф 
Ж, HFR'(2)-RAR, M | | 
lx- x ССР; " 
5.21 见习 题 1:53 的 解 ， | Е 
5.22. 由 (3.23) 得 方程 (1- POT N-A N= Bu" 其 中 
On = C,o' m, Q'- P' = C p’*>p’, HmC(üi-P^:x. 


计算 
| | | k-1 
B,9/-(1—- Р“) НТ. 1 -So, HN, -; at > О: T” Nei» 
i=] =] 
2. ikv,-O0-H,,91» f. 
h-1 
В.ф'= (1- P')Hn,- + Ў; Va- и +С Q, T Ti- i. 
i=} imj 


4HQ;T/n, = Q T'(1-P' Ti =Q 1- P')T” NA; Н. 
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een ee ee Ce ED 


О,(1-Р”)=0,(1-0”)= 0, ЖЖ ІУ, im 
ХІУ ТЬ. 

| k-t 
(1- POTN - Ат =C- PHN, ,- 1—- P^) S vin, io 


іт} 


= PCT -A0Q- P T, = (1— P| m... + 


h-1 
+ Уут. |, 


i=? 


| k=] 

m= Sms Eva]. k= 2. 
i= 1 f 

HF S’mo=S’o’= 0 即 得 (3.20) . 

3.23 Q'P(t)Q = 了 7iPt)xXiy7yixi。 因此. 
Q'PODQ'—-Q'JSk mi YT. CHE {xi}, fyi} FRR 
为 对 角形 : (P(t)x,,yi>- 1。 因 此 
r, CQ'CP(t) - P')Q') < 1 <= тах [«Р(ї)х;,у:) 7 1l <1 


«=> 0 <max(P(t)xi,y < 2. 


L—»0'P(t)ix;30,i-21,-,m. 
dm-1,HQ'-P', RERE (3.17) 中 的 条 和 件 。 

5.24 WT'=Q'T'Q'+(1-Q')T'Q'+QO T(1- Q’) 
+(1-Q”)T(1-Q”).HTQOQ X= M'= P'X, ЖЖ!) 
(1-Q°)T’Q’X=(1-QT’M’S(1-QM’= 
(1-Q’)Q’M’={0}, 因此 1-Q’)T’Q’=0, Hid 


r= (7! тг 
0 T44^' 


HP TiS Tiy’ T= OT iT, = (1— Q)T1,, KH 
(Tí-2)! COT TED у 

0 (T4,—2)^! 
Ho(T’)=0(T{) Ua(T4), В 0 оТ") = оо’'Т’'О') UY 
(0- 9)0T'/Q- Q^». 

要 证 这 两 个 谱 除 了 和 零 外 不 交 ， 只 需 证 明 a(T1) 站 (TY4) = 
$.HTyP'X-09'X, HERBO(T{) BolT’) 在 了 内 的 部 分 .对 
任何 h’ Co (Ti), TidEzC 5 使 得 4 Co(T! +zP’) =0(0' (Т! 
+2р') 1и’) ЈоСТа)у 因此 由 人 coCT4)。 故 5CT1 Qo(Ti) = 
中 。 这 证 明了 ac(T4) 是 caCT ET SRS. 

3.25 由 定义 OCT) = 061)". И (wl - A")? =0(U' yr). 
COT 4) =0(T') - {и үт; 因此 ] 
T^,;:5-Q^*»(T'- A Dig 
WHE ост рат. 总之， 


OC Utyr) C{z3|z-Aa’| <a}, 


(T’-z) t= ( 


eC Thr c is]z - A | Sd}. f 
Bo>0, 和 /不 属于 TUBE. 
3.26 简单 的 代数 推广 .. 
、 (9 _ 
3.27 We De 为 (3.27) 的 右 端 . B , = (= G)- 
Н; =H;=0. 因此 (3.23) 化 为 
° о ®-1% o | 
(Ti-a Dn = —Hi m1 + 2, ътт, k22. 
1=1 
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ñ u отет enAMU о асъ, oU d pec eM ч IRE: o 
А " жа dipped. eh ao cable A ate чш ст 
eno Ch PTOI io oco aE na NUUS pare Me MIRO iene o cle реча AT: 


BIS v,—TiU. Brel Т ТП ji Vaie 由 p= E$. n 得 


(3.27). (3.27) (1.14), 其 中 y=e1, 并 注意 eH = 0. 

3.28 显然 。 | 

i mE i 

и = (ххх 1020)", v=(xx…x 01 0-07 
是 三 角 阵 T 的 不 变 子 空间 的 基 ， 相 应 于 a;; Maisie ian. 
bay e= |H] SERAPH, lu'—-ulsce, lv' – 01 <се #8: 
еиз0,61.10%0. 

3.29 Жа: =max(|a- X: K€Co(B)),b: = тіп(|а- М; 
和 AE0(A))。 车 a<b，XX; 一 -> 义 , 且 其 收敛 速率 可 任意 接近 a/b. 
这 比 条 件 0(B) 人 个 0(4)= 史 更 强 ， 且 为 存在 唯一 的 充分 必要 
ЯЕ. 因为 不 需要 A 和 B 的 Schur 分 解 ， 所 以 得 到 一 个 较 简单 


第 x 
4.1 ВАХ = С(а,ь PRARB.AMse> О V xC В, 
|х. Ma. #С,„>0@ 8 


5 
,< | |k(t,s)|ds<C,. 


хс B, |Txl.xC,(b-a)Ms, 
于 是 TB 是 X 内 的 有 界 集 。 现 设 t ,,t;,Cl[a,b], XCB: 
[Tx(t,)—Tx(t,)| < Ma | есе, o =, 014 . 当 £ 一 
ts 时 ， 上 式 关于 x 一 致 趋 于 0. 因此 TB 是 等 度 连续 的 .最 后 因 
为 Tx — Tx,|.< C ,(b- а) |х, - xill., PUT AERA +. 
这 证 明了 工 是 紧 的 。 在 定理 4.1 中 设 p = 1 即 得 ， 

4.2 д({х),Х„)=вир infix- yl 


lx = 1 
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SL N yl = “ix ER xy int lx- yl 


= 2.8, (х) . 
II x | 
4.8 [xz—m,x|=inf,ez,|z- yl =dist(x,E,). 
4.4 (t,x) (t)= Z. IX i (t)P.:(t), HP; PPS m,,Xi 
EA EWI, Ela, BIN A; EHO. 


lx — р; 122 (а) = inf [x-—p[D2 (л )» 
' рє@, : 
lx — x aX [22 (a5 b) -| БА x- Y x, 2 


i=l i= 1 | 
E "LZ (a +b) 


il 


> jx ~ р: |12 (a; ) 一 5 inf [х— plz? ts) 


і= 1 Fr 


= inf |x-pl::(., p) = dist, (x, Р,, 2). 


РЄТ,» А 
HS BARS. 

4.5 见 定理 7.5 和 推论 7.6， 

4.6 在 每 个 A: Es Xia; 是 连续 的 且 其 Lagrange 插 什 
L,G1,, ) 有 明确 定义 。 生 L?Cx1a)=La(xtai). x€ CCa,b), 
x1>Lax 是 到 P,,。CL”(a,b) 的 映射 H XE L'(Ca,b) 内 ， 
L,x->x, AA E383.148F IL, + = <. 

4.7 dimpP,_,=r, dim P ,_ 1547 nr. ЖЕҢИ, ‚=1 
5,0-1, R 我 们 利用 r ~1 个 连续 性 条 件 ， о BANE 
(n—1)(r—- 1) 个 线性 无 关 的 约 来 。 这 样 ， 我 们 得 到 dims .,。 


=Nr-n-1)(r-1)=n+r—1. 


t 
4.8 = Drao (Oa 
i= 0 
Yasa 
Ww i 
1, dt _ 4,74 
w= fic DIA. aW ° 


4 2- —h+./l-h 


1 
we |, PMID E 3 l+Vi-h” 


Í la ci- pio- 2! 
w; = — — — — 
(i-i)h h J t 


(i+1)h 4 | dt 
— ((1+ 1)h - t)— 
T M ' 1) Tt 


= Sn? - 1)4 - +G +1) 1, 0<i<n. 


x t E{tj,-1,t;i Brito- n,r(t)=r(t)- r(t,.,)@;_,(t)- 
r(t;)e;,(t), JELC Ct; s rA) rji) t (t— tj-1) 


rot; rh), JË? € (t, ,, € fiir (t 
rj rhe Oi e 2и (83), e,_,(t)+e,;(t)= 1 H 


ei(t)=(1/h)(t-t;.1)。 于 是 有 r(t)= mart) = (tm 


t; 0! r" (£0 —- hr" EF e(t). F Æ sup | r(t) - x,r(t)] 
ЕЗ; 
(1/02 )ѕирвел; 17" (5) |, FILA 


і 
|(Т—1„)(т)|< sup [r(t)- И ОЯ | 
0<'<1 ow 


EN 


= 
ч 
n? , 


sup Ir"(t)l. 
«t«] 

4.9 x =(x;)y/ G12, b =(b,)r € 12, (Tx), = ZT. Gi; 
xj。 了 是 有 界 的 : IT|2< > lai;l* «co. H ж FE, = {е;, 


і, ] 
е.) 的 投影 法 解 出 Tx-x= b. л.(Т-1)х, = 2,0 = 
L5.,bj;e;. Bg, ((T—1)x,—b,e;> = 0, ] = 1, `", R. x, = 
F. xi eis 其 中 xf ) 是 


п 
Sax" — xÜ") =Dis i=L,-,n 
1 =1 


的 解 .。 解 的 瞧 一 性 需要 条 件 工 此 ao(4A)。 例 如 ， 当 号 jlaii|2 
< 1 时 ， 它 是 满足 的 ， 因 为 此 时 |Т|< 1368 (1- T) 1 存在 
HAF. 

4.10 设 {e;}; (或 {f;}1) B X, CRY.) HÆ, RE. 


为 {eiji CRT. тхе E Fax ffi (4.6》 化 为 


S (Te;, }*%)&;,-2 У) (e, fe = E, 
J = 1 


і = 1 
(4.7) 化 为 : 
$e; Їм, „= А, > Ce, JEn’ i= 1,..., в, 
1=1 1=1 


4.11 由 条 件 (4.8) 得 mL 是 连续 算 子 ， 因 为 f。 л; 


— Pm Pas d 
X.X. Slyn, XQ XSMN me x= ліх, ухе Х.л.ЊүҮ. Е 
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2 ninas о: mn SEEM ie эди ipu UBRO Dh 0o sar iska Ou HR M I ee i de PO UO CoA NN Tae mE Ree - 


WHET ERY, 到 X, WWM, йл, 是 X。 上 的 投影 .将 
元 1 作用 于 方程 (4.6) 和 (4.7). 

4.12 6,=cosa,, EP a, ЖЕ, ЖЕ, MERR, Ta = 
sina,. 0a < 1 4&1, > 0 «=ъ1/т„=|хү!|< оо. 

4.13 <x, Yr = <x, TY), ||Txa— fil =min,ez,||Ty— Ji. 
Жо, = Тх,, lv, —fl = minseren-ra lw- fl. VwCF,, vn 
—],ш)=0, VuCE,, (v,—f, Туру = 0, TX,- f; vr=0, 


Xn C E, 有 Xn(Tx, —f)= 0, 其 中 x; JBE E, E BJ T —1E 568 
X. | 
4.14 r=f-(T-z)x, u= x— х. (T-z)u= r, È 


w= Tu, w-zv-r, 
(T—z)yu= Tr, u= L (wr) А 
Н X. 


(x,T-z)w,-m,Tr, ш, СХ, u, = (u, — ғ), 
X= x +2 (w,-f+(T-2)%) 


= lTx. 


1 1 
zu zit 
4.15 ((T-z)x,,e;i>r2= (f,e ira i= 1 n. Bh 


b b — 
| | | Eet, s)2,(s)ds~ zan (0 | e; Ct) dt 


А | 
= | f(t)ei(t) dt, 


x, (s)= 2 Eje;(s). 


i=] 
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我 们 有 
п | b b | | 
>, | | | се, ne;cods - zeico | ein at 
бе] a a 


6 BEEN 
Ë [ice C at, і = 1,-,n, 


由 于 {e;} 是 正 交 的 ， 在 应 用 求 积 规 则 之 后 并 注意 {ш}! ЖЫ, 
VERA, RIES | 


n rt b NENNEN 
> ё; [> | w,k(t,,s)e;(s)ds 6.) - 2| 
j^1 1 
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= У w,f(t,ei(t,), і = 1,--,n, 


i=. 


Flot, we, (tit, 0m 0, RKE Je er armos. 


(wielt) 的 逆 取 作 《ej;(t;))， 我 们 推 得 (A。- xB)E, = 
CfCct 0, BIN (4.10) 其 中 ri = +, lj=ej. 

4.16 考虑 由 (xm,x)Xt)= E7.,0;,1/ (0 定义 的 YY, 上 的 
投影 л. XB 


Sept =x), i= l, n. 
j= 1 
x,{(T~2z)x,-fl=0, x, € X,, EXE (MA) FE BJ x, 
(或 Y,) 的 Petrov ik. BA, де (т,)) 50, ЮЧ} 
是 任意 的 。 
4.17 te w, x= F. x(t e;. r. Tr, X TEE a; = 


b 
| k(t;,s)e,;(s)ds. ##F{s,e;(s)%0} E, kCti s НЕСЕ, t 
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DO жтт ЗЕ coca cocto ml e нес DIY s Macon E АЕНА rem c t c aer ЭДЕН. ГА: < RR ERR am D Ai PUNA ds ТШШЕН nra cass GMC. А CONRAD Rr PRA `° oem amino DM 8 


b 
KM, a:;Bjaí; =k(t,,t,) | ei(s)ds = ш; k(t;,t;) ЖУЙ 


Ж, H) Fredholm 法 矩阵 的 系数 ， 
4.18 Ú 


$)-— X wks, tx, C) = 1 f(s). 


i=l 


因为 是 x。 在 点 ti 的 插值 ， 所 以 必 有 8(ti) =, (20), В 


LS wikita, tox QD Sham, 


1=1 
故 {xX,(t;)}?-1 必 满足 (4.14) 。 
4.19 F; (z,x)i—(z, (1/z)Tx), ЕСА, ф) = (А, G/X 
TO) = (А, p), (AAT =p), H Ом, P) 定义 不 动 点 BE 
A. 


E _ 1 
(Anti? One Di = P(A,,P,)= (л, -Te,). 
这 给 出 在 (4.19) 中 


Anti = An Н. Pari= To, = Ф, 


4.20 因为 用 Tx= f RM (T-zo)x=f-ziox, Эх = 
(1/z )[f- (T – 20)х], FRx. =‹ 1/zo DE f - ( T - 
20)х,]. 

4.21 Т,Фф, =A P WR СТ, +а)Ф, = (А, +а)Ф,. BF 
тф= 0, (Т+а)ф=аф, Ф, = (А, +а)-1(Т+а)ф,. 

4.02 х„=Тх„-®, (х,):= Ета: -bi i € 


N, Aha) E 
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ELI ME а 


n 
Жах! -xi =b; i= 1,6, 


Pf. 因此 Сх); ="), і = l,:- п. 
4.23 л.Тх, 2х, = m f, х, = (1/20) (Tx, - D. 因此 
(Tz,-—z)x,=Tzxz,G(Q/z)(Tx, — f) — Tx, + f = aJ. f 


rZX,)—(1/2)Tz,f—- Tx, f— f. 
4.24 xz,[(T-z)x, —-J]=0=x,(Tx,—f)=zxm,x,. W 


此 TX ,= /ar Tx, 7-7 m,x,. 

4.25 Рк= 5 ;Рк,;, KC(a, В, yl, H92- E ,%2;,, 对 
每 个 人 ;应 用 定理 4.3。 

4.26 ТАФ = л, ТФ = А, ФС, 


4.27 在 定理 4.3 h T€ = T,, R%€(z)=R,.(z), TS p€ = 


л„Тл„Ф©= л„ТфФ©=\„Ф©, 
4.28 由 (4.9) BY, =[(x=,T-z) x ,J ! x,Tf = Z, (z) 
KnTf。 因 此 


xl Р Я, (ая, ту 1 
| = Rs(z)f = х5, 
4.29 M= PSX= P, X, =Ma, DEM, EM, k= 0, 
w 1- 198838 En M, = И, М?=Р?х= EDP, A, Tx. X 


0 ET), ImT«Dom(T^!)-X; 因此 M? = #,% X, = 
€ uM, =Ma. = 0 Co(T), 28 а CpOT), 于 是 0 € p( T — 


a) BLA E-T- E ERARE. 
4.30 PEP= E,D, AN, TP= AE, PD, A, P=A F, PEQ 
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HH 


XA. 0 是 半 单 的 ， On = Balan 因此 PEP =(/Мм)Р%Ф.. 


4.31 Tigi=Tx, (i-re) - 2 ТТРС̧ = ТФ 


= А, (+ тес) =, PS, 
An 


的 ， 则 Pip = (1/А, TPSO. 


4.32 Mi= Р&Х= Тл, ED KX, STM, = TAE, Mn = Те 
4:33 Fl: X, >X, (le; ety=uik(ti, t;). 


(,efy-x(t), m,x- У G,eDei:. 
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Tix=> | 9ке, toxc | Cis 


imi jul 


CTAR) = D Wki, EOD) i, 


j*1 


Сл, х 
)*1 


i-1 “j 

= T ix, 
TNx(s)= > wjk(s,tj)x(t;). 
j= 


由 此 得 xX。 TI =T.. 
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4.34 将 (4.20) 用 于 


(Fix, 0 | 
r= ess dert. 


! 0 ` O 
N ， 


AX RH] 218 4.27. | 
4.55 І, УА, ЕВЕ BZ; = (1 - An) Di. XPE 


pil (4.22)。 然 后 利用 习题 4.32 证 明 M*? = TYM. 
4.36 |R,GOz,x— RGOx| = [R ,(z)m x—R,(z)x + 
R,C(Gz)x - RCO2»)x| <| R,(z)|]| | (1-—x,)<x|] + (R ,(z)— R(z)) 


x|. HPR, GO ORG), 18, <M, Hz, 1,884148 
IR (2)л,х- R(z)x|— 0. | 
4.87 由 于 TT, EZREK, |Q- x xls sls H 
сү= 1, 28402) = Ri(z)x,T-1. HA xš = x, E. T* EK 
的 ， 所 以 有 
|x— x£|s zx, x + КС ШК - z,2T*z,l 
JO - x. )x|<(1+e,)]|C1- ж„)х|, 
Жү є„:=|Е*(ш@)||(1—х„)Т*л„|— 0, noo, 


4.38 3 n0, Wiz, 1， 但 由 于 T 是 紧 的 ，TB 是 相 
对 紧 的 《B 为 L*(a, b) 中 的 单位 球 ) ， 由 定理 3.2 得 上 1- 
m, T|, > 0 。 由 命题 4.6 及 习题 4.5 得 jz- х6, =О(Вһ'*1), 

4.89 因为 TXCC(a, 5b)，L,T 是 明确 定义 的 , 对 x € 
C(a,b) ,3EL^ (a,b) H, CL, —1)x— 0 .这 证 明了 | 一 工 ,) 了 | 。 
—0 HIXG,T-2) 3.—M, zE T). нт 4.618252 х, 
xCc(a,b), XR Lxl. 应 用 推论 7.6. 


4.40 Tit L (a,b) 到 C(a, b) ЕНТ. хс 
C(a,b), Æ L"(a, b) rR, (L, -1)x—0, Abr Я 4.5 在 


C (a,b) BTL,— T. Н 4.6 xt x, 

4.41 @fecr (a,b), kcC*([a,b]*D, BlixccC*?(a,b). 
在 第 七 章 定理 7.2 中 给 出 较 弱 的 条 件 。 

4.42 z,K-a—K a 蕴涵 (zx,K—-a)!—3SUB8 2 B H + 
n,-1, uu, 

4.43 在 Chebyshev н т,, x (т) =%,(t;). 因此 


шах, ((x- x ,)(r;)| S c dist (х, D, ,0. 这 不 能 由 命题 4.9 推 
出 ， 它 证 明了 在 均 方 意义 下 关于 权 p(t) 的 收敛 性 。 


b 
4.44 o(s)= | IkCs,t)1dt，sECa,bJ 在 [a,bj 上 连续 ; 


因此 存在 so С [a,bj 使 得 8(5) 志 83(s0)，YV sELa,b]。 设 {xnm} 
是 Cl(o,b》 中 的 序列 ， 且 |xm = 1, лх„(Ф)=0, i-1,-, 
п, (Tx,) (So) >O (8922 0 (50) ~ 1/т (这 样 的 序列 的 存在 
性 由 测度 和 积分 定理 保证 ) 。 于 是 我 们 得 


IT1-——<lTx,l 


=](T-—- TOX IT- T|. 


“moon, AIT- TISTI. 
4.45 I. 对 x EX,, x(t)= E ix(t;)e,(t). 


(#{- x, T)x = X (X [wikt 
i ] 
b 
- | k(t, s)e,(sdds | x(t, Je.) , 
а-л, Т) х, S 
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=< max sup [k(t;,t,)— 
i,i s€Di 


b 
ti,s)| > | |Je;(s)|ds— 0 . . 
I. [G-r T|— 0. 


4.46 假设 如 下 条 件 成 立 : 
(1) r 在 Lo ,b]x[a, b] ЕЖ, 


| | 
( 2) max, ssf lo(s,t)ldt « + оо 

b 
(3) lim... |a(s’,t)-o(s,t)|dt=0, V se(a,b], 
(4) sup, E 2.,max, ,.,le;(t)|] < toco, 


然后 对 XeC (a,b) (|х| s, 34seta,b] 时 有 


|Т„х($) |< > |r(s,t;)|l|x(t; A max le; (t)| 
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| lots, t) dteclr(, 2] |х].. 


于 是 |1T.xj <c|x]|-<c,E. {T,x} 当 xeB 时 一 致 有 界 。 此 外 ， 
#s,s’efa,b], W 


T,x(s’)-T,x(s) = > ([r(s’,tj)x(t;) 


i= 1 


b 
fre, (t)o(s’,t)dt 一 "ба, хт] e; (t)0Cs, OdtT 
" b 
= CM [(r(s’,ti)- rG, tox o| e.(t)o(s' t)dt 
i = 1 a 
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Comeet ea amad upe ecaa ае at aa abha ia A ВАНЬ E EA e H -AE с ЕА A EEES њар наноса ав a. epa ppe mee oi ce REH а e = -Er a 


+ r(s, бок] е, (4) Co s^ , t) — 0(s,t))dt]. 
w s's h, |T xls) - T,xOO | xocilrG^,2- rls, +) 12 


+cs| laGs D-0 (s, lar» 0, Hi MEK. 由 此 即 得 结 
论 。 š 

4.47 设 s>0 给 定 ， 存 在 m(s) 使 当 moms), n=1, 
HB z€ BW, lTzx-T,x|xlTz- T.l«e. Hl {Тїх; m > 
m(e), nci, xC B) ҖИ EK HR e- 覆盖， 所 以 是 一 个 相 
对 紧 集 ， 故 可 求 得 有 限 履 瘟 . 对 每 个 m,1<m=m(e), (TX; 
ncl, xcB) 有 有 限 的 е 覆盖， 这 是 因为 K" 是 相对 紧 的 . 
由 此 得 (Tie; ml, п>1, x€ BY 也 有 有 限 e — ux, KA 
ЖАК ЖАҢ ЖЯ] XS. 

1 
4.48 (T! -2)19 - ——(T DT. 


pl 1 pi - - | (--1-) 
Р ( л ‚ TE) 2ziJlr(/:) Z 


1 y: TE 
— t= > 

AT 7 Таг, 7 
р 
2miJlJ:r (a) 


LI) 


-l | oo рТ t) idt 
ra | 


2i t 
= - о _ t (T- t) tdt ` 
aise Oy) t. 2217 () ©, 
= 0 
.= PO,T). 


4.49 习题 2.29 证 明了 了 


ц = x 
u(0) -и' (0) = 0 besos a(t, s)x(s)as 
u(1) +u’ (1) = О | 


其 中 
| 1 
| —(t+1)(s~2), t <$, 
g(t,s)= 4 3 
|$6*DG-2, >s., 
u = Gx 
(Pe í | 
x = Kx + f 
其 中 
1 
ts) EE 
k(t,s) = E 3 | 
ten, 


4.50 $ =GP, (1- K)9 = 入 RGq， 这 里 KK 是 在 命题 
4.15 中 定义 的 。 两 个 核 在 s = t 处 均 有 第 一 类 间断 . 
4.51 жх 熟知 的 偏 微 分 方程 中 的 结果 . 比如 可 参阅 
Adams (1975), 
4.52 对 任何 闭 的 稠 定 算 子 工 : DS H—H, (и, u>: = = 
Cu, U»u- <Ти, Tuya SE ТОЧЕН. | 
(n ,u2p-lul&*lTulàc 0, Vuz 0, u€ D, 
(WWD= wat <Ти, Tun = U, Vp, 
(qu +0, WY p = аи, Wu Tae (Tu, TW + CV ,Wp 
+ <Tu, TWH =a, Wp + <и, Wp 


其 中 相应 的 模 有 jlp= Сиио) = (u 1 + Tul}, B 

和 Tea 1412 + 17и =, TELD, H). MER 

БЕЙӉ D 52456. 设 {us} 是 DD 中 的 Cauchy дй, Ju, — usa = 
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We rU ç alle Hc Nn Sigit: Pn дарчи RR CH SMS -—- fane ч ые унышлы ere nae ш 


Тет оне аА уе: tn 5 курс с. 


Пи, -umla t |Tu,- Ти, |2» 0, n, moo, M(u, RI(CTu,) 
ЖН руй Сапцсһу Я], Witu, >u, BH 3 T Й, Ти, > 
Ти. XE, -ul = lu. -uli (Tu, - Ти» 05 teu, ux 
SUPu € 了 。 于 是 也 是 Hilbert 空间 . 

4.53 <T'u,uyn=a*(u,u)= alv, u) = <Tu, Wa = <и, 
Tun. 

4.54 AnH LWA: LELER. ATT w 
义 于 D， 故 4 有 值 域 卫 . 

4.55 H V Е Lax-Milgram, a (u,v) -(S;'u,uv, 
b(u,v) = (5 'и,0)уз 其 中 Sr 57.8 S, j EV EG R. H 
此 


alp, u) =Ab(p,vu), Yv EVES = А53 
>S, S7 h= (1/%ў. 


4.56 利用 习题 4.53 朋 注意 由 B* 的 定义 ，a(Bu,v) =а(и, 
B*v)， 又 由 于 对 w € V, Bu-Au,ita(Au,v) = (4,v)n =a(u, 
B*v) =a(u,A’v), Vu, vCV. 、 

4.57 # a Hermite, (Au, u)n=a(Au, Av) = (и, 
Ava; 因此 A= А’, Bx= В, Жа 9 8) 0, (Au, шн = 
a (Аи, Ац) 2а|Аи| > 0, 0 =u € H. 

4.58 HF(Mx, у), Mix, у) ж Hermite 正定 半 双 线 
BER, бх, у)н: = Ох, у), WE (x, х)н= (Ойл, х), > 
0, 0% x CZ, (ах+х', y)uzaQx,y)4 + Gix', у), = 
а (х,у)н+ (х', YH. (х, У)н= (О, х)н, WAARW 25 it. 
Mu = Аи, и С DS Qiu, о) = À Qiu, va, Vo C V. 因 
Ж (и, u)a= А (и, Dy, Vo €C V, 

4.59 л,(Тур, — Anp) 二 0， 其 中 TT, 是 F,={1，t，…*， 
t" 1} 上 的 正 交 投 影 . 
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b 
Í (fy, А, р) ti dt = 0, i= 1, 0, 
Wn EE, >, = EL.,5,,€;. 于 是 


n b n " 
Жа] ceca 56, есюн, 
] = 1 M i=l a 


1 = 1 9 ..., n 


HEC TI ce (tti idt, bc [eiti 
dt; A=(aíi;) B (bi). 方程 组 是 可 解 的 ， 于 是 AB? = 
入 ,BE С), 

4.60 i w EE,= Р,,,_1 (4.34). R) D'uc P,-1, 
-4C€ TE, = (1- KOG^! E,, ЖАНЕ ; D'E,C Pnois SE, 
SCL-K)P,.1. H3 AE. 

4.61 L,(OT4, — data 0, ж. = Efire THe ti) 


-AGNO D, ETE; Ce (0) А, DB C(t), i=1, 


j=l 
Sy nN. Ba, = Celt) seí* Co - Lithia, (ti ef! (ti), 
bij=ei(ti)s А = (0:;), B=(b;;)s EM = ($jn). PA tt 
A& CO =Z K BE), 


4.62 ”对 于 和 矩 法 《或 配置 法 ) 矩阵 由 | сенш Ой 


“e (t) Ail, Exe rotas oro 给 出 . 


4.63 见 题 4.16 的 解 ， 

4.64 ATC, 中 的 函数 是 在 每 个 A ;上 的 次 数 不 超 过 p + 
r 的 多 项 式 ， 所 久 D2C。S P,a RZ. HER (4.34) ABH 
于 系数 的 个 线性 无 关 条 件 。 在 习题 4.4 中 定义 的 投影 x, 是 
F,-99C,- P,a EBJL2- E RRB. Eu,- f LF, (<> 


л, MALAM 0, к. ЄС. 
4.65 A TER (r1) f Lagrange 插值 (习题 4 6。 则 
(Su,- f(r!) = 0 SSL, (Lu, - f)= 0 
L, vedi CCa, 79] Е,, MRR, FELE C.G, b) ERY 
He. В... 的 选择 仍 是 任意 的 . 
4.66 关于 Tu= 了 的 最 小 二 乘法 为 了 (TU 一 了 )=0， 
(и, СХ,, л, HEX, ERL- SEXO. x frr 
Un =Gx,, z,[(1-K)x,—- {1 = 0. x, € Dx, - Y,, 
MIR AATSMY, 和 左 子 空 间 2 X, 的 1 — K F -Petrov 
ik. 
4.67 zx,[T$,—My.17 0, 0, C X,, x, Y, EFIE, 
这 等 价 于 | 
Ya = СФф,, rz,[(1-K)p,-MG0,1= 0, 9,CY,. 
4.68 广义 本 征 值 问题 (1- K) 9 = 和 Ge 相应 于 预 解 式 (1 — 
К -26) IG (参见 第 二 章 例 2.28) - ЖИН, HFA- x, K) 
9 ,= 和 Zr,Ge, 相 应 于 (1- 并 天 -zx G)-ir,G。、 设 
| A,(2}:=(1-%,K-2z12,G)71, А(2): = (1— K 
-zG)-1， 
JII] 
A, G) - AG) =A, (2) (л, -1) (K +zG)AC(z), 
H. 


 JA,G)z,G- A(z)G| «ICA, G) — AG2))r.Gl 
+ [ACOlliG - z,2Gll. 
HF nokt, [C€ 1 —-T,)(K +26) |» 0, EXTA. 
4.69 HFTT-A4-201-K-X,00G^'füi —- PARK, 
CT—M) — P), =(1-P)A-K-i1,G)%,. MU PO, = 
CT-a) 1(1- P(1-K-A,G)9,. H*+SG,)=(T-X,) 1 
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iocum te ae чете OH RT Oe aM Re a cd tee і 


Q- P», REO- Руф, = 8(М)(1-К-Мб)Ф„, 49, = 

(K+ Ge (PP) 加 =S(OM)(9s 7 Pa) ALE K MZ, 

G)o.=0, (R3) HA.6D ， 故 g, - Ф, = (Xa 一 pr。 因此 

C1 = руф, = Sn) (т. 1)Ф,. | 
4.70 z,(OTj, 9,2 = 0, KH y, C X,, m, 为 了 Ys 上 的 

Ev, RST 

b, = АӨ, «50, = Ty. Tn (0, 406,02 = 0, 0,€ Xs = TX, 
4.71 30,2 A,40,. нф, = A0,, 


An 
An 


4-а - р)Ө, = (1- Р) A0, = (1- Р)ф,. 
4.72 由 a јаз вор. 同时， 车 us 和 ws 是 《4.50) 在 
V ,中 两 个 不 同 的 解 ， 则 对 ws -三 关 0， 可 得 a (и, 一 Wa， u,- 
п) = 02a lu, 8112. | 
4.73 Bei c, е, 是 V。 的 基 。 则 и, = Fi. S; 6; Ж 
(4.50) 等 价 于 
E.,5,,a(0,,06) = (f Cin d 71, esh, 
Ara, =a(e;, е), bis Cf» Cm &(") =(8,,), А = (a; ;) 
b =(b;) ; 方程 组 АБ C? = БАЖ. 
4.74 (4.41) XTA Bia (Аф, u) = Q 0)н = A/A) 
a Q, 0), VUEV; BlaCAj- (1/0, 0) = 0, VEY. 
由 Y ОЕ Н але CA, — (An) a) Vn) = 0, Vb, E 
V,. V. AE AARP AR GEE 1/0.) 的 本 征 向 量 zig (1/2) 
r Abt, = A/A )T2Ab， 所 以 一 般 地 有 Tuy ae 
4.75 0o(A)= aa(B) 由 下 述 四 条 得 到 ; 
(1) 0Ep(A) 之 0OEPp(B)， 
(11) 0 € o(B)=>0 C€ p (A), 


(111) OF ZEP(A)>ZC PCB), 


(iV) 0=z Со(В) >22 € PCA). 

证 Ci) CE o (A)=>||A {н «oo з itu C€ V, luli < 
с | a (u, и)і< c |ÇCA "lu, wulxclA !lululzs FAV 和 
HHE, Н= V, A= B, B0 € o (B). 

证 Gi) 0€p(CB)-lu[vxcilAuly;, Vue V, W 
иіс Aulis с laCAu, Аи) | <с| (и, Au)agl «cllulzlAln, 
结论 如 前 . 

证 Gii) A-z : 瑟 一 五 是 双 射 ， 因 此 刀 - z : V— V 
是 单 射 。 只 需 证 明 它 是 满 射 。 设 了 e V; 存在 4 EH 使 得 (4 
—z)u = f Hu = (1/2) (Аи- |) Є V; 即 ( 刀 一 2)U= 了。 

ШЕ GV) В- z, УУУХ. HT V AE H rh $š Ж H 
B -zx 关于 小 是 连续 的 ， 故 只 需 证 明 (B-z) 122 F 35 38 
1.1.2880. 假设 不 真 ， 存 在 uw, С У, lu,la= 1, lim,|(B 
-2)4,1;- 0. бо, = (1/z)Bu,, Ит, |0, = ш. 15 = (1/1z|) 
lim,||Ba, - zu, |a= 0 ， 存 在 N 使 得 当 n N W, По, 1225, 
Hlv.lr2 c. 证 

ICB -2z)vlz<cla(Bu ,一 zu，Buu 一 ZU。)| 
<cel(v,, Во, ~ 20,)н- (uy, Ву, zv.) | 
<cllu, — u, (B - 2 ually. 

ИГИ Н lim, (B — 2)о, |, = 0, Жш у> c, X4 (B 
一 z) RF ly HER, 052 CoCBOP)BR. а 的 强制 性 
更 涵 了 0 不 是 4 的 本 征 值 ， 因 而 不 是 也 的 本 征 值 。 设 0 夫 入 和 
Qo(A), KRRABRAm<oo, WHFIMAcCV, Ker(A-2)0" 
={х ЄН; (A-A)"x=0}CV, HABA MBA. 

4.76 VucV,, alB,ul?<H.a(B,u, Bu) x:| (4, B,1)4l 
<ul Buly; AbelB,ully<luln, #2 = 0, WB, 是 可 
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eke чш ога ете MO ЫЕ Y s 


MW, H |B7 Ié < c = В! |„< с Bm luly<(c/a) lulls, 
Vu€V,. Rely Miele 在 V, 上 一 致 等 价 . # z 0 Н. 
IR, (2) [у <с, WCB, —z)uly (1/e) Nully, u СУ,.хЄУ,, 


Вх] clG, = 2) B xy < (e/a) (B, 7 2 alle, [lla = izi 


IB,x— B,x— 2х1н%7 : IL 1 CB, 一 2)Х|\н + Been <p 


(1+5 )!‹в,-эх{н. 因此 IR, Cola QI DL сја). 


Моё, Ж 18,0) 1н< с (2 #40), 3&4 358 18, (2) и 

(1/]z])(1-+ с/а). 

4.77 А: H—H ( 值 域 在 V 中 〉 ÆR, |х 一 ліх |н 
0, x€ V. ЪВВЕН BUR; ABE VA HIN Xt ЖЖ, 
KICL —-х„)А(н-—> 0. 

4.78 在 互 内 ,a(uk，ub) = (Tu, u)u=a(u,u) = (Tu, и)н= 
(u, Tu)ai=m> T = T'_ (u, u), = a (u; u) = (Ти, vnu, #24 
03-u E€ Dif, luli = (Tu, 1:07 0. ARTEX MEE. 

„ 4.79 Ми, u CV, a(Su, u)= (и, wy, Н (и, о), 
-(S^!u, yp. a (u, Su) =a(Su, v) = (Su, v), = (u,u)y = 
(о, ш)у = (Su, u), = a (Su, u) = (u, Su). К S" S. 对 
5* Е У (Su, Suy = (и, Su)y=(S*u, vy, Æ dE Bb HJ uE 
S*=S, 

4.80 (a Bri =a B xi = xt BA', (4.50) 
中 的 矩阵 和 在 习题 4.73 中 给 出 。 它 是 Hermite 的 ， 这 是 因为 a ;， 
= о (еу, ei)=a(ei,6j)=a;); . W ë = (x), # x = 


S xe EV,, 则 


a=] 


VADO У Dai ix x isa, X riei, E х.е.) 

| = а(х, x). | 
TOFXEV,, a (x, x=)=al|<x| 2; 即 对 0 +66 С", BFAS— 
0. 

4.81 HTH; MH УЕН, AR, WATS. Ee 
Hilbert 28], HaC, АН, x HH;, 的 假设 保证 了 同 
构 人 A, :His 一 有 2, 的 存在 性 (由 Riesz 表示 定理 )， 它 由 

CAnuny Un) =а(и„, uo, Vu, CHin, v, E Han E-H 


Ж. 

由 于 
SUP | a (и„, u,)|= a luli, Vu, CHi, 
ен“ 1 
[*2127! 


我 们 有 lAz«ro Br. НН, 到 HH, 上 的 正 交 投影 。 对 
и. C Hi, Mun, C Hans 有 
(Azn Alins u,)2 = (Au,s Und, = a (иэ Un). 

ША, = z,, Aun, B. | А„| <|А|. 

Anri A tan 且 对 所 有 的 4 ЄН, unt = mtu Ж 
H i PREM Vu, H,,, a (un, 0.) = acu, u.)BJBME-— Ú. 
对 所 有 的 Ww € Hu, CHin, (1-я w= u -u,- As! m, A 
(u.—u,), Ж [O-zi0ulisAa-clAl/eu 一 xl 因此 
[a-ri ulici nU). WATER 8。 的 存在 性 ， 对 所 有 
и CH;, о СН,, Ari. ЖУ Ж aCzi.u, о) =аб(лі,и, 
xiv), Нил, NEM au, mi,u)=a(mi,u, mist), 
故 得 а (и, Wi) = a (t.u, v) ， 这 表明 (лі) = Win È 
їл. ЕН, ФАА) 1 ВЈ. 
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1v 


Ui-1 =» Ese t; IP 


=i 


п = 1 


ә, 
—2ui7 ~ 42,840 1:)У}, 
| int 


iv 
i.i M gi tyi 
РТ 
и; _ — 2и; tui. "1 
T ay 之 ? (g(t; i, t, i) 一 2g(t;,% i) 
+8({;,1, t;)) 
1 i-1 n-1 
ZZ LE (ti-1 一 1) + Zt t;i- (ti 712 
j=l j7"1 
i a-l 
- 2 У yit, (t;-D-2 X yiti) 
;=1 J= 1+1 


i+1 n-i . 
+ Уу; Gua 1) + У У; TS - 1) ] 


у= 4 = 1+ 2 


n 


| i-1 . n-ti 
_ L| 1—1 ) j 1—1 E 
"18 zwi - 之 G )y; 


i S iN .. | 
_ 2(5 -1)2> ју: - 2 > (] — n) Y 


j=l J=i*+*1 


TET i+ 1 i+1 n-1 
* —-1)ZXi > G-my; | 
n )=1 n J=i+2 
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Ж РЕ 
(2 1 0 0 0 4 
| 1-23 1 д | 
0 1-2 1 : | 
| 1 一 2 D | 
| N N N SO | 


l o +. 0 1-2 
是 正则 的 ， 因 为 它 有 非 零 本 征 值 〈 这 些 本 征 值 等 于 什么 ? ) 


第 五 ж 


5.1 XEP.ET,-z—T -zZR Pa >P. 对 x € Bu, x == 
0 ， 我 们 有 Pax>Px= x; 因此 对 充分 大 的 n，P,x 了 六 0. $ 
x, = Cxl/lP.xlDP.x, x, E Bu, Вх.» x: (5.4) 是 满足 
A, Xt (5.5) 读者 可 按 习 题 5.2 推 导 ， 


5.2 HFP, >P, Ф{1Ж[(Р-Р,„)Р„|— 0. 对 任何 
By 中 的 xn， 
CCP- Pix. = |Px,- х„||< sup ICP- P, )P,yl — 0. 
БА ЫР! 

&у„=Рх„. 2 E >0， 对 充分 大 的 mn 和 yoEBe:= 人 zcEM5 
lix 1 + e), lyd 1 +e, HBe# RW. AINON 
у. y C€ Be, NEN; xX, 一 y，n EN1:。 这 蕴涵 对 充分 大 
Bin, |yl<lz,l]l+ e ， 依 次 有 》& By, XB HEH 了 (5.5). 

5.3 由 定理 5.8，B(M.，M) 一 0， 这 里 
@(M,,M)= max Gup 415140, Ma), SUP dist(x, M)). 


HY V. € By, dist), Ma) = |y] dist C1/IglDy, Ma) > 0 , 
dist($,, M)— 0 , 
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L. a raa in Fa ni HR e een Mme! MISI a Rae nra 


5.4 XIn—NCGDOofzcr, RIAIR, (2) |<M. A 
IREO ICT- 2)°%|<мМЫп>М(г)Я ETRY. 
HIET БТЕ, PI>P*, P, Pa, РР" 
是 紧 的 ， 因 此 由 命题 3.7 可 得 1P-P。=|Pr-P 本 ->0。 

5.5 ”注意 到 对 充分 大 的 n, oC(T,) 0 A 仅 由 一 个 本 征 值 组 
成 ,上 且 dimM,。= 1 。 应 用 习题 5.3 即 得 。 

5.6 | 26,(GOZE A — (01 ÀJ — 390 FE. Н dimS2, X, = т, ШО 
的 重 数 。 因 此 在 工 内 的 T. 的 本 征 值 收敛 于 0 ， 其 重 数 之 和 为 
т. H 2 x 

(Ж„-2) іл, -An (Г) = Rp) An T- Fan) RZ) 


导出 D, T,- л,Р-»0. FEZ”, >P, dimg,z,X-dimPX 


ZH ZT, >P HOH., M)> 0, 
5.7 jJ(T,—z) !l-[dist(z,o(T,))]^!x |#mz| `! < 


5.8 ”因为 g,=g， 重 本 征 值 不 能 分 为 几 个 近似 的 值 。 

5.9 ”类 似 于 命题 5.17 的 证 明 且 有 条 件 &;, 志 &;，i = 
l,'*, k. 

5.10 TERK, 由 定理 2.34 知 p(T)UQGo(T) = C - 
{0} .再 利用 例 5.10 和 习题 5.9。 

5.11 对 4 内 的 zx，S,(z)(T。 一 了 )S(Zz)=(1 一 了 。)S(CzZ) 
—S,(zZ)(1— P) = 5 (2) – S,G(z)— (P, P)S(2)- 5,(2) (P, 
~P)>0. #1915, (z) 1 <тах, є; |К, (2)(1- P,)|| «oo ВР, 


与 P ， 我 们 得 到 对 4 内 的 z 5,00) 55 (z), HMw, EA 
处 成 立 。 


5.12 由 例 3.8， 我 们 得 到 1T--T,~> 0=T,- z әт - 
z, Z EPT), Еж 
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Son me өз ar — EORR PE oe жыр: HRT 2р саар. cea A Eo UAE heme pt er A a 


r [(T- T,)R(z)]< || R(z)HIT- T,|— 0 
对 任何 紧 集 KGp(T); sup rexro{(T-T,)R(z)]<|T-T, |. 
SUup.,eklR(z)— 0. 因此 T.,- zT — z, YzcpT). ЖТ 
-Т, 50, Td T,-z—T- z, B r.[(T — T,)R(z)]) < 
IT-T RG o. 由 此 即 得 。 
5.15 对 zo CO(T), Ra (20) >R (zo), 1H3J 03.11806 


题 2.28， 我 们 知 ; wee C © — (0), В, (za) — t ^R (zo) t. 
于 是 可 利用 定理 5.24 和 命题 2.36 . | 
5.14 XIR,(zo) E A 885.26, VEO R(zo )) FJ, R,(zo) 


5.15 5.Со!арегр (1974). 
5.16 #x,=x, x Әнәй, 于 是 Xs= TR A, JE 


X, 上 的 投影 ， 它 逐 点 收 伍 到 1 .。 车工 是 紧 的 ， 则 1- z£) Т | 
—> 0 s 结论 即 得 . 

5.17 5Ч5]Я#5.11. 然后 利用 命题 5.27， 最 后 再 利用 引 
75.11. 

d -—-c 
5.18 FH 13.13, АЕН АС Qo(T)T,-—>T=: 
dtr 

了 了 ,一 入 天 ,一 一 > Г 一 A. 会 见 命 题 5.28 的 证 明 . 并 注意 xX， CX,, 
Ix, |< i. | 

5.19 对 z 0, К„(ш),х„=‹„(ш); W Ik (R,(z)-— 
R(z))ix, =R(z)XT ~ Ta) x, Z,C2) HL (OP 7 P)ix,1l—> 0. 


于 是 ,对 充分 大 的 n, dimPX, =dimP,X,; P(1,-1)>0 Ж 
dimPX,-dimPX. HP, P304 S EP. SP HO(M,, 
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жоот ars 


IO 0, RW T, 一 > 工 直接 导出 。 

5.20 142318 3.5 的 解 ， 

5.21 按 第 三 章 第 7 节 的 观点 ，R(t,z) 是 1€6,:={tE€ 
‘Cs hel <1/r,) WRAZ XE rr, (T-T) RGO]. 
POMADE t CO-={t C, |t <1/r ) 的 解析 函数 ， 这 
“Hor, = тах, e-o, [(T— T,)R (z)]. 


5.22 ”因为 "是 紧 的 ， 且 T, 一 2 一 了 一 z ， 则 对 充分 大 的 
n, ry 1,‚ 1 E60r 二 6,。R,(2) 的 级 数 展开 为 R,(z)= RE) 
Етте TORGO]*. 对 于 P, 和 入 ,， 展 开 式 可 由 第 三 章 
-7.2 节 命题 3.26 中 的 (3.15), (3.16) 来 计算 ， 此 时 设 = 
1, T'- T, H- T- T,. 

5.23 [T,-z-(OT,—- Т)]х= [1 - (T, - D) R, (z) ]u = f 
Hu =(T,-2)x, uo: =f, и: = (Т, - T)R,(z)u,-, + f, 
于 是 x* = R ,(z)u,. A 2.38, 

lu, = и] с(е) еи, tT~ T, )R,(z2)] +£ ]E*1 
H leë x ISIR: lilu- ul. 
5.24 (Tu~ z)x = f €=>[T,—z— (T, — Тм) \хм= f. 
(T, ~ Тм) В, (z) = (T, Т)В, (2) +(T Тм) R, (z) 
|T,- T|— 0 |Т, – Ta)R,(z2)|< 1, WHAT, 


T.T ИСТ, Ty) R: (2) 2< 1, W382 KB n. 
5.25 х, = RSGOf,x! - ВТС — T)RS(z2)f + Е©(2)]. 

AR s 1.3 的 记号 ， 

RECZ) T = R, G)m,Tm,, REG) =%,(z)m,T- 


1(1-л„)Т, Еб(ш)]=х%—(1- z,)f. 


于 是 


因此 
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—л„)Т(1-л„)ў+ RSGOf 


1 
z 


an rad 
= x“ 十 


| Z.) z, - (1 z.) |ra- TDF 


- 


1 
= ха + 5-б) Т(1-лт,) ў. 


5.26 х= Кб (2) л,.ј= КЬ(2)л,}. 
x1G = р(х) (ТС — TOxS + xS 


peu 


@#,(z)m,T(m,—1)+ la- x, ) T | хб + xt 


之 


.27 х-х*=х-х„— R,(z2)(T,—- Т)х* 7%, {Н 


x—t,=(R(z)—- R,(2)Df5R,GDQT,7 Т) R(z)f 
=R,(z)X(T,-—- Т) х. 


х- х= В, (2) (Т, ~ Т) (х- х" 71) 
= (К, (5) (Т, - Т) )* Cx —x9) 


=(R,(z)(T, - T)]* "x 


[x - xt АЕС 271 z,)T1**! 


qH T rz,2>1 BT 008, Be [(ї-х„)Т|— 0 GE3E3./.2). 
5.28 见习 BH 4.44. HO T,— T, BEDA C. (2)—> 0. H 
习题 5.27: 
x —xh*2 =[R,(z)(T, — T)]J2( x —-x')D. 


5.99 х'**ї—х=КЕ„(2)(]+(Т„-Т) [Sore -р | 


1 
- В (2) = (8,00) -R(z2)] f +—R,(z2)XT, ~ TYCIx'* — f) 


Y 
€ 


1 
R,CGOCT, - Т) Тх'* – К, (2) (Т, - TICE —z)x 


—R,GOCT, — T )x 

_ 1 

T z 
lætt iA [2] HR, Cz) CCT, TT lix |. R«GO-— 


XU RH T. >T; FE THEM, |CT,-T)T|— OBH 
-GQ/|2))|R.(2)(T,-T)T |<c]T,-T)T|— 0. 


R,(z)(T, — TO T(x'* — x). 


5.30 p] RIGMERTO-RGXCT —2z))(Tx’* —- f) 
= —1-(1-К„()) T((OTx/* - f +В, (2) Tx!" + x'* - x" 


: (-1+R,(2)T)Cf - (OT — zix' 8). 


= x + 


~ 1 
R,(z): => 


1 
(—1+R,(z)T) =<R,(z)T- z;RGXKT-2) 
1 1 | 
= RT- R(T R (z). 
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^ч 1 

ITR(z)- R,(z2)] x |< ТЕТЕ (0) ~ R,.(z)]Tx|]— 0, 
X T,-z2>T-2z, 

5.31 4 d'= f —(T —z)x” W (5.13) Æx ttl = 
x'* (1/2)4* + O/R, (DDTa. RZEK 2) (x — xt) 
=@*, ЛЕ ШЇ 53,5 


(T-z)u-Td', х-х'*= 1 


2 


(4 — d*), 
PT RE u. -RIGOTd'. Blütx"*"! -x'/* + a/z)(u* 一 
d')-x'**1, 


5.32 А1ї=‹Тф„,‚ф»›=‹Тл„фр„, TZP), yg, = фб, 


=‹л„Тл„Ф„, Qa = А, Pn, Pad = А, = А, 
P= Фф, + 5,(Т,- Т)ф. = On +5.Т,ф, STP. 
{Н $„Т„Ф„= 0, Ж 816 4.4 FE is. фі = фр, (Fannt 
(1/0 1— 8a) )T On, Н РОА, xr Tr On = 9, Но, Bal Pn 
=P, ETA, Pa = MP, Pa = 0, FE! = (1/А,)Тр, = Ф = 
9 ;. 
5.33 见习 题 1.57 的 解 . 
5.54 Tubu—7 abu, P.6u79,. Ти= T, - (T, — Tu), 
见习 题 5.24， 
5.55 ОСР,(#) -P,)Q§=¢6,y><Pal(t) - Р,) Фф, VO 
9,. 
r [Q (P,(t)—- P,2Q 1 1 <> 0 <‹Р,(1)ф,,у)< 8%. 
Q(P,(t)-P,)QEé 
、 А 
= — ©®, y» | (a.c > t'KS(2)@,, y)dz, 


217 ko 
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r [P,(t)— P,)1Q 


«esr. r 


lylimax(lR, (22 > PIKE, ). 
利用 引 理 5.33 BJuFHH [It] <1, <P, OO y» SES. B 


P,O P E T,COBI ARE НОР, COP 0. НОФ, C(t) = 


о, 规 范 化 的 $5,(t) 是 明确 定义 的 且 $ = 6,0). 
5.36 Е(Фф,А): = ((1-АК)ф, 从 一 了 )= 0 


(*, y» O 

MF IA uo, Wj_,—-u; = Fa Fui), i=0; BU, 
(1-2; K)x;- y = (Zis “Z i)KXxi,s Zi, Zi 
=(<(1 —z K) !x,, фә), 


i*. ^ ^ 
Ах, = zi. Kx, Axi. 5X yi yi 征 (1 -— zi K)yi =z; K(x; 
x, WI. ЕЕ, hz RAPES T zo. THI 48 (1- 20К)х; +; 


—-(zi..—729) Кх, xla, = Zla, Кх +у Н (1-20К)у; = 
zoK (х{-х). КНК, =x, KÆBE: К.ф, = 9, НКФ 
= 和 .9*。 我 们 选择 ze =A хо=ф„, ъ= фі. TÆR H JH 
Zier Kal, 91» = (10-7A x, К), 9€ D + hg m KH, 91» 
=1, -An ZT K) Yi =A Æ KCR- xD ВОЙ ау: Ж 
E zi yi. 这 便 确 定 了 算法 (5.23). 


5.57 (T,-u**!)(u** 1 - 6) =(T, ab SV Т.и“ 


1 
— perils Ти 一 (了 一 和 1) 中 
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US sk RRR ` Ska rapar RI oar NE EA i ORR RC DR OUR nee co leo c cde HERES Top miUe SPT em с. =. 


Iu ————À I nm a ee 


=(T,— T)(ut— ф) + (и *1-– 154, 
Р„(и**1- ф) =0, Bjjhusti— A= «(T Т, ) (и — ó), фі», 


utti ф = (1 AY TEI G+ CET, - T)G*- 4). 
HOSEA А ЖА, Јогдап Ж; We ГД, WJ 


Е ОТ, – 5+1) 71(1- Р, ) |< max|(T,-z) 1 (1- 
ЕГ 


—P,)l, Н Бёрк. 

我 们 用 归纳 法 证 明 收 敛 性 . 

(i) lT,-Tl— 0。 容易 证 明 iiuw* 一 ó| «ет, - Т" 
His^!-Ab xc[T,-TI**?, k> 0. 

Gi) T,— T. VET A, ШЕТ, - T)EMT,-T) 
+1Т,- Т) Ei P| HE: =max,e-(||\(T, — TOR, (z)(1— P,) 
(T,-TM)|+1¢T, -TOR,C21-P,) PLR, 4Yn-o, € 


ат. 

我 们 假设 max (|и2**1— ф |+ 其 2 一 入 | utt- ф | + 
и28-М) <c ef|(T-—T,) РІНЕ К Bear. W e+ А | 
<c| (T, - T) (u?**!- 6) || ACT, — T)(u?**! - 6) = (i25? 1 — 
-J)YXT,-T)E2'*póc-(T, -T)X25+1(T, —T)(u2k- $). 


因此 |22 - А | «cer*'l(T—- T,OPII. XM, u+- ф = 
(ш2" +2) E 2*** + Z2** (T, — Т) (251 — 6 ), XXL BF HEB 
Jlut*f-4j|ecef|IT—-T,)PI. 证明 的 其 余部 分 留 给 读 
5.38 (T, - 3) (u^ *1— 6) 

—(T,—A,)u* + A, (1- P) CEP ) _ T, $ 
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+ EP АИ ges ca, aM Pn Aria e GSC inana. жат үс! 


Àn 
+ À, = Tus — peri Ти* — T, $ + M, $ 


+ Àn . 1 
=(uHk LE 一 入 дку Ти" T T O08 -J)iT(u*—4) 


-(T- T,)(u* 一 $). 
utti- À = <(T(u' — 0), 925» 0, 


utti = ru! - $), oD +Z CT - Tp) (ut - 


- ó), Mrs 
utti- d =U AEE TS, Tut- 6) +АЅ, Ф] 


+s Tt- 9$) $,(CT, - T)(u* - $). 


利用 命题 5.38 415.39 的 证 明 即 得 。 


, 70 ° 
5.39 i х* = (. ) OCC СЇ, FEA ре 1х 的 
x 
0 о о 
第 一 分 量 为 零 。 设 Ах" 一 有 1X = (>), Wjx**r2x*-(Cc 
r 


o o 1 | 
al) rox, Be = ( 。) . 这 是 一 个 右 端 可 变 的 固定 方 
x 


程 组 ， 与 第 三 章 8.4 中 的 算法 不 同 。 那 里 我 们 得 到 一 个 关于 和 
的 本 征 值 问题 的 数量 不 动 点 公式 ， 而 这 得 到 是 关于 xx 的 向 量 算 
法 ， 

5.40 设 在 多 (D) 中 考虑 问题 ， 这 里 赋予 D 图 象 范 数 
Ixlp2 lxi lTxl, x€ p. T,- TEL(D, X), R.(D Є 
LIX, D), HU CLD). Хғ, (О) =, Т, -TR, (2) 1-5 
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Cr 


0, поо, He>o, Wen Bj E gë r,(U)+ e <i., 于 是 
lU l.i, Xi. CCP e MU) 511307. В" 


- xl «fx* ^ xipxc(e, U) r CU) + e )**1, 
第 六 ж 

6.1 RAR 1-Р, = (Т, -А71(1-Р,) (Т, -А Н 
5.02) = (Т, 72) IG- Pa), Abbi — Р, =5,(А СТ, - А), 
A xt v cKer(T — А), d («0- P,)9 65, (АСТ, — А) Ф = 
S,OOX(T,- To) v. RAYS (2) = R(z)(1— P), 1— Р=(Т- 
ADEG PXT- An). PE 1-Р = 50А) (Т-А), Н 
p, Кет(т, -А,), (1- Р)ф, = SAn DCT- T.) Pn. 

6.2 对 y, СР, Х= М,, C- Р), = (1- P)O- ú), 
МСМ = РХ. XT. S M,, iv 1, 

\(1— Pp iSi- P)C – 8) 111 Plhinfly, ~ oli = 

фєм 
|1 – Р [dist(0,, М) [1-Р | sup dist(x,,M)=|1— P | 
ИТ 

GCM,, M) <li- Р\|шах(д(М„,М)›,д(М,Мь„)) =|1- PI 
(M,,M). 类 似 地 ， 对 EM 及 所 有 的 EM,， (017 P.) 


(1 一己,)( 划 一 加 )， 于 是 
HG- P, lsi- Pal inf | y —y, | = ll1— Р, | 915 (№, M,» 
n €M, 


ia: 1 
«l1 - P, lilyidist (150, м) 
=<[ф{[1—- Р, sup dist(x, M.) 
lxi 
=|pliji1-P,!06(M,M,)<cO(M,M,) 
E R IP. 是 一 致 有 界 的 . 
6.3 由 引 理 6.5: (T, Ani) ipn; = 0, Pri M. 
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Te Ay A 


(Т-А, 10), = (T, bay Pn; + (CT ~ TVA. 
(1~ P Yhn = (Т-А, )7101- P)(T 一 和 Pn; 
= S (Ani Í (T, Ani Yne (Т 7 Tide, J 
=(T An) A PICT —X. ICT, Ani n, + 
+S (hn, CT - Tan; 
= S? An, (Tn Ani D Bn, T S?( CT TOCT, А, 4s, 
+S (А, CT - TOV, 
M4 (T, an)! "its, = 0, f 


ini 
(1= P), , = > SiOn CT ~ T,)(T, — N07. 


joa 


6.4 我 们 有 如 下 等 式 


m c 
trT, a, = Bi = m ÀK, QUT iv e тА. 
i=1 


trP(T -T,)P{}) =trETPT -trPT,1P (3) 


=trTPP(}) —-trP( T, рм. Pit 


=trT,&e-t,T, yy, =m( À MA ne 
6.5 wixi}t, {xi} AMAM" 的 伴随 基 . 


trP(T —~T,)P (a) = > PCT- TOPilyxi,x 
|= 1 


=trP(T-T,)P+ > (P71, P- P)xi,(T*-T*)x*> 


Pia P CRP) 是 沿 着 (1 -P)XÆM, (BRM) 上 的 投 
Ж. 由 引 理 2.16 和 定理 6.6, 对 充分 大 的 n 有 IPi!)P - P | < 
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ad = Comm ott 


сӨ(М, M,)<ce,, 因此 | - An- (1/mytrP(T-T.)P| < 
cenes。 设 P 为 任意 紧 投影 ，ImPCDomT， 于 是 TP 在 X 上 有 
界 且 有 有 限 秩 ，TP = (TP)P .由 习题 2.20, trTP=tr(TP)P 
=trP TP. | 


6.6 trP,(T~-T,)P (sy =trP,TP.'- trP,T, P! 
=trP, TiwP,'-—trT,P,P;' 


^^“. 
—irT,,—trT.,.,—m(X-— Àp). 


T-T, 
6.7 |(т-Т„)ум| = sup iK eas 

xM 

Xw0 
_ «un СТ Ta) Py 
- Sup I P»l «lir -T,)P| 
Dywo 

T - T,» PxI 

COE ‹ | x || | -ICr-T,»uPI 
хөй 


<| P |l T - T, ul. 

6.8 因为 dim Ker (T ~4)* 有 限 ， 存 在 XX 的 闲 子 空间 N 
使 得 x =Ker( T - A)*GON., HOW WN HKer(T — X) 上 
的 投影 。 УСТ А) х= VENKA ME — fis AECT- 
Min RE (由 Im(T - 入 )* 到 N F) BAR. EXO: = 
ОФ„,, o,;—9,-(1— 0Q09,; ЄМ, FE 

Pag = Фаст - 320*(9,,— Ф). 

He (M,M,) 是 e, 阶 的 ,我 们 可 求 得 9 € M 使 得 lp i- 
Ф|<се,. 

IECT — А) (Ta A) IQ, il 
TT TTOTD (9,42 9 + pll 


i=) 
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k 
|СТ,-А Pnl 之 cpa АСТ, T An) pl 
i=A- +1 
<cj{aA -Aa,| $+ 
H ÉE 386.7, [А -Anl <сє1'!, FE 
dist(p,;, E,)< |p, -Plc (T-22*-CT,-230*19, ; 
+ (T, — Аз“ Ф„ || «св 1%-1+1)71, 

6.9 x =R(z)f, х, = Е,(2)ј. x—x,=(R(z)-R,(z))f 
= К, (2) (Т, -T)R(z)j=R,(z)(T,—T)x, (T, — T)x = 
(T,— z)x+zx—Tx=(T,—z)x—f. 同时 x —x, = R(z) (T, 
-T)R,(z)f=R(z)(T,— T)x,, (T, —T)x, = (T, — z )x, 
+(z —T)xz, = f -(T- z)x,, FH Bll x —x, ll SiR. zl 
ICT- Dl CI E FH) Hi x -x,llIIRCzOlL ICT, - Tx, | 
(后 验 界 ) . [RCO ПЕС) SFRAaR. 

6.10 利用 练习 6.9 和 引 理 6.4。 WT, T.C L(x), # 
ст, T)z|<| x —х„|<с,|(Т„—-Т)х]; BH 

|x —x,| = оТ, - T)x|), ##О‹(|(Т„— T)xall). 
clad- P, Ta Т) Ф 1<101-Р,) plci (Т, - Т) Ф|, 
p c Ker( T — A), 
cfl- PXCT-T9,lxli-Poe,l«cilicT-T9.l, 
Q,CKer(T, —5,). 
6.11 2,(T—-A,) Pn = 0 & x2 (T —3,094,7 0, GI 


JH6.9, AJEG- x2) Plxcó(M, X,) BS AR. Wl- 


z0fixci-z,)(K-0o)!fl.,f € X. REIG- az.) Pill 

<c8(( K —a)”1M, Y,). 
6.12 引用 定理 6.7 的 证 明 ， 其 中 |4 - B,l = O(a,o$). 
609 


对 本 征 值 Pg,， 有 
dist(g,,Ker(T - А) < 101 - О)ф, Scan + jd, ~ X|) 
<cmax(a,, (а, а%)1/!), 
6.15 е, = |1 - л,)ТР!<|Т lan, 


ex=||T*(1 ~ x )P*|=< IT faz. 

H o tr(T-T,)P- Е.((1-л,) ТХ, x7? 
= Б,((1- л,)РТх;, (1— 2%)xf)> 

得  Itr(T- T,)P | xca,as, 


6.14 由 命题 4.6，|x —xilcl TG - xxl. 
b 
T(1—mxm,)x( t ) = | ке. S)(1-— m,)x( s )ds 


=((1-m=,)x, k,)=((1-—mx,)x,(1- x,)k), 
由 于 
1((1-л„)х,(1-л„) k Ol < sup [Q- 2E d 1 xls. 


BERL x -riach 

6.15 出 习题 5.38 BU fg £3 dist(u/, Mo <|o@-u'|<ci Cl 
-zJ)Tilé-9o.l, Ж plp,- Ф 1= 10Р, - 1) o [slicP.— 
Р)Р|!1Ф iselio 1. loli I(Po.. Ф|": РФ, |. 
AKIA- zx,jTi 一 0， 对 充分 大 的 n， 有 


KPo, 91)|>3 HB 19 121. 


由 定理 6.12， 
dist(g,, Му<]РФ„- Ф„[=[(Р—Р„)УР„Ї{Ф„Ї< 
clTa-zla.l9,]. Hat- 1 时 ，w! 可 以 改进 9，。 
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6.16 dila(Cu,v)| <В н y| v ily, 2 аби, м) zal и fy, 
Hatu-u,, U —u,)=a(u ~Un, и —,). Vu C V., 于 是 
得 | u – и, =< (В/а) lu 一 Un jiro Vu C Vau. 于 此 


lu —u,l|y<(B/a)inf, wy iu Unir =C (u), NM 
М, V,)= sup д„(и)= max 6,(u), 
botnet bul. у” 


6.17 40: = 1/А. и CV, f | и l, =vamn, u) Shy FT 
Jelly, B =a Ba MATAR C., 0.5 B fEBJ. Aut 


dist(v, o(B. )) = inf '(B,—-v)yl,« inf |(В„->)у],„ 
Уе. 


IT TE Ру 4-71 


< inf |А —30yl,-2 inf !i(A—-)(y-3)], Vx€M 
E g < U 
"M Pl a" і 


=c sup inf i iy — xly xc sup disty (x, V.) = cóvy CM, V,). 
x < M Y. 


“ M 
ХЕ =1 tx1 -1 
w 


6.18 由 于 问题 等 价 于 入 Bu= и, Ж жє сї), НЕ 
J 由 天 确定 ， 定 理 6.13 给 出 的 误差 界 成 立 。 
6.19 定义 


|a(u,v) | 
ull 4 


v ЄН, 0 |2: =Sup 


1 
umd 


1 | 是 及 ;的 范 数 且 因为 a HES | р 1; «Bl v lh: 81195 A 
Ша о, | vlazal]vl: 这 是 (H，,， | ° | 2 完备 的 充 

т 条件。 对 w CH,, Fi 用 《4U， Uv), = а(и, vig XU :H,— 
Hi. #{v,) EH, |+ |.) Ф Cauchy 5], Uv, 是 HI 内 的 
Cauchy FF Zl, HUv, >-1 C HI. 车 UU 是 映 上 的 ,存在 v СН, 


f$ 1 =Uv, U*:H,—HiW Е Xt u CH,, u €H,, (U*u,u>,= 
<u, Оууу =a(u, u), FA (6.6) ， 4310 tu yt all u ls,， u 
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€ DomU*, X29640 T U ERER. 

6.20 Un= pi. qlel—>a(u,, fly= FET. atalet, fl) EB 
Ь(и*,}%ус p il qhb(et, f» ј =1, ot, N, абу, vi) = 
A b(u,, 040, уо, C S25, ЖИТА #4, = А, В ка,. ЖА Ж 
奇异 的 ,在 s14 内 存在 x， = DY xtet о A tx, = 0 = (а(х, 
f555"., КИҢ а(х, 0) = 0, Vu, € $34, 且 不 满足 (6.9) 。 

6.21 Е=ТРм= Ti: M—M, Git P (a) Ta Pli): 


M>M, F, = Pia TP e :M,—M,, С. = T, м, :M,—>M,. 


Pon) (Fi— Gi) PG Pe o Pay TP (a) Ра, 
-Pin T, tMn Pia) 
=Tym- Pon) T, P (a) = Е- С, 


[F -Gilse |Р, – Gall 
Н. 


|Е'—С|=тах([|Р1,Р a (T-T Yl, EM, 1%] =1)< 
cfl. 
6.22 将 Wilkinson (1965, P81) 中 的 方法 用 于 AM E 
某 个 基 下 F 和 G* 的 m x тр. 
6.25 由 习题 6.2, 上 (P-P,)Pl<ce(M, М„)<с",. 
6.24 ((T —a)x, (Т-а))х=|Тх|?— (a+ a)P*aa, 
((T—p)x, (Т-р)х) = |Тх|? ~ р?, I(T ~ а)х|° - [|(Т-р)х|? 
=1а- р (22 0. BW> 1.80. 
6.25 ЖТ, AEM, Фф. = 95, (Par 9,07 1, р = 
(Tp,, 9) =n. НЕ Bi 6.24, |А —p,| <cll(T - р.) Ф, | 
<c|] (T —A,) 9 并 由 引 理 6.16， 当 T, 不 是 自 伴 的 | 和 一 ,| < 
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сЇт =A) Pa IICT- A Detl. 


6.26 8 = 5) (таз, x f. 


1*1 


X,--L—uT,P.- L T : 
"87 т, r n " mi naX in» Xia?’ 


ix 1 


Em (Txi,, Хн). 
AVA m Xi. m Xia, ЛЕХ, = Xia. 
6.27 在 习题 5.32 中 ， 我 们 求 得 A156 = А0, фїс = pi. + 
是 和 6=《T916,， фрїу=‹ТФї, фїў=(ТФ„, PHEA, 
6.28 由 于 TIT 是 目 伴 的 ，Xx ,是 正 交 的 ， 
п. = т x TI. I del <cli— za) Th. 


ICT- An) Pal = КТ Тт, )ф, |SITGO- rI- xz, 
e TO/A D Pall cia- х„)Т|?, 


4 - Pal «cl(T - P429,l^«cl(T - A) Mall? (31 886.24) 
<c a- m .)T| 4. 


0 € 
6.29 A= ( ) 有 两 个 本 征 值 满足 le- А) + ez= 0. 
E a 
x-e,, 0-0, B | =e?/la-Al =є?/д(р). 86 为 本 征 


ja] He, Me, тј Bis, tane= |М / lel = fel / la- М = 
lel /ÓCp). 


налета, ^ FERAE s oc ЧАЦЕ. НЕ ob. ae M IU M MIRA АНЧЫ RIE, A FERA LU Rios. CR cM LR ААН: GUE 2 ада mS PCP AAS. AM -a 


6.30 ЊЖ166.20, -ex<aA-p<e, HOEBB6.21, 
—#%/(, ~p)<h-p<et/(p- X). Же?/ (А - р) «e. B 
e2/(p- A)«e, е <А - p 且 e<p- X, (因此 著 e? < 


СА = 0)(р- 0), ШТО ТЦ. 

6.51 ШБ mee, 1х,1= 1, 1= 1,2,3, Œ 
得 Rayleigh Ej p: = (Тх;, xi) 满足 p; 二 ps 过 ps3。 我 们 假设 图 
A(z; |z-0;|<e,=((T-0;,)x, |} 是 不 交 的 ， 且 在 其 间 不 在 
在 o(T) 的 点 。 于 是 存在 入 ; Eo(T) 使 得 |А, -pil me, і =1， 
2 ,3 。 若 0::=dist (p;，0(T) 一 {和 A\;})， 我 们 有 6; 宇 min 
(P2-0;-€15 D3—€3 — р). 


6.32 [Q|= sup- 01 = зыр 19027 = 
€ X | 


t! rex n yl. 1 = Zx, 


y «ll. 

6.33 (T- OQXAUBIB EX ELE X. BR X, ж VQUT — G)t 
-QT-0Ot,ypx-(O,(CT*— Coyx, VtCX, CP JH ES T 
хи, H € OD. T- HERD LET 
Kato (1976, P.164)]. 

6.84 Tx-txt (01- QTO- О)х= 6х, T* = £ Q* + 
(1 一 Q*)T*(1 一 Q*)， 这 里 Q* 为 党 {xX}+ 在 {y} 上 的 投影 。 类 似 
地 ， Т*у = бу, 1:2] 13.24 中 可 证 明 c( T)-(£)Uo((1- Q) 
-Titanx)， 其 中 两 个 集合 是 不 相交 的 . CET УЖ 
征 值 ， 且 是 单 的 ，8 是 相伴 谱 投 影 . 

6.35 (1-0) ‹Т-6)(1-0) = (T-OG-Q. 若是 
T E dE, 因为 Ker(T - 6) = оху (1- CO)X 的 交 是 0， 
所 以 T, 是 正则 的 。 这 就 证 明了 工 € Z (x), MRT Ë BJ T HJ #) 
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化 预 解 式 为 了 (z)=(T-z)-!(1-9). 

Е 0) = аСТ -71(1-0)] = ТЕ:01-0) = > 

6.36 (1-Q)Tx=(1-O)(T-0)x= Tx - QTx 

-(T-Ox. 

6.37 HQ=(T-OQ+Q(T-OQ=(T-OO. 

(1-Q)HO= q-QXT-OQ-(T-0OQ-Qacr-o9g 
= (T — ë)Q. 
HG(-Q)=Q(T-OG-Q)=Q(T-¿)-QCT - 29 
-QO-0. 

QHU-Q)=Q(T-£), 

6.38 ”我 们 知道 9 和 1 - 8 与 R(z) 可 交换 ， 
H R(z)H R(z)QOX= H R(z) H Q R(z)X 
-HRGYI- Q)H Q R(z)X 
-Hü- Q)R(z)HO R(2)X=QHU- QRGHR 
* (z20XCcQXx, 

ЗН, 

Н R(z)H R(z)(1-Q)X= HR(2) HQ — Q) R (z) X 
= HR(z) QHO - Q)R()X 
= HQ R(z2) H R(2) -OX 
=(1- QHQRGHR(GCG-QXCQO-QX. 


6.59 o(T)=o(T ua) UOCT m), 


ro (T) = max IM = = max(max ІА, max | 和 | ) 
део ( Тум) Aca (Ten) 


= max(r,(T u), ro€T end). 


6.40 ТЕ 986.278, RIERA gp -x= - (1- (K— ü) 
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Oe А. чы шшш шна 


www RP ERR FE РАН 1 : u 
Шш is =o c met RO ncc es — + 


Z) Eu, 因此 g x+ Le=[1--(CA-2)£)74)] Eu. 
记 1=(1-(X-2)E)(1-(A-0C)F) 1, Hj p — x+ Fu= 
— (М-С) (1 (А- С) E) IL, 

6.41 A,=t.(-HEHQ); Wit |А- 2+ Хи) < 


Е {., asl 0070-1) Кхм, 0l. ORC. 40% M 6.27 
中 最 后 两 个 不 等 式 ， 得 


[Ф—х+ Хи |< 1А СЕК (А-6) 5) хи 


1 
=< | À — £ ||———— l . pO | £ 
IX — б] ITZE ETET. и | 
<9)? azul 
l-g(r)r 
=(-1+—— Jeu 
I-~g¢ro)r 


=(#(т)—1)| 5и]. 


(g(r)-D/r91, B gr)-1~r。 当 z 不 是 小 的 ，x 不 
是 T 的 逼近 本 征 问 量 ， 但 校正 问 量 x — Zu 却 是 . 
6.42 HE e sk et 是 小 量 ， 则 ee* 是 小 量 ， 我 们 首先 假设 
2 是 小 量 ， A EHE: 
T =ËQ+ QT(1- Q) +(1— ODT(1- Q)+(T- 6 )Q 
Waan, ana 


\ 一 一 -一 一 一 -一 一 一 一 一 一 


т! H' 
=T'+H' 
和 和 = 下 js。 二 是 /的 单 本 征 值 且 有 谱 投影 Q' 8 O' x 
= x 。 因 此 对 充分 小 的 s ,px- x|=<ce<1, ШШ. |< Px, y> 
– 11<1:2<Рх, у>%+ 0. 
若 e* Ebi, ZET =T +H", ЕН” = ОТ(1- Q), 
|н? | =] ye*。 类 似 地 有 1P*2 — y|< 1 B<x, P*y>= 
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<Px, y>= 0, 

6.48 T*=P,TP,+ (1-P,) T(1— P,)  H' = (1- 
р,)ТР, + Р,Т(1- Py) НР, =<, pion BT-T' +H". 
由 假设 P,P. H'*0, i(1-P,)(T-T,)P,|> 0, 
P,T(1— P,)-(P,— P)T(1—P,)+ TP(P — P,), HW 
H"220, 

€,=trTP, = (T9, Ph). 
3]3i5.34: B Ashe XT ETUR? =n 1'-9,, HPQ, 
T- T,RR.COZHBIH P.H", (T -2) = R"(z) 代 替 . 

H H'ENEDERqUY 1-0, XPk»1, m*-0. 由 定理 6,27 
及 命题 6.28， 我 们 有 ， 当 a >| RCE.) 1-Р, AE 

max rg (H'R" (2) = 2amax | CH" R'COH'9,,95l- 


0, 0, 
rg (P, (P~ Pa) Pa) —0,/(1- 0,)— 0, n>, 
6.44 AN TAB (wO ep( T) ) ËJ BS t Ш.Н 
1/hk—l/Bi. ВА À Bin 一 人 
1/X Me Bi, À o? « 
HoBA/B;.71, noo. 

6.45 a@,=a@,=|\1-2,)Pl|>max,|(1- 7.) PQiall, 
1-1, g=m, 6.303289 2] 816. 12 中 的 界 不 能 改进 ， 

6.46 T,=PT,P+Q- P)T, a- P), H, =(1-РУТ, 
Р+РТ,(1- Р), ЖФР= (•,ф) 9, T,- T,-H,. 因为 H， 
-Q-PXT,- T)P+P(T,- T)ü- Р), |H,l|— 0. б„= 
trT,P=Attr(x,-1) TP=A+Al (m, – 1) 912. ВЕГА 
X ËJ Jordan WR. HEARKEN, E ETAT, 的 唯一 的 本 征 
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值 ， 这 是 因为 РТ.Р-РТРЇ=[Р(л,-1)ТР[> 0, Е, = 
(1— P) (OT.— 06.0 trio] 1(1 ~ P). 
IP(z, -D2TE.(z, - DTol <c lx, - DTI I(x. — 


1)Ф|?. 
于 是 由 定理 6.27 
[Aa Cul = k. AA] CH, DP 1 е (x, —1)Т| 
I(x, 709] 
县 
An 一 和 - 1] <cl(xw,-1)T|]— 0. 


第 七 章 
7.1 由 定理 7.2 中 用 到 的 人 恒等式 得 ， 


LoT cx 一 [一 Te +e +-+ $] 
z z 


Xx = — 


7.2 若 工 由 (7.2) 定 义 ， 则 T* 是 积分 算 子 , HjEEKCs,t) 
关于 上 和 是 属于 类 O (a,7) 的 . 由 于 了 由 关于 + , s 的 连续 
度 为 a 的 光滑 核 p(s, t) EX, Wetbemk., T* G- P*) + 
A, РВК (0,5) ETIO- Ps*) 的 核 与 P* 的 核 的 和 ,信之 和 . 
CRE t 属于 类 O, Hn 一 致 。 

7.5 4。eM, 相 应 于 陡 度 为 1, 的 本 征 值 X，。. 


la 
EO- »9,xo-[Xs:oora-zo 


[71 
(Тл„-%„)!73%, | (t) 
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= SIA TTA (Тл, Aa) Pa, ka) 


j"1 
T E 
DLA TA NA) as 119», 
1=1 
其 中 了 7 是 CT*-X)iG-Ps) 1010 = (1— P*)k, 的 解 。 对 
j=l, ++, 1,, GEL) ERF Ola, VO BE n RY 
题 7.2) EBA (Tx, -A) 1 9, € Mu, ТЕ 7.9 可 


得 1<(1-л2)5,, 1 >| BR, Фё, e M,. 
7.4 2] 6.12, 
7.5 y- У, = (1- zA !f - zA.y, — f 
={(1~zA,) ! - 1]f - zA«y, 
[(1—2A.) ! - (1-zA4.) ! (1-7 2A,))f -2А,7у, 
201-24.) !A.f-zA.y, 
-z2601—z2A,) ! A,f - z(1- zA,) ! (1-2 zAL) Arye 
=2(1-2А,) ! LA.f — (1—zA.)A;y,. 1. 
ÍHA.f-A.X,—zA1y, RAWAM 2A) RR, M 


i 


y- y, =z(1-zA,) ![A, >, —z Ary, – А.у, +2А27у, ] 
=z(1-zA,) ЗА, (У, — Ye) 
=:А,(1-2А,) ! (Yay), 
因为 了 ,=zAsys +f Рл, Ya m m. lA + hal = adn. m 
Жл, (У. -у,) = 0, FE (1-rx,)CY.-y)= У-у, H 
得 : 


у- У. =2А,(1-:А,) 1(1-— x,) (У.-у„). 
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7.6 注意 到 T =(1-K)G'1=(1-zA.)As! 34, = Gx, = 
Á:ys, x „= Кх. +f, Y, = А.у. +f. PIX, -Xx.-ü-K) 
x RG tu ey ў Qo ZAJAS tu, =p, PL 

7.7 我 们 解 得 y- Y, -zA.(1- zAQ 7 Q7 x.) X, X 
是 类 似 于 引 理 7.1 中 的 公式 ，A, 的 核 属于 类 @(a+1, р- 2). 

7.8 ”由 习题 4.67， 因 为 9 ,满足 

(1-27,K)0,—-A,%7,GQ, = 03 
我 们 有 х.ф. = л,Кф, + A Tr GP, = Ф.) Blo, -A,U,9,. 
HTO,-K9,-1,G9,, H 9,7 z,9., STE 
P = Кл, 9. +M Сл„Ф„;(1-Кл„) Ф, SAGA, Pns 
因此 Pa = XU, Pn. 

7.9 U-U,-U-(1-z,K) l1x,G. {86 = (1- K)U, 

故 U-U,=U-(1 -=x,K) !x,(1-K)U 
= (1—x,K)-1[ l —x,K-x,(1-K)JU 
(1-л,К) !(1-7,)U. 

-U, =U —(1 - Kx,) Сл, 
-U-(1-Kz,)!(1-K)Um, 
=(1-Kz,) [U(1 - x,)+ K(Ux, 

—- x.U)]. 

但 U-KU=G; 因此 
U(1-x,)+K(Ux,—-x,U) 
=U-~Gxr,-~Kx,U 
=U-G+t+G-Gnr,-K27z,U 
= K(U —x,U) + G(1 - x,) 
=K(1-x,)U+G(1 —x,) 。 

Bika u-U,=(-Km,) 1[K(1- x,)U+G(1- x.)J , 

7.10 БШ, (1-K) '€L(X), GJ W ES $S UJE KC 
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SNEERESE t: 
(i) |G- x,»9)Kl50H(1- z,K) ! —&C FE, 
(11) Kx, °K, (1- Kx.) 1 一 致 有 界 ， 
(iii) lU-U,l 0, 
(iv) U, SU. 
7.11 由 于 8 是 U 的 谱 投 影 ，Q8U = UOQ,， 
(U-U,)Q-(1—z,K) 1(1—x,)QU, 
(U-U,)Q=(1-Kx,) 3[K(1—2,)0U+GU —2,)Q]. 
[U -U DSc- z,)Q |, | 
KU -U,)Q|[=<c[|K(1- z, Q| + |GG - 2,011. 
1.12 由 定理 6.6 得 111 -Q)¢, | xcl(U - U.20l, 
Ia-9oe.l«eltu -U,)Ql. 再 应 用 前 面 的 习题 即 得 . 
1,15 M, n. (Т-А, )ф, = 0 确定 的 不 变 子 空间 ， 
PEX ÆC 25 [8]. AEN, = DP M, CDPC,. = 9,,5. 
8 (N,N,)<el(1- 2,91 , ON, N A cKO- x09] 
t lGa-z,.»9l. 
7.14 U-U,.-(1-K) !G-U, 
-(0-K)!z,G-(1-K) !(1— x,)G-U, 
=(1-K) !(1- x,K)U, - (1— K) !(1—x4,) С 
-(01-K) !(1- K) U, 
(注意 其 中 用 到 zx1G = (1- л, Кр. ). KUE 
U-U,-(G-K) ![U, - л. КО. +(1—m,)G-U,+KU,] 
=(1-K)71((1-2,)KU,+ CI — z.)G] 
-O-K)!(-z,0[G- KU, ]. 
7.15 DURE BEG. MERA. 
7.16 利用 定理 7.23. 
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7.17 我 们 知道 各 =46.， 于 是 C-K)G 10, =@„. 
Ө. - 1. A0. Aus, br = GP, pr = Кф, + Gp, S Кф, + 
And, . 1] 
Pa —9.- (1- K)9. Ann = (0 KG Ip, -F 
=On-On. 
7.18 (1 = P)0, =А, A0, ~An PA0, =N A0, -An APO., 
6. - 9. = (0 -X44)6,, BU On = (1-344071. 00, 因此 
(1- P)6, =N AG - MMA) 160, — 0.) 
-A.AP(1 -,A)71(0, — 0.) 
=A AC ASA) 1G(1- PY, -6,). 
由 6, 的 定义 又 有 л, (0, —0,) = x, (0, — A0.) = 0. 
因此 (1,206, -0,.2 20, -6 的， 于 是 
(1-P)0, - 3, A(1 AA) 101 — P)(1-x,)(0,- 0.) 
-AQAQCAQAY (7 P)Gr, — 129, , 
这 类 似 于 引 理 7.1 中 的 公式 ,其 中 A 的 核 属于 类 (a 9 1,p-2). 
7.19 9ЄХНи, Un 由 (1 — K)u- д, x,(1-K)u,=27,9 
EX, WEO- K)u, = лід. PFE 


(1—z4)g=(1-—K)(u-u, ) 
= (1- К) (1- z,K) !(1— x,)(1-K)`1g 
= (1- К)(1- л,К) ![1- x,K- x,(1— K))(1— K) !g 
= (1- К) [1- (1- z,K) 1л, (1 K)](1- K) ig 
= (1- (1- К) (1- z,K) !x,)9. 
AH mag= (1- К) (1- л,К) !z,g. 
7.20 0С M, Q(1- К) !0-(1-K) !pO-(1-K) ! 
OCN. Be 0*C M*, Q*(1- K*) 6* = (1- K* P*0* CN*. 
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.. ea) in Badan sim, НЧ ШИРК ЛИЙ АШАЙ НЕ} EERE RINT OR вл ee ee 


- — - ore —uum w copi rl en indi 
一 


7.21 Т-А, ú= Gq 等 价 于 (1~K)9=ALy， 

即 p = 入 (1 一 KK) !Lo-AVOo. Y= G9。 是 如 下 方程 的 解 
X.CDV, ~An N n) =0, 9,CC,. 
x,((1-— К)ф, - А. СФ.) = 0, 

Фф. – д.Кф, -А.л.,1ф, = 0, 
(1- я,К)ф, - X х.ф. = 0, 
Фф. = А, (1- л.К) іл, Фф, = А.У, Ф. 
7.22 V-V,-V-(1- x,K) іл,(1- K)V 
-(1-zx,K) !|[(1—- z, KV — x,(1- K)V] 
—(l-z,K) i- T,0V. 


但 又 有 


V-V,-s(1-K) !L-V, 
=(1-K) іл, 21+(01- К) !(1—- x,)L-V, 
-(1-K) !G[(1—- xz, KV, - (1— 3, )L—- (1- K)V,] 
=(1-K)4(-”,KV,+(1-2,)L+KV,] 
(1- K) 1(1—- z,)(L* KV,). 

7.23 #N=1,MIL=GHRR=P=P’, 5| 7.26 成 立 ， 
HEO- Р)ф, = CT-KO 71 0— PX(9, - 9.) 
-SQG,-D9,. 

7.24 HIT 9,25P,Ty9*71,(5.160) BRCM P. KS, , 


仅 当 T ,具有 T。， Tg 或 在 第 四 章 6.1 中 给 出 的 Ty 的 结构 时 ， 即 


Jy S2. 15? ne 

1.25 见习 题 1.53 。 

7.26 引用 习题 5.38 K f 3x HR НО, = C Van. К 
EP ae 
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